Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccao de Algebra e Analise

ANALISE MATEMATICA IV — CIVIL

FICHA 5 — SISTEMAS DE EQUAC@ES\ LINEARES E
EQUACOES DE ORDEM SUPERIOR A PRIMEIRA

RESOLUCAO

(1) Considere a matriz
3 2
=15 ]
(a) Quais sdo os valores préprios de A?
(b) Quais sdo os vectores préprios de A?
(c) Determine uma matriz de mudanga de base, .S, que diagonaliza A, e determine
a sua inversa, S™1.

(d) Calcule et
(e) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:

o Yi | [ 41(0) 1
S =A =
[ Yo ] [ Y2 | com | 42(0) ] [ 2
(f) Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:
[ 3:/1 — A n ]
Y2 Y2 |

(g) Escreva duas fungdes 3 : R — R? que constituam uma base do espaco vectorial
das solucdes da equacao da alinea anterior.

Resolucao:
(a) Os valores préprios sdo os zeros do polinémio caracteristico:

det(A—X)=0 <= (3-XN2?—-4=0
— AN _6MA+5=0
<— AX=louXl=5.

Os valores préprios de A sdo 1 e 5.
(b) Os vectores préprios de A associados ao valor proprio 1 satisfazem

aemvmo e [22]]2]=[8] e oo

Logo, os vectores proprios de A associados ao valor préprio 1 sdo os vectores da forma

v:a[_}] com acR.

Os vectores préprios de A associados ao valor prdprio 5 satisfazem

amsmimo = [2 2][2]=[0] = am

Logo, os vectores proprios de A associados ao valor préprio 5 sdo os vectores da forma

v:a[i} com aceR.
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Mudando para uma base de vectores préprios de A, a transformacio linear dada por
A fica diagonal. Tome-se, por exemplo, a matriz de mudanga de base

g_ 11
-1 1
cujas primeira e segunda colunas si3o vectores proprios de A associados aos valores
proprios 1 e 5, respectivamente. A mudanca inversa é

il

R I B
A_S[OE)]S .

Ent3do tem-se

De acordo com a alinea anterior,
t et4edt  eBt_gt
e 0 _ exre e e
€At:S 51: 5t2t t25t
0 65t e’t—e e+e
A solugdo deste problema de valor inicial é

1 t 5t 5t_t 5t_t
At y1(0) B ete’  er—e 1] 3e’—e
y(t) =e [ y2(0) ] = [ estz_et et_ée:)t 9 | = 365i+6t , VteR.

A solucdo geral desta equacdo diferencial é dada, por exemplo, pela expressdo

t T t 5t
y(t):S[e 0 [cl}:[cle&—kcwt} , Vt € R ondeci,co e R .

0 € c2 coe’t — cye

Comentario: A solucdo acima pode ser escrita

(t)y==S e 0 S| | =ettg| @ Vt € R onde ¢1,c2 € R
Yy 0 €5t o | o ’ 1,€2 .

Equivalentemente, poder-se-ia ter respondido que a solucido geral é dada por

1
C2

y(t) = et , Vt e R ondeci,co € R

As colunas de et formam uma base das solucBes da equacio dada. Como S é uma
matriz invertivel, as colunas de 'S também formam uma base das solucdes da
equacio. Optou-se pela expressio e'S porque esta dd uma expressdo mais simples
para a solucdo geral. o

Compée-se uma base para o espaco vectorial das solucbées da equacdo da alinea
anterior, por exemplo, com as colunas da matriz

et 0 el edt
S[Oefw]:[_et ebt )

ou seja, com as fungbes x1 : R — R? e x5 : R — R? dadas por

t 5t
e e
r1(t) = { et ] e Ta(t) = { oot ]
De facto, x1(t) e z2(t) sdo fungdes linearmente independentes, sdo solugbes da
equacdo da alinea anterior e qualquer outra solugdo y(t) € da forma y(t) = cix1(t) +
coxa(t) para algum c; € R e algum ¢ € R.

O
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(2) Para cada uma das matrizes A seguintes, determine e’

() (b)

0 1 30
IR it
() (d)
1 -2 2 2 1 1
A=|0 -1 1 A=| 030
0 00 ~1 1 4

Resolucao:
(a) Esta matriz A sé tem um valor prdprio:

det(A— M) =0 <= (=A)(=2-XN+1=0
= MN4+22+1=0
<— A=-1.

Os vectores proprios sdo dados por

L] = e

1 _
Escolhe-se o vector v = [ 1 ] para base do espaco préprio e procura-se um vector

proprio generalizado, w, a associado a v:
1 1 c 1
T

Escolhe-se a solugdo w = [ } Logo, uma decomposicdo de Jordan para A é
1
0

1
0
1 0 -1
—1 O 1 1|
Conclui-se que
At 11 et tet 0 -1
T 1ol lo et]l1 1

- | Y

e e ]

Comentario: Quando se detecta que esta matriz 2 X 2 tem apenas o valor prdprio
—1, pode-se concluir que a sua forma candnica de Jordan tem apenas um bloco. Com
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efeito, se a forma candnica de Jordan J tivesse dois blocos, seria a matriz diagonal
J = —1, pelo que a prépria matriz A teria que ser
A=8JSt1=8(-1NS'=-851=-T,
o que é falso. o

Nota-se que a matriz transposta At é um bloco de Jordan. Como

+00 4tk T Ak k¢ 00 akik\ "
At (A't) B (A%tF) B At At
D D B ) =
k=0 k=0 k=0
calcula-se
Att e3t te3t
€ = 0 e3t

e conclui-se que

3t
A At t € 0
= () :[te?’t e3t] '

Os valores préprios da matriz sdo as solugcdes da equagcio

1—-A -2 2
0 -1-X 1|=0 <= (1QA-XN)(-1-M)A=0
0 0 —A

< A=1loul=—-1louA=0.

Os vectores préprios associados a 1 sdo os vectores que verificam

0o -2 2 a 0
0 -2 1 b =10 — b=c=0.
0 0 —=1] ]| c| 0
1
Escolhe-se o vectorv = | 0 | para base do espago préprio de 1.
0
Os vectores proprios associados a —1 sdo os vectores que verificam
2 =2 2 a 0 a=b
0 01 bl=10 = {
0 0 1]]|e¢ 0 c=0.
1
Escolhe-se o vectorv = | 1 | para base do espago préprio de —1.
0
Os vectores préprios associados a 0 sdo os vectores que verificam
1 -2 2 a 0 a=0
0 -1 1 b | =10 = {
0 00]|]|ec 0 b=c.
0
Escolhe-se o vectorv = | 1 | para base do espago préprio de 0.
1

Assim, uma decomposicdo de Jordan para A é

1 10 1 00
A=1|0 1 0 -1 0 0o 1 -1
0 1 0 00 0 0 1

—_
|

—_

—_

195) O

J S—1
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Conclui-se que

[1 1 0 et 00 1 -1
et = 011 0 et 0 0o 1 —
|0 01 0 01 0 0
S eJt S—1
[ et et 0 1 -1 1
= 0 et 1 0 1 -1
| 0 01 0 0 1
—et et —el el —et
= 0 et 1 —et
| 0 0 1

Comentario: Ao encontrar 3 valores prdprios diferentes para esta matriz 3 X 3,
pode-se concluir logo que ela € diagonalizével, ou seja, que existe uma base formada
por vectores proprios de A, pois valores préprios diferentes admitem vectores préprios
linearmente independentes. &

Os valores préprios da matriz sdo as solugcdes da equacdo

2—-A 1
0 3-2X
-1 1

=0 < (2-M)B-MNEA-N+0B-N=0

> O

4_
— A=30uXN-6)1+9=0
— =3,

portanto A tem apenas o valor préprio 3.
Os vectores préprios sdo os vectores que verificam

-1 1 1 a 0
000 b|l=10 <— —a+b+c=0.
-1 1 1 c 0
N —
A-3]

Como ha exactamente uma condicdo linear a que os vectores proprios tém obedecer,
0 espaco proprio tem dimensdo 3 — 1 = 2. Toma-se os vectores

1 1
v = 1 e Vo = 0
0 1

para formar uma base do espaco préprio, tendo tido o cuidado de escolher o vector
vo pertencente ao espaco das colunas da matriz A — 31. Calcula-se agora um vector
proprio generalizado w associado a vs:

-1 1 1 a 1
0 00 =wve= |0
-1 1 1 1
A-3I
0
Toma-se, por exemplo, w = | 1

0
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Consequentemente, uma decomposicdo de Jordan para A é

1 10 300 1 0 —1
A=1|1 0 1 0 3 1 00 1
010 0 0 3 -1 1 1
S J S—1
Conclui-se que
110 et 0 0 1 0 —1
el = |1 01 0 et tedt 00 1
010 0 0 e¥ -1 1 1
S eJt S—1
e3t 3l et 1 0 -1
= e3t 0 3t 0 0 1
0 P e -1 1 1
[ (1 —t)e3t tedt tedt
= 0 et 0
i —te3t tedt (1 +t)edt

(3) Considere a matriz
—1
—1

1
=[5 4]

(a) Calcule et
(b) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial

—t

{1
Yo

Y1

Y2 0

IR I B o

0
0

|

y2(0)
Resolucao:
(a) Os valores préprios da matriz sdo as solugées de

—1-X 1
—1 —1-2A

— (-1-X2)%+1=0

— A=-1%1.

det(A—A) =0 <= ‘ ‘:0

Os vectores proprios associados a —1 + i sdo os vectores que verificam

Ik

—1 0
- . . 1
Uma base do espago préprio de —1 + i é constituida pelo vector v| = i |

—1
—1

a
b

} <= ia="b.

Os vectores prdprios associados a —1 — i sdo os vectores conjugados dos vectores
proprios associados a —1 + i. (De facto, se A\ e \ sdo valores proprios complexos
conjugados de uma matriz real A, entdo (A—X)v =0 <= (A—A)v=0.) Uma
1

—1

base do espaco préprio de —1 — i € constituida pelo vector vo = U7 =
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Logo, uma decomposicdo de Jordan para A é

_ ; 1 i
-l L]
i —i —1—i 5 3
S J S-1
Conclui-se que
1 1 e(—1+0)t 0 1 _i
At _ A 2
o= Ll e []
E e]t S‘—rl

[N T
[T
|

_ ot cost sint
N —sint cost | °

Comentario: Apesar do método de resolucdo envolver complexos, a resposta tinha
que ser real, pois a matriz dada € real e a exponencial de uma matriz real € real. <

(b) Em termos de

=00 ] w=[0] e =] ]

este problema de valor inicial escreve-se

y = Ay + b(t)
Z/(O) =Yo -

A solucdo é dada, por exemplo, pela férmula de variacdo das constantes:

t
y(t) = eAtyo—l—/eA(t_s)b(s)ds
0

. e,t Sint
B cost—1 | ~

Conclui-se que a solucdo é

PR
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(4) Resolva o seguinte sistema de equag¢des diferenciais:

W= 2y + 2y +t

% = 2y1 + 2o .

Resolucao: Este sistema fica mais simples se for traduzido nas incégnitas x1 = y1 — o
e xo = Y1 + y2. Como

y1—y2 = t
Yi+y = 4dyit+y)+t,
as novas fungbes satisfazem
X = t
To = 4dxo+t.

A solucdo geral da primeira equacdo é
t2
z1(t) = Bl +c

onde c1 é uma constante real arbitraria. A segunda equagcdo admite o factor de integracdo

6_4t e resolve-se como se segue:

To =4dxo +1 <= 6741&1,‘.2 — 4674tl‘2 = te ¥

d , _ _
. (e 4t$2) — it
= e My = /te_4t dt 4 co
= ()=t 726—4t - ie_“ + ¢
4 16
= t)=——— —
xz( ) 4 16 + Ccoe
onde co € uma constante real arbitrdria. Como y; = %(m +x2) e ya = %(l‘g — x1),
conclui-se que a solugdo geral pedida é
2
W) = Gtk b gt ket
yot) = —Lt— 5 +koet =L —ky .
onde k1 = 5 e ka = % sdo constantes reais arbitrarias. O

Comentario: Em alternativa, poder-se-ia ter aplicado a férmula de variacdo das cons-
tantes ao sistema original. %

(5) Determine a solu¢do geral de cada uma das seguintes equacdes diferenciais escalares:
(a) ¥® + 4y + 4y = 0;
(b) ¥y + 4y + 4y = 1
(c) ¥y + 4y + 4y = e

(d) y® +4y +4y=1+e2
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Resolucao:
(a) Esta equagdo pode ser escrita

(D> +4D+4)y=0

onde D = % é o operador de derivacio em ordem at. Como \> + 4\ +4 = (\ +2)?
tem apenas a raiz —2 com multiplicidade 2, conclui-se que a solugdo geral é

y(t) =cre ® +egte™® , VteR ondeci,cp €R.
(b) Esta equagdo pode ser escrita
(D*+4D+4)y=1. (%)

A sua solugdo geral pode ser obtida somando uma solugdo particular a solugdo geral da
equacdo homogénea associada, a qual foi resolvida na alinea (a). Para encontrar uma
solucdo particular, aplica-se o método dos coeficientes indeterminados. Um aniquila-
dor de 1 é D. A equacdo homogénea auxiliar D(D?+4D +4)y = 0 tem soluco geral
a1+ ase %t +aste 2. Como a familia ase™%t + aste=% é constituida exclusivamente
por solugbes da equacdo homogénea associada a (x), estes termos ndo adiantam na
busca de uma solugdo particular de (x). Vai-se entdo determinar a constante ai,
substituindo-a na equagdo (x) e impondo que seja uma solucdo particular:

1
(D +4D +4)a; =1 <= 4da; =1 ar =7
Conclui-se que a solucio geral é
1
y(t) = cre 2 + cote 2 + 1 VtcR ondeci,co €R.

(c) Esta equacdo pode ser escrita
(D? +4D +4)y = e~ . (%)

A sua solugdo geral pode ser obtida somando uma solugdo particular a solucio geral
da equagcdo homogénea associada, a qual foi resolvida na alinea (a). Para encontrar
uma solucdo particular, aplica-se o método dos coeficientes indeterminados. Um
aniquilador de e=2! é D+2. A equacdo homogénea auxiliar (D+2)(D?+4D+4)y = 0,
que é equivalente a (D + 2)3y = 0, tem solucdo geral aje™? + aste™? + ast?e=2t.
Como a familia aye = +agte™? € constituida exclusivamente por solucSes da equacdo
homogénea associada a (xx), estes termos ndo adiantam na busca de uma solucdo
particular de (xx). Vai-se entdo determinar a constante a3, substituindo ast?e=?" na
equagcdo (xx) e impondo que seja uma solucdo particular:
(D? 44D + 4)(ast’e ) = e~
—  (4ast’e % — 8agte % + 2aze ™) + 4(—2ast?e % + 2azte?!) + dazt?e H = ¢~
4asz — 8ag + 4az =0 1
<~ —8asz + 8az =0 < a3:§,
2&3 =1
t

onde o sistema de equacdes para as foi obtido igualando os coeficientes de t>e=?,
te=2! e €' nos membros esquerdo e direito. Conclui-se que a solucio geral é

1
y(t) = cre™ + cote ™ + §t2e_2t , VteR ondeci,co eR.

(d) Esta equagcdo pode ser escrita

(D> +4D +4)yy=1+¢2 .
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A sua solugdo geral pode ser obtida somando uma solugdo particular a solugido geral
da equacdo homogénea associada, a qual foi resolvida na alinea (a). Encontra-se
uma solugdo particular somando as solugbes particulares determinadas nas alineas (b)
e (c), as quais correspondem a cada uma das parcelas do membro direito da equagio.
Conclui-se que a solugdo geral é
1 1
y(t) = cre 2 + cote 2 + 1 + §t26_2t , VteR ondecy,coeR.
O

Comentario: Em alternativa, na alinea (d) poder-se-ia ter aplicado o método dos coefi-
cientes indeterminados para calcular uma solucdo particular, notando que o aniquilador da
soma 1+e~2t é a composicdo dos aniquiladores de 1 e de =2, ou seja, é D(D+2). &

(6) Determine a solugdo que verifica as condicdes iniciais y(0) = ¢(0) = 0 e y?(0) = 1
para as seguintes equacdes diferenciais escalares:

(a) ¥ —4y® +5) = ¢! +1;

(b) y® — 4y® + 57 = e cost.
Resolucao:
(a) A equacio diferencial pode ser escrita
(D3 —4D* +5D)y =€’ +t . (%)
A sua solugdo geral pode ser obtida somando uma solugdo particular a solugido geral
da equagdo homogénea associada
(D3 —4D? +5D)y =0 . () g
Como A3 —4X? + 5\ = A(\? —4\+5) tem as raizes simples 0, 2+i e 2 —1, a solugdo
geral complexa da equagdo homogénea associada (%) €
al + 026(2+i)t + a36(2_i)t , VteR ondeai,as,a3€C.
enquanto que a solugdo geral real de (x)p €
yp(t) =c1 + coe®t cost + cge?lsint, YVt e R ondeci,ca,c5 € R .

Para obter uma solucdo particular de (%), aplica-se o método dos coeficientes inde-
terminados. Um aniquilador de et +t é D?(D — 1), obtido compondo aniquiladores
das parcelast e e'. A equacdo homogénea auxiliar D*(D —1)(D3 —4D?+5D)y = 0,
que € equivalente a D3(D — 1)(D — 2 —i)(D — 2 + i)y = 0, tem soluc3o geral real
by +bot+bst?+bset+bse?t cost+bge? sint. Como a familia by +bse? cos t+bge?t sint
é constituida exclusivamente por solu¢bes da equacdo homogénea associada (x) g, es-
tes termos n3o adiantam na busca de uma solugcdo particular de (x). Vai-se entdo
determinar as constantes by, bz e by, substituindo byt + bst®> + bse! na equacdo (%) e
impondo que seja uma solugdo particular:

(D3 — 4D? + 5D)(bot + bzt + byel) = ' +t
< bye' — 4(2b3 + bae') + 5(ba + 2bst + bye') = €'+t

by —4by +5bys =1 b4:%
= 10b5 =1 = by = 15
—8b3 + bby =0 62:247)
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onde o sistema de equagcdes para by, bs e by foi obtido igualando os coeficientes de
e!, t e 1 nos membros esquerdo e direito. Logo, uma solucio particular de (x) é

4 1, 1,
e =24 - LER .
yp(t) = opt + gt 3¢, VEE

Conclui-se que a solucdo geral de () é

4 1 1
y(t) =c1 + coe®t cost + cge®sint + %t + ﬁt2 + iet , Vt € R ondecy,co,c3 €R.

yp(t)

v (t)

Para achar a solucdo particular que satisfaz as condicdes iniciais dadas, calcula-se a
primeira e a segunda derivadas da solugdo geral:

4 1 1
y(t) = coe*(2cost —sint) + cze? (2sint + cost) + % + 57& + §et
1 1
yD(t) = ce®(3cost —4sint) + cze®(3sint + 4cost) + 5 + iet
e impdbe-se as condicoes:
y(0) :cl+cz+%:0 c1 = %
§0) =20+ +m+i=0 = (c=-41
2 _ 1,1 _ _ 129
y@(0) =3cs+4es+ Lt +3=1 3= 2.
Portanto a resposta é
22 147 ,, 129 o, 4 1, 1,
) P — t+ —— t+—t+—t2+ ¢, VteR.
Yl = 3505 ~ 950¢ oSt g50¢ St F g5t gt ge

(b) A equacio diferencial pode ser escrita
(D3 —4D? +5D)y = e* cost . (%x)

A sua solugdo geral pode ser obtida somando uma solugdo particular a solucido geral
da equagdo homogénea associada

(D* —4D*+5D)y =0,
cuja solugdo geral real foi obtida na alinea anterior:
yu(t) =c1 + coe®t cost + cge?lsint, Vi€ R ondeci,co,c5 € R .

Para encontrar uma solug3o particular de (%), aplica-se o método dos coeficientes
indeterminados. Um aniquilador de ¢! cost é (D — 2)? + 1. A equacdo homogénea
auxiliar [(D —2)24+1](D? —4D? +5D)y = 0, que é equivalente a D(D —2 —i)%(D —
2 4 i)%y = 0, tem solucio geral real

b1 + boe?t cost + bse? sint + bate? cost + bste* sint .

Como a familia by + bae?t cost + bze® sint é constituida exclusivamente por solucdes
da equagdo homogénea associada, estes termos ndo adiantam na busca de uma so-
lucdo particular de (xx). Vai-se entdo determinar as constantes by e bs, substituindo
byte?! cost + bste? sint na equacdo (xx) e impondo que seja uma solugdo particular:
(D3 — 4D? + 5D)(byte* cost + bste* sint) = e* cost
= (=204 +4bs) - e* cost + (—4by — 2bs) - €* sint + 0 - te* cost + 0 - te*! sint = e** cost

1
—4b4 — 2b5 =0 b5 =

O =
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onde o sistema de equacdes para by e b foi obtido igualando os coeficientes de e*! cost

e e?sint nos membros esquerdo e direito. Logo, uma solugdo particular de (xx) é

1 1
yp(t) = —Ete% cost + 5t62t sint, VteR.
Conclui-se que a solugcdo geral de (x*) é

1 1
y(t) =c1 + coe? cost + el sint —1—0t62t cost + gte% sint ,

vy (t) yp(t)

para todo ot em R onde cq,ca,c3 € R.
Para achar a solucdo particular que satisfaz as condicdes iniciais dadas, calcula-se a
primeira e a segunda derivadas da solugdo geral:

y(t) = coe*(2cost —sint) 4 cze?(2sint + cost)
1 1
——e*cost — —te?*(2cost —sint)
10 10
1 1
+ge2t sint + gtezt(Z sint + cost)
yD(t) = cpe*(3cost —4sint) + cze® (3sint + 4 cost)

1 1
——¢e*(4cost — 2sint) — —te?!(3cost — 4sint)
10 10

1 1
+562t(4 sint + 2cost) + gtth(S sint + 4 cost)

e impdbe-se as condigoes:

y(0) =c14+c=0 a= =
9(0) =2c+c3—15=0 = (a=-3
y(z)(0)2362—|—463—1%+%:1 c3 = %
Portanto a resposta é
y(t) = 2—35 - %6% cost + ;—ge% sint — %te% cost + éte% sint, Vte R .



