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ANALISE MATEMATICA IV — CIVIL
FICHA SUPLEMENTAR 5

EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS
E TRANSFORMADA DE LAPLACE

Séries de Fourier

Desenvolva em série de Fourier as seguintes fun¢des:
(a) f:[—1,1] — R definida por

1) f($):{—1 se —1<x<0

+1 se O<zx<1'
(b) f:[—m, 7] — R definida por f(x) = cos?(z) — sin®(z).

Resolucao:
(a) A série de Fourier da funcdo f € da forma

o0
50 Z an cos(nmx) + by, sin(nmz))

onde

anp = / f(z) cos(nmzx) dz paran >0,
-1

1
b, = / f(x)sin(nrz) dz paran > 1.
-1

Como f é uma fungdo impar, todos os a,'s sdo zero e

b, = 2/1f(a:) sin(nmx) dx
0

1
= 2/ sin(nmx) dx
0
= _2(cos _
= —(cosnm —cos0)
— 2=2(=D"
- nmw
4 se n é impar
_ s par ,
0 sen € par .

Logo, a série de Fourier de f é

o [e.e]

4 1 .
z; — sin(nrz) = T;) Gntn sin((2n + 1)7z) .
n l'r;par -
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Comentario: Como a fungdo f é seccionalmente diferencidvel em [—1,1], a sua
série de Fourier converge em [—1,1] para

f(z) sex€]—1,0[ouxz€]0,1] -1 sex€]—1,0[
= 0 sex=0o0uzx==1
0 sex=0o0uz==l 1 sex€]0,1]

Nos pontos da forma x = k € Z, a série converge para 0 porque este valor é a média
dos limites laterais nestes pontos da extensdo de f a R como funcdo periddica de
periodo 2:

lim f(z)= lim f(zx)=1 e lim f(z)= lim f(z)=-1.

r——1" r—1— r—1t r——1t

A série de Fourier da fungdo f € da forma

o
50 + Zl an cos(nx) + by, sin(nz))
n—=

Uma vez que o desenvolvimento de Fourier é dnico, qualquer desenvolvimento que
obtenhamos para f em termos das funcdes base 1, cos(nx) e sin(nz) serd o desen-
volvimento de Fourier de f. Ora tem-se

1 2 1 1
cos’ x = —i_C;S(CC) =5 + 3 cos(2x)

e, pela férmula de DeMoivre,

Im ((cosz + isinz)?) = Im(cos(3z) + i sin(3z))
— 3cos’zrsinz — sin® z = sin(3z)
— 3(1 —sin?z)sinz — sin® z = sin(3z)
1
— sindz= % sinx — 2 sin(3x)
portanto o desenvolvimento de Fourier de f é
1 1 3 1
3 + 5 cos(2z) — 1 sinzx + i sin(3x)
1

isto & ap = 1, ay = 3, anzoparan#O,Zeblz—%, bgzi, b, = 0 para
n#1,3.

Desenvolva as seguintes funcoes em série de Fourier:

@ s ={

e’ se0<zr<1

e se—1§x<0;

(b) f:[—m, 7] — R definida por f(z) =sin*z ;

r se —2<x<0

(C)f(&?): 0 sel<z<2
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Desenvolva a fung¢do f : [0, 7] — R definida por
(3) flz)=¢e7"
em série de senos.
Resolucao: A série de senos da funcio f € da forma
o0
Z by, sin(nx)
n=1
onde, paran > 1 se tem
2 [T .
b, = / f(z)sin(nx) dx
T Jo
2 s
= / e Ysin(nz) dz
™ Jo
2 i -
= —Im / ez gy
n 0
9 (e(—l+in)x ﬂ)
= —1m e—
s —1+1in
0
9 —T(_1\n _
_ 2 (€<1>1>
s —1+1n
_ 2n(l—e"(—-1)")
N (14 n?)
Logo, a série de senos de f é
o
2n (1 —e ™ (—=1)"
Z n( 16 (2 ) sin(nz)
— (14 n?)
O

T
l—x

f(x)

l
se§<

{

em série de cosenos.

<z <
x <

Seja [ um nimero real positivo. Desenvolva a fungdo f : [0,{] — R definida por

l
I3
2
[

Resolugcao: A série de cosenos da fungdo f € da forma

o
% —i—;ancos (”lﬂ)

onde, paran > 0 se tem

Assim,
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e paran > 1,

L l
an, = ?(/chos(”’lm) da?—&-ﬁ(l—x)cos(l) da:)
0 2
L

_ l !
D G (| / L sin (22) dx)
3 3
_ 2 ism () + < c cos ("”)) :
I\ 2nm 2 n2n2 ! 0
l2 l2 l
nm nmnx
T ong S (%) - <n27r2 cos (z)) .
2
21
= 53 (cos (&F) — 1 — cos(n) + cos (%))
21
= 23 (2cos (&F) —1—(—1)")
Tendo em conta que
0 sen é impar
cos (&) =< 1 se n = 4k para algum inteiro k

-1 sen=4k+2

tem-se
o — —n§—frz sen =4k + 2
" 0 caso contrario

Portanto a série de cosenos de f é

oo
(4k+2) 7z

Desenvolva as seguintes funcoes em série de cosenos:
1 se 0 <z <3

= 2

(5) (2) f(=) {2—29[; l<p<i
(b) f(x) = cos’z —sin*x para z€0,%].

para x € [0, 1];

Desenvolva as seguintes funcoes em série de senos:
a) f(x) =1 parax €[0,1];

b) f(z) = (7 — z)x para x € [0, 7|;
c) f(x) =55—40x para x € [0,1];
d) f(x) = o(a® — 1) para x € [0, 1].

Comentario: As respostas as primeiras trés alineas deste exercicio estdo contidas nas
resolucbes dos exercicios 1, 13 e 9 respectivamente. &
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Equacoes do calor, de Laplace e das ondas

Seja ¢ um parametro real positivo. Recorrendo ao método de separagdo de variaveis,
determine a solu¢do do seguinte problema para a equagao das ondas

Pu _ 20%u
otz — 7 9z?

u(t,0) =wu(t,1) =0
u(0,2) =0, 2(0,z) =1

para t > 0 e para x € [0, 1] (satisfazendo a equagdo diferencial para 0 < z < 1).

Resolucao: Pelo método de separacio de varidveis, procura-se solucées da EDP da forma
u(t,x) = T(#)X () |
para as quais

Lrt)X(@) = TOMX(x) e

P THX(z) = THXD(2).

oz2

Substituindo na equagdo, e assumindo que T'(t)X (x) # 0, fica
TO(t) _ ,XP(z)

TN X (z) = AT XV (z) = 0 = X
k k

onde cada um dos membros tem que ser uma constante real k (porque o membro esquerdo
ndo depende de x, o membro direito ndo depende de t e eles tém que ser iguais).
Para que a condicdo na fronteira,

Tt)X(0)=T(t)X(1)=0,
seja satisfeita por uma solugdo ndo identicamente nula, tem que ser
X0)=X(1)=0

(ja que, se X(0) # 0 ou X (1) # 0, teria que ser T(t) = 0, Vt).
A solugdo geral de

k
X (z) = 72X (@)
é, consoante os casos,
Vk N
X(x) = cre’e® + cze*§w sek >0
X(z) =c1+ cx sek=0

X(z)=0c cos(@x) + ¢ sin(\/Tj%) sek <0.
Quando k > 0, a dnica solucdo X (x) que satisfaz a condicdo na fronteira é a solucdo
identicamente nula, ou seja, nesses casos,
X(O):X(l):() — cr=co=0.
Quando k < 0, a condicdo X (0) = 0 impde ¢ = 0 e depois a condicdo X (1) = 0 impde
a uma solucio nio identicamente nula que

sin( vk

)=0.

Esta condicdo pode ser satisfeita por uma solucdo ndo identicamente nula desde que

N

c

=nm, n=123,...
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ou seja,
k=—cn’n? n=123,...
Para k < 0, a solucdo geral de

TO 1) = k(1)

[ON

T(t) = ¢ cos(vV/—kt) + casin(v/—kt) .
A condicio inicial
T0)X(x)=0
impée que seja T'(0) = 0 para que a solugcdo ndo seja identicamente nula. Quando T'(t) é
uma combinacgio linear de sin e cos como acima, tem que entdo ser ¢, = 0.

Obtém-se assim todas as seguintes solucées para o problema de valor na fronteira con-
jugado com a primeira condi¢do inicial:

U (t, x) = sin(ennt) sin(nmz) , n=123,...
—— ——
T(t) X(x)

definidas para t > 0 e para x € [0,1]. Por linearidade, qualquer combinagdo linear finita
desta solugbes é ainda solugcdo e, mais geralmente, qualquer série

i dpun(t, x)
n=1

€ uma solugdo formal.
Para que a solucdo mais geral da forma acima satisfaca a segunda condicdo inicial

ou
—(0 =1
0.0 =1,
tem que ser
o0
0
Yd, St =1,
n=1 ot t=0
Como
ouy, .
5 =T cos(enmt) sin(nwx) |

a condicio fica

o0
Z dpenmsin(nmx) =1 .
n=1
Para encontrar as constantes d,, adequadas, desenvolve-se a funcdo 1 em série de se-
nos. Isso € equivalente a estender esta funcdo ao intervalo [—1, 1] como funcdo impar, e
desenvolver a extensdo em série de Fourier, trabalho esse que foi feito no exercicio 1 onde
se encontrou que a série de senos para a funcdo 1 é

o0 [e.9]

4 4 .
; — sin(nrz) = nZ:O @n+ )r sin((2n + 1)mz) .

n impar

Logo, os d,,’s devem ser O quando n € par e devem satisfazer

d,cnm = —
nmw
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quando n € impar.
Conclui-se que a série que da a solucido formal do problema posto é

o0

4 :
Z ——5 sin(enmt) sin(nmr)
= on’m
n impar
- 4
= Y ———— 5 sin(c(2n + t) sin((2n + 1)mz) .

= c(2n+ 1)2m2

O

Use o método de separacdo de varidveis para determinar a solugcdo do seguinte
problema de valor na fronteira para a equacdo de Laplace:

2u 8%u __

2y 4 2 =0

u(z,0) =u(zx,m) =u(0,y) =0

u(m,y) = sin(2y)
pral<z<mel<y<m.

Resolucao: Pelo método de separacdo de varidveis, procura-se solucées do problema da
forma

u(z,y) = X(2)Y (y).
Substituindo na equacdo obtém-se, para X (z)Y (y) # 0,

2 2 X® (z) Y (y)
XE@)Y () + X @)Y Oy) =0 = “pr = s
Conclui-se que existe k € R tal que
XO@) YO
X(z) Y(y)

Para que a condicdo na fronteira
X(x)Y(0) =X(2)Y(r) =0

seja satisfeita por uma solugdo ndo identicamente nula, tem que ser

Y(0)=Y(r)=0
A equacio

Y (y) + kY (y) =0

s6 tem solugbes ndo identicamente nulas que verifiquem a condicdo fronteira Y (0) =
Y (m) =0 se k > 0. Nesse caso, a solugdo geral é

Y (y) = ¢1 cos(Vky) + co sin(Vky)
A condigdo Y (0) = 0 implica ¢; = 0 e a condigdo Y () = 0 impbe
sin(Vkr) =0 <= k =n? para algum n inteiro

Para que a solucdo ndo seja identicamente nula, tem que ser n # 0 e claramente basta
considerar n > 0. A solucdo geral da equacdo

X (z)—n?X(x)=0

[ON

X(z) = 1™ + coe™™
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Para uma solugcdo ndo identicamente nula, a condigdo na fronteira X (0)Y (y) = 0 implica
X0)=0 <= c1+c=0 <= ca=—q

pelo que

nr _ ,—nT
H) = 2¢; sinh(nx)

X(z) = 2¢; ( .

Obtém-se assim as seguintes solucées que verificam todas as condicbes na fronteira excepto
possivelmente a que foi imposta para x = :

un(x,y) = sinh(nz)sin(ny), n=1,2,3,...

definidas para0 <z <mel0 <y <.
Por linearidade obtem-se a solucido formal

Z dpun (x7 y)
n=1

Para que esta série satisfaca a condicdo fronteira que resta devemos ter

o0
> dnun(m,y) = sin2y

n=1
[e.e]

= Z dy, sinh(nm) sin(ny) = sin 2y
n=1

Conclui-se que d,=0 para n # 2 e que

1

dy = —————.
2 sinh(27)

Isto é, a solucdo do problema do enunciado é
sinh(2z) sin(2y).

1
u(z,y) = m
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Considere a equacdo do calor
ou 0%
— = —
ot Ox?’
onde av é um paradmetro real positivo, t > 0 e x € [0, L]. Uma solugdo estaciondria
da equacdo do calor é uma solucdo que nao depende do tempo, t.
(a) Mostre que todas as solugdes estaciondrias da equacdo do calor sdo lineares
em z, i.e., sdo funcdes da forma
u(z) =ax+0.
(b) Determine uma solucdo estaciondria para a equacdo do calor com a seguinte
condicao na fronteira:
u(t,0) =1, e u(t,L) =Ty .

(c) Ache uma solugdo da equacgdo do calor (verificando a equag&o diferencial para
0 <z < L) com as seguintes condi¢des de fronteira e inicial

u(0,z) =75
u(t,0) =20, u(t,1) =60 .
Sugestao: Considere solucdes da forma
u(t,x) = v(z) + w(t, z) ,

onde v(x) é uma solucio estaciondria do problema com condi¢do na
fronteira:
u(t,0) =20 e u(t,1) =60 .

Resolucao:
(a) Seja u(x) uma solugcdo estaciondria da equagcdo do calor. Substituindo u(x) na
equacio, obtém-se

0= ou®
cuja solugdo geral é
u(z) =1 + oz,

que € uma fung3o linear.
(b) Procura-se os coeficientes c; e cy tais que a correspondente solucio estaciondria,
u(z) = c1 + cax, satisfaca

u0)=c =T
U(L) =c1+cl="T.

A solucdo deste sistema linear é

61:T1

To—T
e

Encontra-se entdo a seguinte solugdo estaciondria para a equagdo do calor com a
condicdo na fronteira dada:
Tr—T
-
L

(c) De acordo com a sugestdo, procura-se uma solucdo da forma

u(x) =Ty +

u(t,z) =v(x) +w(t,z),
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onde v(x) é uma solucdo estaciondria do problema da alinea (b) tomando T} = 20,
T, =60 e L =1. Entdo

v(x) =20+ 40z ,

w(t,z) = u(t,z) — v(x) terd de ser uma solucdo do problema homogéneo
ow _ 29?
(%) 871: =« 87:1;
w(t,0) =w(t,1)=0.

Aplica-se o método de separacdo de varidveis na pesquisa de solugdes de (x): procura-
se solugdes da forma

Tt)X(z),
para as quais

STH)X(x) = TH)X(z) e
arT(OX (@) = TOXP ().
Substituindo na equacdo, e assumindo que T'(t)X (x) # 0, fica
i() _ ,XP()
I, X(x)

k k

TH)X(z) = 2T XD (z) =

onde cada um dos membros tem que ser uma constante real k (porque o membro
esquerdo ndo depende de x, o membro direito ndo depende de t e eles tém que ser
iguais).

A solugdo geral de

T(t) = kT(t)
é
T(t) = ce® comceR
A solugdo geral de
k
XP(z) - =X(2)=0
() - 5 X(2)
é, consoante o0s casos,
vk . Vi
X(:c)—clea + coe” S sek >0
X(z) =c1+ cox sek=0

X(z)=c cos(%x) + ¢ sin(@x) sek<0.
Para que a condicdo homogénea na fronteira,
Tt)X(0)=T(t)X(1)=0,

seja satisfeita por uma solugdo ndo identicamente nula, tem que ser

X0)=X(1)=0
(ja que, se X(0) # 0 ou X (1) # 0, teria que ser T(t) = 0, ¥t). Quando k > 0, a
tnica solucdo X () que satisfaz esta condigdo na fronteira é a solugdo identicamente
nula, ou seja, nesses casos,

X0)=X(1)=0 = c=c=0.

Quando k < 0, a condicdo X (0) = 0 impée ¢c; = 0 e depois a condicdo X(1) =0
impbe a uma solugdo ndo identicamente nula que

sin(
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Esta condicdo pode ser satisfeita por uma solucdo ndo identicamente nula desde que

dn

=nm, n=123,...

ou seja,
k=—-n’r%a?, n=1,2,3,...

Obtém-se assim todas as seguintes solucées para o problema homogéneo (x):

wp(t,x) = g it sin(nmx) , n=12,3,...
—_———
T(t) X (z)

definidas parat > 0 e para x € [0,1]. Por linearidade, qualquer combinacio linear
finita desta solugdes € ainda solugdo e, mais geralmente, qualquer série uniformemente

convergente da forma
o
Z bpwn,(t, x)
n=1

€ ainda soluc3o.

Obtém-se assim as seguintes fungdes que verificam todas as condicées do problema
posto excepto a condicdo inicial:

o
20 + 40x + Z bpwy(t, ) .

n=1

Finalmente, impondo a condicdo inicial, u(0,xz) = 75, terd que ser

20 + 40z + > bywy(0,7) =75 ,

n=1

ou seja,

oo

Z by sin(nmz) = 55 — 40z .

n=1
Para encontrar as constantes b, adequadas, desenvolve-se a funcdo 55 — 40z em
série de senos. Isso € equivalente a estender esta fun¢do ao intervalo [—1,1] como
funcdo impar, e desenvolver a extensdo em série de Fourier. Os coeficientes a,, de
uma fungdo impar anulam-se e os coeficientes b,,, paran > 1, sdo dados por

1
b, = /_1f(x) sin(nmx) dx

1
= 2/ f(z)sin(nmz) dx
0
1
= 2/ (55 — 40z ) sin(nmzx) dz
0
_ 2[_55cos(n7rx) +4oxcos(mrm) _40sin(2117;:r)}1
nm nm n?r? |,

—1)" 1 ~1)"
= o[- s 0
nm nm nm

110—30(—1)"

nm
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Conclui-se que a solucdo formal do problema posto é

o0
20 + 40z + Z W e~ Tt gin (nr)

n=1
]

Comentario: O problema anterior diz respeito a evolucdo da distribuicio de temperatura
numa barra situada entre os pontos x = 0 e x = L. No instante inicial todos os pontos da
barra estio a mesma temperatura (75) e as temperaturas nas extremidades sdo mantidas
constantes igual a 20 em x = 0 e a 60 na extremidade x = 1. &

Determine a solucao do seguinte problema para a equacdo do calor:

du __ 4 0%u

o = 452

u(x,0) = 0 se0<z<1
1 75 osel<a <2

Ju(0,t) = 94(2,t) = 0

parat > 0e 0 < x < 2 (satisfazendo a equacio diferencial para 0 < = < 2).

Seja ¢ um parametro real positivo. Determine a solugdo do seguinte problema de
valor na fronteira para a equacdo das ondas:

Pu _ 20%u

o2 — © 922

u(z,0) =z cos (%)

o

Si(2,0) = u(0,t) = u(1,t) =0

parat > 0e 0 < x <1 (satisfazendo a equagido diferencial para 0 < = < 1).

Use o método de separacao de varidveis para determinar uma solucao do seguinte
problema para a equacao de Laplace:

S+ 58=0

% (1,0) = 32, 1) = 24(1,) = 0

%(0, y) = sin(2my)
para0 <z <1, 0<y<1.

Método de separacao de variaveis

(a) Determine as solugdes para t > 0 e para x € [0, 7] de

ou _ 9%u

ot~ oz U

u(t,0) = u(t,m) =0
(satisfazendo a equacdo diferencial para x €]0, 7[).

(b) Determine a solu¢do que satisfaz a condi¢3o inicial

u(0,2) = (r —x)z .

Resolucao:
(a) Pelo método de separacdo de varidveis, procura-se solucdes da EDP da forma

u(t,x) =T(t)X(x) ,




AMIV - CIVIL - FICHA SUPLEMENTAR 5 13

para as quais

ST X(z) = TH)X(z) e

PTH)X(x) = THXD(z).

922

Substituindo na equagdo, e assumindo que T'(t)X (x) # 0, fica

| ; @) (g
T(t)X () = T XD () - T(1)X (z) = ::;8 - XX (:E)) !
e X

onde cada um dos membros tem que ser uma constante real k (porque o membro
esquerdo ndo depende de x, o membro direito ndo depende de t e eles tém que ser
iguais).

A solugdo geral de

[ON

T(t) = cet comceR .

A solucdo geral de
XP(z) = (k+1)X(x) =0

€, consoante 0s casos,

X () = creVFriz 4 cpe=Vhtle sek+1>0
X(z)=c1+ cx sek+1=0

X(x) = cicos(vV—k — 1z) + casin(v/—k — 1) sek+1<0.
Para que a condicdo na fronteira,
Tt)X(0)=Tt)X(r)=0,
seja satisfeita por uma solugdo ndo identicamente nula, tem que ser
X0)=X(m)=0

(jd que, se X(0) # 0 ou X (7) # 0, teria que ser T'(t) =0, Vt). Quandok+1 >0, a
tnica solucdo X (x) que satisfaz esta condicdo na fronteira € a solucdo identicamente
nula, ou seja, nesses casos,

X(O):X(’ZT):O = c¢1=c=0.

Quando k+1 < 0, a condicdo X (0) = 0 impde ¢; = 0 e depois a condicdo X (w) =0
impde a uma solugido n3o identicamente nula que

sin(vV—k—1m) =0 .
Esta condicdo pode ser satisfeita por uma solugcdo ndo identicamente nula desde que
vV—k—1r=nm, n=12,3,...
ou seja,
k=—-1-n?, n=12.3,...
Obtém-se assim todas as seguintes solugcdes para o problema de valor na fronteira
dado:
sin(nz) , n=123,...

N——
™ X@

un(t,a:) _ e—(l-i-n?)t
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definidas parat > 0 e para x € [0,x]. Por linearidade, qualquer combinaco linear
finita destas solugées € ainda solugdo e, mais geralmente, qualquer série

i by, up(t, x)
n=1

€ uma solucdo formal.
Para que a solucdo geral da forma acima satisfaca a condicdo inicial

u(0,z) = (7 —x)x |

tem que ser
oo
anun((], x)=(m—x)x,
n=1
ou seja,
oo
Z by sin(nz) = (7 — x)z .
n=1

Para encontrar as constantes b,, adequadas, desenvolve-se a funcdo (m — x)x em série
de senos. Isso € equivalente a estender esta fungdo ao intervalo [—m, | como fungdo
impar, e desenvolver a extensdo em série de Fourier. Os coeficientes da série sdo

b, = fr/ (m — x)xsin(nz) dz
0

™ 2 ™
= 2/ zsin(nzx) dr — / 2% sin(nx) do
0 0

™

™

= 2[—Zcos(nz) + - sin(nx)}o

n2

—% [—% cos(nx) + 72735 sin(nz) + % COS(WU)}O

= Rl (=17
8 ¢ -
_ Py sen e impar
0 sen € par

(onde as primitivas foram obtidas por primitivacdo por partes, uma vez no primeiro
integral e duas no segundo). Logo, a solugcdo pretendida é

8 2
—(1+n?)t
nz—; n371'6 sinne)
n impar
) i 8 —(HCn D) gin (20 + 1))
—~ (2n+ 1)°x
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(a) Determine as solugdes para t > 0 e para = € [0,1] de
ou _ 9%u
o = o2 T U
u(t,0) =0, wu(t,1)=sinl

(satisfazendo a equacdo diferencial para x €]0, 1]).
(b) Determine a solu¢do que satisfaz a condi¢3o inicial

u(0, ) = 3sin(2rx) — 7sin(4nz) + sinx .

Resolucao:

(a) A solucdo geral deste problema com condicbes ndo homogéneas pode ser obtida
somando a uma solugcdo particular do problema ndo homogéneo a solugcdo geral do
problema homogéneo associado.

Vai-se procurar uma solugdo particular entre as solucbes estacionarias, i.e., que ndo
dependem do tempo t. Em resumo, procura-se escrever a solugcdo geral na forma

u(t,z) =v(x) +w(t,z),

onde v(xz) € uma solugdo particular estaciondria do problema dado e w(t,x) é a
solucdo geral do problema homogéneo

ow _ d%w
(%) 9t = onz TW
w(t,0) = w(t,1) = 0.

Solugdo particular estaciondria:
Substituindo v(x) na equacdo, obtém-se

0=v® 4+
cuja solugdo geral é
v(x) =cjcosx + casin .

Para que a condicdo em x = 0, v(0) = 0, seja satisfeita, tem que ser ¢c; = 0. Depois
para que a condicdo em x = 1, v(1) = sinl, seja satisfeita, tem que ser co = 1.
Conclui-se que

v(z) =sinzx
€ uma solucdo particular (estaciondria) do problema ndo homogéneo.
Solugdo geral homogénea:
Pelo método de separagdo de varidveis, procura-se solucbes do problema homogéneo
(%) da forma

w(t,z) =Tt)X(z) ,
para as quais
%T(t)X(:c) = T(t)X(x) e

ZT)X(x) = THX(2).
Substituindo na equagdo, e assumindo que T'(t)X (x) # 0, fica

. ; @ (g
THX(x) = THOXP () + T X (z) — ;Eg - XX(QE)) 1
g i

onde cada um dos membros tem que ser uma constante real k (porque o membro
esquerdo ndo depende de x, o membro direito ndo depende de t e eles tém que ser
iguais).
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A solugdo geral de
T(t) = kT(t)

(0N

T(t) = ceM comceR .
A solugdo geral de
X(z) - (k—1)X(z)=0

é, consoante 0s casos,

X(z) = ceVF1% 4 cgeVh-lz sek—1>0
X(z) =c1+ e sek—1=0

X(x) = c1cos(v1 —kx) +cosin(v/1 —kz) sek—1<0.
Para que a condicdo na fronteira,
Tt)X(0)=T(t)X(1)=0,
seja satisfeita por uma solugdo n3o identicamente nula, tem que ser
X(0)=X(1)=0

(ja que, se X(0) # 0 ou X (1) # 0, teria que ser T'(t) =0, Vt). Quandok—12>10, a
tnica solucdo X (x) que satisfaz esta condicdo na fronteira é a solucdo identicamente
nula, ou seja, nesses casos,

X(O):X(l):O — cp=c=0.

Quando k—1 < 0, a condicdo X (0) = 0 impde ¢y = 0 e depois a condicdo X (1) =0
impbe a uma solu¢do ndo identicamente nula que

sin(v1—Fk)=0.
Esta condicdo pode ser satisfeita por uma solugcdo ndo identicamente nula desde que

V1—k=nm, n=123,...

ou seja,
k=1-—n’n?, n=12.3,...
Obtém-se assim todas as seguintes solucées para o problema homogéneo (x):
wy(t,x) = e(—nm)t sin(nmx) , n=123,...
T X(x)

definidas parat > 0 e para = € [0,1]. Por linearidade, qualquer combinacio linear
finita desta solugcées € ainda solucdo e, mais geralmente, qualquer série

i bpwy, (t, )
n=1

€ uma solucdo formal.

o0
Solugdo geral: sinx + E bpwn(t, ) .
n=1
Para que a solugdo geral da forma acima satisfaca a condigdo inicial

u(0,x) = 3sin(2wz) — 7sin(4nzx) + sinx |
tem que ser

Z bpwy, (0, ) = 3sin(27z) — 7sin(4nx) |

n=1
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ou seja,

oo
Z by sin(nmz) = 3sin(27x) — Tsin(4nx) .
n=1

As constantes b,, adequadas sdo

by =3, by =—-7, todos os outros b, ’s sdo zero .

(A fungdo 3sin(2mx) — 7sin(4nx) jd € dada em série de Fourier.)
A solucido pretendida é

sin @ + 3147t sin(2rz) — Te(1-167)t sin(4rzx) .

(a) Calcule a série de Fourier da fungdo f(z) = z(2* — 1) para z € [—1,1].
(b) Recorrendo ao método de separacdo de variaveis, determine as solu¢des para
t>0eparaxel0,1] de

82%u ou _ d%u
o2 125 tu= gz
u(t,0) =u(t,1) =0.

(c) Determine a solugdo que satisfaz a condi¢o inicial

: du 2
u(0, z) = sin(7x) e E(O,x) =z(z*—1).

(a) Calcule a série de Fourier da fun¢do f : R — R definida por
f(z) = [sin <%)‘ :

(b) Recorrendo ao método de separacdo de variaveis, determine as solucBes para
t>0eparazxe€l0,1] de

du _ 9u
gt T 022 5
Qu(f 0) = B4 1) = 0.

(c) Determine a solugo que satisfaz a condi¢do inicial u(0, z) = sin (%£).
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Transformada de Laplace

Utilizando a transformada de Laplace, resolva o seguinte problema de valor inicial:

y® — 5y + 4y = *
y(0)=1, y(0)=-1.

Resolucdo: Seja Y (s) a transformada de Laplace da solucdo y(t). Aplicando a transfor-
mada de Laplace, a equacio fica

L{yP} = 5L{g} +4Y (s) = L{e*}

= (5°Y(s) = sy(0) — 4(0)) — 5 (sY(s) — y(0)) +4Y(s) = L5
<  52Y(s) —5sY(s) +4Y(s) —s+6= i

— (2-5s+4)Y(s)=254+s5-6

< Y(S) = (5_2)(5%_55+4) + sQig86+4 :

Para reconhecer esta fungcdo como a transformada de Laplace de uma combinacdo de
fungbes elementares, decompde-se em fracgbes simples.
Célculos auxiliares: Quanto a primeira parcela de Y (s), tem-se

$2—bs4+4=0 <— s=1lous=4

1 _ A B C
GDG-2G-4) — 5153 51

1=A(s—2)(s—4)+B(s—1)(s—4)+C(s—1)(s—2) .

Quando s = 1, obtém-se que A = % quando s = 2, obtém-se que B = —%; quando s = 4,
obtém-se que C' = %. Logo,
1 1 1
1 _ 3 2,6
(s—2)(s?—bHs+4) s—-1 s—2 s—4
Quanto a segunda parcela de Y (s), tem-se
s—6 . s=4-2 _ 1 2
s2—bs+4 — (s—1)(s—4) — s—1 (s—1)(s—4)
1 _ D E
G-DG=1) — 5-1 T 5-4
1=D(s—4)+E(s—1).
Quando s = 1, obtém-se que D = —%,‘ quando s = 4, obtém-se que E& = % Assim,

s—6 _ 1 n % 7 % '
s2—5s+4 s—1 s—1 s—4
Continuagdo da resolugcdo: De acordo com os cdlculos auxiliares,

1 1 1 1 2 2
- 3 _ _2 _6 1 3 _ _3
Y(S) - s— s— + s—4 + s—1 + s—1 s—4
1 1
_ 2 2 2

= 2L{e'} - %E{e%} — %E{e4t}
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pelo que
y(t) = 2e' — 162t — 164t
2 2 '
O
Sabendo que y = y(t) satisfaz a equagio diferencial
v =25 +y = f(t)
(18) e que a transformada de Laplace de y(t) é dada por
2 1
Y =
&= ne-n "o
determine f e as condig¢des iniciais de y(t), ou seja, os valores de y(0) e y(0).
Resolucao:
Solugcdo 1: Aplicando a transformada de Laplace, a equagido fica
L{y@} —2L{g} + Y (s) = L{f ()}
= (Y (s) = sy(0) — 9(0)) —2(sY(s) —y(0)) + Y(s) = L{f(t)}
— (s —2s+1)Y(s)—sy(0) —y(0) = L{f(1)}
= (512 (e + e ) = LU0} +9(0) + sy(0)
= 2 +1=L{f)} +9(0) + sy(0)
54%1 = L{f(t)} donde se conclui que 2e~' = f(t)
= 1 = 9(0)
0 =y(0)
porque a transformada de Laplace de uma fungcdo ndo pode incluir termos da forma a + bs.
Portanto,
flt)=2e7",
J0)=1 e
y(0)=0.

Solugdo 2: Sabendo que
.
(s2—1)(s—1) (s—1)2~

pode-se calcular y(t) desenvolvendo a expressdo da direita em fracgbes simples. Calculos
auxiliares:

Y(s) =

(2= 1)(s—1)=(s—1)*(s+1)

2 A B C
(s2—=1)(s—1) _s—1+(s—1)2+s+1
2=A(s—1)(s+1)+B(s+1)+C(s — 1)

Quando s = 1, obtém-se que B = 1, quando s = —1, obtém-se que C = %
Derivando a expressdo acima,

0=A(s—1)+A(s+1)+B+2C(s—1),
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. c 1
e avaliando, por exemplo, em s = 1, obtém-se que A = —3. Logo,

1

1 1
R =
= —%C{et} + %C{e_t} — 2%5{&}

= —ic{e'} + ic{e7} +2L{te'}

donde se conclui que

1 1
y(t) = —iet + ie_t + 2tel .

Como

3, 1
y(t) = 5& — ie*t + 2tet |

os valores em 0 s3o:

11 3 1
y(0)=-5+5=0 e Y0)=5 -3

A fungdo f(t) pode ser calculada substituindo y(t) na equagio:

7 1
y (@) = iet + §e_t + 2tel |

pelo que

y® =25 +y
= (Zel+iet+2tet) —2(3et — Jemt 4+ 2te!) + (—3€' + Fe! + 2te!)

= 2t

O

Utilizando a transformada de Laplace, resolva o seguinte problema de valor inicial:

y® — 4y + 4y = f(t)
onde
te?t se 0<t<1
ft) = 2t 2(t—1)
te*t + (t —1)e : se t>1.

Utilizando a transformada de Laplace, resolva o seguinte problema de valor inicial:

y® +2j +y = 2(t — 3)Hs(t)
y(0)=2, ¢0)=1,

onde




