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ANALISE MATEMATICA IV — CIVIL

FICHA 4 — EQUACOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM ESCALARES E
FORMAS CANONICAS DE JORDAN

RESOLUCAO

(1) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:
te! +t T
Y 24 siny y(0) 2

Resolucao: Uma vez que 2 + siny nunca se anula a equagdo € equivalente a equagdo
separavel
(2 +siny)y =te" +¢
Integrando de 0 a t obtém-se
1
2y — cosy — 2y(0) + cosy(0) = te' — e’ + §t2 —(0-140)
ou seja
¢, ot Lo
2y —cosy —te" +e —§t =741
Uma vez que 2 +siny(0) = 2 +sin § = 3 # 0, o teorema da fun¢do implicita garante que
esta equacdo define implicitamente y em funcdo de t numa vizinhanca de ty = 0. 0

(2) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial:
(1~ 2y)j =~y ~1 , y(0)=1
Resolucdo: A equacdo pode escrever-se na forma
M(t,y) + N(t,y)y =0
onde M(t,y) = ye¥ +1 e N(t,y) = te®y — 2y. Tem-se

oM ' '
—  —e Y + tye y -
ay Y ot
portanto a equacdo diferencial é exacta. Um potencial ¢(t,y) para (M, N) é uma solucdo

do sistema

= tely — 2y o(t,y) = e —y* + B(t)

Uma solucdo é ¢(t,y) = e +t —y?. Conclui-se que a solucdo do problema de valor inicial
verifica a equacdo

96 _ , ty 1 — Hly
{ g = ve +1 { P(t,y) = eV +t+ Aly)
3y

eVt —y*=¢(0,1) =0
Uma vez que

9 4 2 t

— (e +t— = (te"¥ —2 =-2#0

o (&' Tt=V) )=o) ( D=0 a
o teorema da fungdo implicita garante que esta equagdo define implicitamente y como uma
funcdo de t numa vizinhanca de ty = 0. [
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(3) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:

ty
arctan A ) , 1)=0
yhe o y(1)
Resolugao: Sejam M (t,y) = arctany + et e N(t,y) = ﬁ Tem-se
oM 1 1 ON
- 5 7 2~ 9t
gy  1+27 2+22 Ot

logo a equacdo ndo € exacta.
Para que exista um factor de integracdo p = p(t) € necessario que a seguinte equacdo
tenha solucdo:

P s O tu()
8—y<,u(t)(arctany+e )) = % <2+2y2
(g = ntg—sg + iy
MUT T2 = BV e TR o0
, t 1
W5 = M55

pt = )

Assim pode-se tomar (t) = t para factor de integracdo quando t # 0. Multiplicando a
equacdo por t obtém-se a seguinte equacdo exacta, que € equivalente a inicial para t # 0:
2

2 + 22

Um potencial para esta equagdo é uma solugdo do sistema

{ %f = tarctany + te'’ { o(t,y) = L arctany + %etQ + A(y)

tarctany + te” + y=20

0 t2
8% = 3oy ¢(t,y) = & arctany + B(t)
Assim uma solugdo € dada por
t2 1
o(t,y) = B arctany + ietg

Como ¢(1,0) = e, a solucio do problema de valor inicial verifica

t2 tany & Le? _ L
— arctan —€e = —€
2 L) 2
e — 6t2
<= arctany = %)

e—et’
<~ y(t) =tan 2

O intervalo de definicdo é o maior subintervalo do conjunto

t2
T e—e s
D={teR\{0}: —=—< —— < =
que contém t = 1. Este intervalo ndo se consegue achar explicitamente uma vez que ndo

se consegue resolver analiticamente as equa¢des
t2

e—e 7T

=+

t2 2



AMIV - CIVIL — RESOLUCAO DA FICHA 4 3

(4) Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:

y—2e Y =2te”?

Resolucao: Esta equacio € separdvel:

y—2eY = 2V
ey = 2t+2
eV = tP42u+C comC eR
y(t) = In(t?+2t+0C) com C € R

O intervalo de definicdo de uma solugcdo é um intervalo maximal contido em
{teR:¢*+2t+C >0}

Uma vez que

24 /4 4C
P42aA+0=0 < t=—70— = t=-1+V1-C

conclui-se que para que uma solugcdo tenha dominio ndo vazio, tem que ser C' < 1 e nesse
caso, os intervalos maximos de definicdo das solucbes sdo

|]—00,-1—=V1-C[ ou ]|—14++vV1—-C, +0]

(5) Mostre que o problema de valor inicial

. 1
y=y> , y0)=0
tem infinitas solucdes. Porque é que isto nao contradiz o teorema de Picard?

Resolucao: Comecamos por observar que o problema de valor inicial tem a solugcio
constante y(t) = 0. Para y # 0 a equagdo € equivalente a

1
3 2 2
— 2(y3y§>—tt0
2 2
= yi=—(t—t)+y;
2 2 2\?
= yt) =<3(t—to)+y8>

2 2 3 2
—  y(t) :i\/<3(t—t0)+y§> parat2t0—§y§

Uma vez que
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tem-se

d
lim  “L(t) =0
3 dt
t—>t0—§y0

2
e portanto estas solucbées podem prolongar-se ao instante t = tg — %y@ como funcées de

classe C'. Em particular, para yo = 0 tem-se “solucées” (as aspas referem-se ao facto de
ndo estarem definidas num intervalo aberto)

3
y(t) ==+ (;(t - t0)> parat >t

que se podem “colar” a solucdo constante igual a O para obter solugcbes da equacio definidas
parat € R:

2 3
gty =14 * (3(t—to))” parat>tg
0 set <tg

Seto > 0 estas funcdes sio solucdes do problema de valor inicial do enunciado®. Conclui-se
que o problema de valor inicial tem infinitas solugées.

. . ~ o

Isto ndo contradiz o teorema de Picard porque a fungdo f(t,y) = y3 ndo é localmente
Lipschitziana em nenhuma vizinhanca U de um ponto (ty,0). Se f fosse localmente
Lipschitziana existiria C' tal que

f(t,y) — f(t,0)]
ly — 0]

Mas em qualquer tal vizinhanga

< C para (t,y) €U

1
v 0]
ly — 0]

sup = sup ‘gf% =+

(6) Esboce o campo de direcgBes e trace os respectivos tipos de solu¢do para as seguintes
equacoes diferenciais:

o
(b) v = ﬁ

Sugestao: Na alinea b), comece por achar as solu¢des da equagio
da forma y(t) = ¢t onde ¢ é um ndmero real.

Resolucao:
(a) Para cada c € R, o conjunto dos pontos (t,y) € R? onde o gréfico da solugdo y(t)
tem declive % = ¢, € determinado pela equagdo

siny = c .

IN3o 6 dificil provar que estas sdo todas as solucdes.
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Portanto os declives possiveis tém que estar no intervalo [—1, 1] e o campo de direcgcdes
€ invariante mediante translacées de 2w na direccdo do eixo dos yy.

Casos especiais:

c= -1 siny = -1 <= y=—5 + 2km

c=-1 siny:—%<:>y:—%+2k:7rouy:%”+2k:7r
c=3 y:%—i-kaouy:%”—i-ka

c=0 y=km

c=1 y=75+2km

Esboco do campo de direccoes:

A A A A A A A A A
AN NN U Y N NN NN
S S S S S ST S S S S S S S
ST o o I T D o o T
AN NN N U N NN NN

Tracado dos tipos de solugdo:

R

(b) Para cada ¢ € R, o conjunto dos pontos (t,y) € R? onde o gréfico da solucdo y(t)
tem declive ?Tt = ¢, € determinado pela equacio

y+ 2t
=c
y— 3t

e a equagdo n3o estd definida para y = 3t. Note-se no entanto que quando uma
solucdo da equagdo tende para um ponto sobre esta recta o declive do seu grafico
tende para infinito. Podemos portanto pensar nestes pontos como aqueles em que a
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recta tangente as solugbes € vertical. Em geral, tem-se
y+2t
y—3t ¢
= yYy+2t=cy—3ct
— (1—-cy=—(3c+2)t

Portanto os conjuntos de pontos onde o declive das solugcbes é constante igual a c
sdo rectas que passam pela origem.

E natural ver se algumas destas rectas sjo solugbes (cf. sugestdo). Parac # 3,y = ct
€ uma solucdo da equacio sse

ct+2t
ct—3t ©
— c+2=c*—-3c
= *—4c-2=0
—= c=2+V6
Casos especiais:
c=1 t=20
c=-2 y =
c=0 y=—2t
Esbog¢o do campo de direc¢cbes:
y / y=3t
_ / ‘/
Ly
_ L/
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Tracado dos tipos de solucdo:

(7) Para cada uma das seguintes matrizes A ache uma forma candnica de Jordan J e
uma matriz de mudanca de base S tal que A = SJS™ 1.

(a)A:' 3 o}

-2 2
3 1
2 2
(b) A=
_1 5
2 2

—~
(@]
~—
i

Il
1

|
MOJ
DN —
| |

Resolucao:
(a) Os valores proprios de A sdo

’3—>\ 0

—9 922\ ':O = B-MN2-XN)=0<<= A=3o0uA=2

portanto a matriz € diagonalizavel e tem-se

2 0]
=15 5]

Os vectores proprios para A = 2 sdo os que verificam

ol [B]=[0] e em
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portanto uma base dos vectores prdoprios € constituida por

-1

Os vectores préprios para A = 3 sdo os que verificam

(8] v

portanto uma base dos vectores proprios € constituida por, por exemplo,

— 1-
Vo = 72-
A matriz de mudanca de base é
0 1
s=[1 ]
Os valores proprios de A sdo
3 1
3 _ )\ 1
2 2 | =0
-} 3-3
3 5 1
= (5_)\)(5_)\)+170
= AN —4\4+4=0
—= (A-2?2=0
= =2

Como ndo pode haver dois vectores proprios linearmente independentes (nesse caso
0 espaco proprio seria todo o R? e portanto A teria de ser igual a 21 o que n3o é o
caso) conclui-se que

2 1
=10
Um vector préprio associado a A = 2 é uma solugcio da equagio
(A—QI)vle
11
—= = a 0
= [ ]l]-le
[—2 2 ) L0 0
<~ a=0b

portanto uma base dos vectores proprios € constituida por, por exemplo,

[}

Um vector préprio generalizado associado ao vector proprio vi € uma solugdo da
equacao

(A—2I)7)2 = U1
11
-5 5 a 1
= [Z][3]-[3]
{ -2 2]L°? 1
= L + 1b— 1
24T 9"~
Pode-se tomar, por exemplo, a = —1 eb =1, isto é

o[ 1]
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e

Conclui-se que uma matriz de mudanca de base S tal que A = SJS™! é
1 -1
s=[1 7]
Os valores proprios de A sdo
3—A 1
-2 2=
— (B-N2-N)+2=0
— N —-5A+8=0
5+v—7
2
portanto a matriz € diagonalizavel e tem-se

S [ 5+;\ﬁ 0 ]

=
A=

5—iV/7
0 >

Os vectores proprios para A = %ﬁ sdo os que verificam

e |- ] e e ()

portanto uma base dos vectores préprios para \ = H%ﬁ é constituida por

1
v1 = [ —1+iV/7
2
Como A é uma matriz real, os vectores préprios para A = 5_5ﬁ t sjo os conjugados
54+/Ti
2

dos vectores proprios para \ =
constituida por

portanto uma base dos vectores prdéprios €

1
V2 = | 1447
2

A matriz de mudanga de base é

1 1
S=1 147 _ 14T
2 2

Os valores proprios de A sdo as solucées de
-2 0 0
0 =X 11=0
0 1 =X

= -XN-1=0
— MN+1)=0
<~ A=0o0ul==:

Portanto a matriz € diagonalizavel e pode-se tomar

00 O
J=10 ¢ 0
0 0 —1
Claramente,
1
V1 = 0
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€ um vector proprio de A = 0. Os vectores préprios de A = i sdo os que verificam

-3 0 0 a 0
0 —-i -1 b1 =10
0 1 —1 c 0
—1a=20

<= —ib—c=0
b—ic=0

<—— a=0ec=—1ib

portanto uma base dos vectores préprios para A = 1 € dada por

0
Vo = 1
—1
Como A é uma matriz real os vectores préprios associados a —i sdo os conjugados
dos vectores préprios de A = 1. Uma base € dada por

0
vy = | 1
i

Portanto uma matriz de mudanga de base é dada por

1 00
S=10 11
0 —v 1

(e) Os valores préprios de A sdo as solugées de

A -1 0
-1 =X —-1]|=0
0 1 =X
= “NEA-2=0
— =0

Os vectores préprios de A = 0 sdo os que satisfazem a equacdo

0 -1 0 a 0

-1 0 -1 =10

0 1 0 c 0
— b=0

—a—c=0

A dimens3o do espaco préprio de 0 € 1 portanto ha um tnico bloco de Jordan. Assim

J =

o O O
o O =
O = O

Uma base dos vectores préprios associados a A = 0 é

—_

v = 0
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A segunda coluna da matriz S obtém-se resolvendo a equagdo

(A — 0])1)2 = U1
0O -1 0 a 1
—= -1 0 -1 =10
0O 1 0 -1
Pode-se tomar
0
Vg = -1
0
A terceira coluna da matriz S obtém-se resolvendo a equacdo
(A — 0])1)3 = V2
0 -1 0 a 0
—= -1 0 -1 =] -1
0O 1 0 0
Pode-se tomar
1
V3 = 0
0
Portanto uma matriz de mudanca de base é dada por
1 01
S = 0 -1 0
-1 00
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