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ANALISE MATEMATICA IV — CIVIL
FICHA SUPLEMENTAR 4
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Formas candnicas de Jordan

Para cada uma das matrizes A seguintes, determine uma forma canédnica de Jordan
J, e uma matriz de mudanca de base S tal que A = SJS™!.

(a) (b)

(1) 4= {_é —1] 4= {é _?}

() (d)

1 00
A:[_?i} A=|1 01
1 -1 2
Resolucao:
(a) A matriz A é um bloco de Jordan, portanto J = A e
10
s=y 1]

(b) Os valores préprios da matriz sdo as solugcées de
det(A—X)=0 <= (1-XN)2?+4+4=0 < A=1+2.

Conclui-se que uma forma candnica de Jordan de A é

(142 0
J‘{ 0 1-%}'

Os vectores proprios associados a 1 + 2i sdo os vectores [ ] que verificam

a
b
21 =2 a| |0 —  _ja—b

2 2 [|b| |0 =0

Uma base do espaco proprio de 1 + 2i € constituida pelo vector

_ 1
V1 = i .

Os vectores préprios associados a 1 — 2i sdo os vectores [
2t =2 a| |0 —  da—b

2 2 ||b| |0 =0

Uma base do espaco proprio de 1 — 2i € constituida pelo vector

we[1]

Portanto uma matriz de mudanca de base que pée A em forma candnica é

=[]

a o
b ] que verificam
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Os valores proprios da matriz sdo as solucdes da equacdo

‘3—)\ 1

_ 2 _ - _9)2 —
. 1_)\’_0 = N-4dA+4=0 <= (A-2)"=0.

Logo A tem apenas um valor préprio, A = 2. Uma vez que a matriz ndo € igual a 21
(onde I é a matriz identidade), o espago proprio tem necessariamente dimensdo 1 e
portanto a forma candnica de Jordan de A é

2 1
J= [ 2! } .
Os vectores préprios de A sdo os que verificam (A — 2I)v = 0, ou seja

B~ e

Uma base dos vectores préprios € formada, por exemplo, pelo vector

-] 17,

Um vector préprio generalizado é um vector w que satisfaz (A —2I)w = v. Podemos
tomar, por exemplo,
|1
w= [ ! } |

Conclui-se que uma matriz de mudanca de base que pde A em forma candnica é
11
s=[ 1]

Os valores préprios da matriz sdo as solucdes da equacio

1-A 0 0

1 =X 1] =0 <=
1 -1 2—-2A
“A1-=-N2-XN+(1-N) = 0 =
1I=X(=A2-XN)+1) = 0 <=
1-MN1-XN? = 0 <—
(1-X? = 0.
Logo A tem apenas um valor proprio, A = 1. Os vectores proprios sdo os que verificam
0 00][a 0
1 -1 1 b | =10 < c=b—a.
I -1 1] ]c 0

Uma base do espaco proprio é constituida pelos vectores

1 -1
V1 = 1 e Vg = 0
| 0 1
que se obtiveram fazendoa =1,b=1ea = —1,b =0, respectivamente. Conclui-se
que uma forma candnica de Jordan de A é
1 00
J =

011
0 01
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Falta achar um vector préprio generalizado correspondente a terceira coluna de J.
Esse vector sera uma solugcio de

(A-Tw=vw

onde v € um vector préprio correspondente ao valor préprio 1 que gera o espago das
colunas da matriz (A — I). Uma vez que

0 00
A-IT=1]1 -1 1|,
1 -1 1

o espago das colunas é gerado por vi + va. Assim, procura-se uma solugdo de
(A—TDw=wv; +vs .

Toma-se, por exemplo,

1
w= 1|0
0
Portanto, uma matriz de mudanca de base que pée A em forma candnica é
1 0 1
S=|1110
010

onde a primeira coluna é o vector préprio vy, a segunda coluna é o vector préprio
v1 4 v € a terceira coluna é o vector proprio generalizado w associado a v1 + vs.

OJ

Para cada uma das matrizes A seguintes, determine uma forma canédnica de Jordan
J, e uma matriz de mudanca de base S tal que A = SJS!.

(a) (b)

2 —2 2 2 0 0
A=10 01 A=1]0 -1 -6
0 01 0 1 4

() (d)
2. 0 1 2 10
A=1]0 3 -1 A=1] 020
01 1 10 3

|
[\
W
[\

s
I
_ O
— N
w O =
S
I
|
[\
=~
e}
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Exponencial de Matrizes

Para cada uma das matrizes A seguintes, determine et
(a) (b)
[ -7 0 1 1]
A:_ 027r} A:{1 1
(c) (d)
(3) A (1 2 a—| 4 5 ]
- 101 ol =2 =2 ]
(e)
51 0
A=10 51
0 0 5

Resolucao:
(a) A exponencial de uma matriz diagonal, At, é a matriz diagonal cujas entradas sdo as
usuais exponenciais escalares das entradas correspondentes em At. Deste modo,

e ™ 0
eAt = |: 0 e2mt :| .

(b) Os valores proprios de A sdo dados por

1-XN)2-1=0 <= XN -2\=0
— A=0 ou AX=2.

Os vectores préprios associados ao valor préprio 0 sdo dados por

][] = e

Os vectores préprios associados ao valor préprio 2 sdo dados por

] = e

Portanto,
At
et = T 1
-1 1 } {0 et 3 3
\_\S,_/ \Wl_/
[

1+62t 71+62t ]

2 2
71+€2t 1+€2t
2 2

(c) A matriz A tem apenas um valor préprio, A\ = 1, o qual tem um espago proprio de
dimensdo 1. Um vector proprio é uma solucdo de (A — I)v = 0, isto €,

0 2
[O O]U—O

Por exemplo pode-se tomar
v 1
=101
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Um vector proprio generalizado w, obtém-se resolvendo a equacdo (A — Iw = v,

isto €,
0 2 w— o
00 o

Por exemplo, pode-se tomar

--[5].

Relativamente, a base (v,w), a transformagdo linear representada por A € dada por
um bloco de Jordan, J, para o valor préprio 1, ou seja,

s J 5-1
Logo, a exponencial é

Comentario: Notando que %A € um bloco de Jordan para o valor préprio % podia-
se, em alternativa, calcular

e avaliar em 2t. &

Os valores préprios de A sdo dados por

4=XN(-2-N)+10=0 <<= A —204+2=0
<— A=1=x1.

Os vectores proprios (complexos) associados ao valor préprio A = 1+ sdo dados por

][] = e

Os vectores préprios para o valor préprio 1 — i sdo dados por

3+i 5 al [0 3
R I e

Portanto,
(144)t 1-3i —bi
» 1 1 e 0 == S
e pry
% 73571 0 e(lfz)t 1+23Z 51
—_—— ——
S S—1
B (eit+e_it)73i(eitfe_“) 757:(6“76_“)
2 2
= et
.0 Gt —it (eit—&-e*it)—i-?)i(eit—e*it)
i i(e" —e™™) 5
[ cost+ 3sint 5sint
= et
—2sint cost — 3sint
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Comentario: Se \ € valor préprio complexo da matriz real A com o vector préprio
v, entdo o seu complexo conjugado também é valor préprio de A e o vector complexo
conjugado de v é um vector proprio correspondente: Av = \v = Av = v =
Ab = \v. Esta observacio permite simplificar cdlculos. &

(e) A matriz é um bloco de Jordan 3 por 3.
o5t pebt 25t
At 5t 2 5t
e = 0 e te
0 0 €

Sistemas de Equacdes Lineares

Considere a matriz

(a) Quais sdo os valores préprios de A?

(b) Quais sdo os vectores préprios de A?

(c) Determine uma matriz de mudancga de base, S, que diagonaliza A, e determine
a sua inversa, S7L.

(d) Calcule et

(e) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:

] e [l

U2 Y2 | | 2(0)
(f) Determine a solugdo geral da seguinte equag&o diferencial:
[ gl _ A Y1 ]
| Y2 Y2 |

(g) Escreva duas funcdes y : R — R? que constituam uma base do espaco vectorial
das solucdes da equacao da alinea anterior.

Resolucao:
(a) Os valores préprios sdo os zeros do polindmio caracteristico:

pON) Edet(A— A =(1-N2—4.

pAN) =0 <= XN -2 -3=0 < A=-loul=3.

Os valores préprios de A sdo -1 e 3.
(b) Um vector v é vector préprio de A associado ao valor préprio A se e sé se Av = \wv,

. . a
ou seja, se e s6 se (A — X )v =0. Em componentes, escreve-se v = { b } .
Equacdo para os vectores préprios associados ao valor préprio —1:

22][5]-[8] = --»

Os vectores préprios associados ao valor préprio A = —1 s3o

—a

v—{a ] com aceR.
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Equacado para os vectores proprios associados ao valor préprio 3:
-2 2 al|l |0 b
2 =2 ||| |0 = =
Os vectores proprios associados ao valor préprio A = 3 sdo
a

v—[a] com aceR.

Mudando para uma base de vectores proprios de A, a transformacio linear fica dia-
gonal. Tome-se, por exemplo, a matriz de mudanga de base

g 11
Tl -1 1
cujas colunas sio vectores prdprios de A associados aos valores proprios -1 e 3. A
mudanca inversa é

N[ =

o
N[

Entido tem-se
- -1 0 _1
A=S [ 0 3 } ST .

De acordo com a alinea anterior,

—t [ e tgedt  _e—tqedt

At _ g e 0 S — 2 2
0 e3t —e—tedt e—t 43t

2 2

A solugcdo do problema de valor inicial dado é

o = |

6—t+€3t 76_t+63t
_ 2 2 5
7€7t+€3t 67t+63t 7
2 2

[ —et + 6e3t

et 4 Gedt ], VteR.

A solugdo geral da equacdo diferencial dada é
et 0 c1
o = 5| a8

cre t+ 6263t

= [ —epet + cpelt ] ) VteR.

onde c1,c € R.
Compée-se uma base para o espaco vectorial das solucbes da equacdo da alinea
anterior com as colunas da matriz

et 0 et et
S{ Oe:st]:[_et 3t )

ou seja, com as fungbes x1 : R — R? e x5 : R — R? dadas por

21 (t) = [ e—;] e mo(t) = [ ﬁi]

—€
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De facto, x1(t) e xo(t) sdo func¢Bes linearmente independentes e qualquer solucdo
y(t) da equacdo da alinea anterior € da forma y(t) = c1x1(t) + cowa(t) para algum
c1 € R ealgum co € R.

O

Considere a matriz
31
a=[ 3]
(a) Calcule et

(b) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial

R e

(c) Determine a solugdo geral da seguinte equacdo diferencial

o= 3y1 +ys +e*
Yo = —Yy1 +Y2

Resolucao:
(a) Os valores préprios de A sdo dados por

B=AN1-XN)+1=0 <= N —-4\+4=0
= A=2.

Os vectores proprios associados ao valor préprio 2 sdo dados por

R e

Como quaisquer dois vectores préprios sdo linearmente dependentes, escolhe-se um
vector préprio, por exemplo,
1
v=1 >

€ procura-se um vector préprio generalizado, w:

s = [ [3]- [

<— a+b=1.

- [!]

€ vector préprio generalizado. Portanto,

Por exemplo,

A _ L o][e* t][1 0

-1 1 0 et 11
T f

[
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(b) A solugcdo do problema de valor inicial é dada por:

y(t) = eMy(0)
- {(—lt;f)em <1—t§§ZHH

2t
= {_zzt} VteER.

(c) Esta equacdo diferencial pode ser escrita matricialmente na seguinte forma:

[yl]:A[yl]er(t) onde b(t):[eét].

Y2 Y2
A sua solugdo geral é dada pela férmula de variacdo das constantes:

t
y(t) = eAtc—l—/eA(t_s)b(s)ds
0

_ [ (1+t)e? te?! ] [ c1 }

—te?t (1 —t)e? )

t _ 2(t—s) _ 2(t—s) 2s
(1+t—9)e (t—s)e e
+/0 { —(t — 5)e2(t=9) (1 —t+ s)e2(t=9) 0 ds

_ egt[ cl(l+t)+62t)}+€2t/t[1+t—s]ds
0

—cit+co(l—t —t+s

a(l+t)+egt+t+%
—Clt+02(1—t) —%

2 , VteR,

onde ci,cy € R.

Considere a matriz

A=)
(6)| (2) Calcule e

(b) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial

L aln ]S e =[]

Considere a matriz
2 2
e
(7) (a) Calcule et
(b) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial

Al o) e )=l
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Considere a equacao diferencial

(7 4 5 n
Yo -2 =2 Yo
Us | = —2 Ys (%)
Ya L1 Ya
Us L1 Ys

onde as entradas omitidas na matriz sdo zeros.
(a) Determine a solugdo de () com condi¢do inicial

(8) y1(0) = 12(0) =0, y3(0) = 34(0) = —ys5(0) = 1.
(b) Determine a solu¢do de (x) com condigdo inicial
y1(0) =1, 12(0) = y3(0) = y4(0) = y5(0) = 0 .

(c) Determine o conjunto de todas as condi¢cdes iniciais, yo € R>, tais que as
correspondentes solucdes do problema de valor inicial

{ :%) =

sao limitadas.

Resolucao: Seja A a matriz dos coeficientes. A solugdo de um problema de valor inicial

equacio () com  y(to) =yo

[N

y(t) = elyo VteR.

Para calcular a exponencial da matriz At aproveitam-se os calculos do exercicio 3 alineas

(b) e (d):
4 -
Se A = [ _9 _9 ] entio
cost + 3sint 5sint
eAlt — et
—2sint cost — 3sint
1 1 -
Se Ay = [ 11 } entdo
e2ty1 21
€A2t — 62271 82752+1 ]
2 2
Como
Ay
A= -2 ,
Ao
tem-se que
eAlt
SAL — PR
eAQt

(a) A solugdo de (%) com condicgo inicial

y1(0) = 22(0) =0, 33(0) = y4(0) = —y5(0) =
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[ON

0
0
y(t) = et 1| =™
1
-1

A solugcdo de (x) com condicéo inicial

y1(0) =1, 2(0) =y3(0) = y4(0) = y5(0) =0

é
1 cost + 3sint
0 —2sint
yty=e | 0 | =¢ 0
0 0
0 0
A solucdo de um problema de valor inicial
ai
a2
equagdo (x) com y(0)= | a3 | €R®
a4
as
é
el cost + 3el sint 5elsint a1
—2elsint el cost — 3elsint as
_ o2t as
e%TH e2t271 a4
21 o264 as
2 2

A exponencial et envolve as seguintes funcées elementares

t t —2t

e'cost, e'sint, e , 1, e?t

A dnica fungdo limitada desta lista € a constante 1. Para que uma solu¢do seja
limitada, as condi¢des iniciais, y(0), devem ser tais que todas as outras fun¢bes ndo
aparecam. Logo, terd que ser

ar=as=a3 =0 e as = —as .

O conjunto de todas as condicbes iniciais tais que as correspondentes solugbes do
problema de valor inicial sdo limitadas é

y(0) = 0|:a€eR
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Considere o sistema de equacdes diferenciais

g1 = —(sint)y; + e™s?
(%) _ .
92 — 6smtfcosty1 + (COS t)yQ + Stesmt .

(a) Determine a solugdo geral do sistema homogéneo associado:
1 = —(sint)y

sint—cost

Y2 = e y1 + (cost)ys .

(b) Determine a solucdo geral de (xx).
(c) Determine a solugdo de (xx) com condi¢3o inicial:

y1(0)=1 e y(0)=0.

Resolucao:
(a) O sistema homogéneo pode ser resolvido em duas etapas.
Primeiro resolve-se a primeira equacdo
U1 = —(sint)y; .
Para vy # 0,

no_
m sint

U g — [
dt = [sintdt +c
1 _

fy1 dy; = cost + ¢

In|y1| = cost + ¢

[

ly1(t)] = kpecs? onde k1 >0

— yl(t) = k'1€COSt onde kq 7& 0.

Quando vy, se anula, tem-se que y1(t) = 0, Vt € R, também é solugdo. Logo, a
solucdo geral da primeira equagio é
yl(t) = k16COSt R Vte R, onde ki € R .

De seguida, substitui-se a expressdo geral para y1 na segunda equacdo e resolve-se
para obter ys:

yz — 6sint‘—cost (k‘16COSt) + (COS t)y2
= k1St + (cost)ys .
——
—a(t)
Esta equagdo linear admite o factor de integracdo
ef a(t)dt _ e~ sint

Mutiplicada por e~ 3"t a equacio fica

—sint,;

e 1o — (cost)e Sty = ky
= % (e* Sintyg) =k
= e Shlyy = kit + ko
= y(t) = (kit + kp)est .
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A solucao geral do sistema homogéneo é:

yl(t) — k1€COSt
. vt eR
(klt—i- k.2)651nt ,

Y2 (t)
onde kl, ko € R.

A solucdo geral de (xx) pode ser obtida a partir da solugco geral do sistema homogéneo
pela formula de variagdo das constantes:

(O] v o]+ [rore [ e,

onde Y (t) € uma solucdo matricial fundamental do sistema homogéneo. Obtém-se
uma tal matriz Y (t) tomando para colunas solugcdes linearmente independentes do
sistema homogéneo, como por exemplo

0 ev:ost
Y(t) = |: esint tesint :|

onde se fixou k1 = 0, ko = 1 para a primeira coluna e k1 = 1, ko = 0 para a segunda.
Com esta escolha, a inversa de Y (s) é

Y(s)™t =

i sin s
ecos s+sin s —e 0

-1 |: gesins  _coss :|

Assim, a solucdo geral de (xx) é

[ ]

B 0 ecost c1
- esin t tesin t o

t .
N 0 eCos t -1 gesins  _coss eCOs s p
. . _— . . S
esin t teSin t 0 £COS s+sin s _eSins 0 3ge5n s

CQ@COSt 0 ecost t %2
= i Clesint+62tesint + esint  gosint 0 1 ds

C2ecos t 0 eC0s t t2
= 1 esint + Cztesm ¢ |+ esint  gesint ¢

(02 + 75)ecost
I (c1 + cot + 2t2)65int

] , VteR, ondeci,co eR.

A solugdo deste problema de valor inicial pode ser obtida a partir da solugcdo geral do
sistema homogéneo pela férmula de variacdo das constantes:

3se

[ ] =voror 5] ]+ [rover [ 22 .
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onde Y (t) é uma solucdo matricial fundamental do sistema homogéneo, como por
exemplo a utilizada na alinea anterior. Fazendo os cdlculos,

yl(t) B i 0 ecost 0 e -1 1 N 756(:0515
yg(t) - I esint 7fesint 1 0 0 2t2esint

B e—lecost tecost
- e—ltesint + 2t2esint

i -1 cost
e~ +1t)e
- (e(—lt + 2t)2)esmt ] VEER.
[
Resolva o seguinte problema de valor inicial:
dy 2 01 e?t 0
(10) i 0 20]y+| O com y(0)=10
N R e 0
Resolugcao: Comega-se por resolver a segunda equagdo escalar que dd ys:
dys
E = 2y2 com ?/2(0) =0.
A solugdo é
yg(t):(), VieR.
Substituindo 19, resolve-se agora a terceira equacdo escalar que dd ys:
d
% = 3y3 + €% com y3(0) =0 .
A solugdo é
t
y3(t) = / 920 = 3 — e | VteR.
0
Finalmente, substitui-se y3 e resolve-se a primeira equagdo escalar que da y:
d
% = 2y; + e com y1(0)=0.
A solugdo é
t
y1(t) = / 23)e33 s = 3 — €2t VteR.
0
O problema de valor inicial dado tem a seguinte solugdo:
n o3t _ g2t
y2 | = 0 , VteR.
Ys o3t _ 2t
[

Comentario: Em alternativa, pode-se calcular a exponencial da matriz dos coeficientes
e aplicar a férmula de variacdo das constantes para sistemas de equagdes lineares. &
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Suponha que as funcdes

et 4 o2t ot 4 3t ol _ o3t
th ’ e3t 7 e _ 631&
0 eSt _€3t

sdo trés solugdes y(t) da equagdo §y = Ay. Determine os valores préprios de A.
Justifique.

Resolucao: Pela férmula de variacdo das constantes, as solucbes de sistemas lineares de
equagles de primeira ordem homogéneas, y = Ay, sdo combinagdes lineares de exponen-
ciais multiplicadas por poténcias de t da forma t*e*, onde \ é um valor préprio complexo
da matriz dos coeficientes, A.

As trés funcées dadas envolvem as exponenciais €', e
3 por 3.

Logo, os valores préprios de A sdo 1, 2 e 3. [

2t e 3t e o sistema de equacbes é

Equacoes de Ordem Superior a Primeira

Considere a equacao diferencial escalar
y® 4y = cost . (%)

(a) Determine a solugdo geral da equacdo homogénea associada a ().
(b) Determine uma solugdo particular de ().
(c) Determine a solugdo geral de (%).

Resolucao:
(a) A equagdo homogénea associada a (x) é

Y@ 4y=0 <= (D*+1)y=0.

O seu polinémio caracteristico,
p(A) = A2+ 1,
tem as seguintes raizes:
p(A) =0 <= A==i.
A solugcdo geral complexa da equagdo homogénea € pois
y(t) = k1e™ + koe™™  VtER

onde ki, kg € C.
A solugdo geral (real) da equagcdo homogénea é

y(t) = c1cost + cosint Vie R

onde c1,cy € R.
Comentario: A solucdo geral real obtém-se extraindo as partes real e imaginaria da
solucdo geral complexa, usando a férmula de Euler:

e = cost +isint .
Reorganiza-se e rebaptiza-se as constantes para simplificar a expressdo final. Convém
fazer o exercicio de passagem da solucdo geral complexa para a solugcdo geral real.

o
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Adopta-se o método dos coeficientes indeterminados:
A fungdo cost € aniquilada pelo operador diferencial D* + 1. Se y(t) for solucio
particular de (%), i.e,
(D? + 1)y = cost ,
entdo, aplicando D? + 1 a ambos os membros, fica
(D?+1)(D*+1)y = (D*>+1)cost =0 .

Vai-se procurar uma solucdo particular de (%) entre a solucdo geral da equagdo ho-
mogénea

(D> +1)?y =0
a qual é dada por

y(t) = c1cost + casint +cest cost + eyt sint .

Os dois primeiros termos, sobre a chaveta, sdo solucdo da equacdo homogénea asso-
ciada a (x), logo ndo adiantam na pesquisa de uma solugdo particular da equagdo n3o-
homogénea (x). Para encontrar uma solugdo particular, substitui-se y(t) = cst cost+
cytsint em (x) e determina-se os coeficientes c3 e cy:

(D% + 1)(cgt cost + eyt sint) = cost
<= —2c3sint 4+ 2c4cost = cost
< c3=0 e = % .

Conclui-se que uma solugdo particular de (%) € por exemplo, y(t) = %t sint para

qualquer t € R.

Como se trata de uma equacdo linear, a solugdo geral de (x) € da forma

solugdo particular solugdo geral da equacdo
de (*) homogénea associada a (*)
Assim, a solugcdo geral de () é
y(t) = Stsint + cq cost + cosint vVte R
onde c1,cy € R.
U

Determine a solu¢do geral de cada uma das seguintes equagdes diferenciais escalares.

v +y=0,
v g =

Y@+ =te'
yWry=1,

y® 4§ =1+ cost,

y® 4y = e* cost .
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Resolucao:
(a) Esta equagdo pode ser escrita

(D*+ D)y =0.
O seu polinémio caracteristico,

p(A) =N+,
tem as raizes

p(A)=0 <= AX=0o0ul==i.
A solucdo geral complexa da equacdo homogénea € pois
y(t) = ko + ke + koe™™ | WteR,

onde kg, k1, ko € C.
A solucdo geral (real) da equacdo homogénea é

y(t) = co + c1 cost + cosint Vi e R,

onde ¢y, c1,co € R.
Comentario: A solucdo geral real obtém-se extraindo as partes real e imagindria da
solucdo geral complexa, usando a férmula de Euler:

e = cost 4+ isint .

Reorganiza-se e rebaptiza-se as constantes para simplificar a expressao final. Recomenda-
se o exercicio de passagem da solucdo geral complexa para a solucio geral real. <

(b) Como se trata de uma equagdo linear, a solucdo geral é da forma

{ solugdo particular } + { solugao geral da equagao } :

homogénea associada

Para determinar uma solugdo particular, adopta-se o método dos coeficientes inde-
terminados. A fungdo €' é aniquilada pelo operador diferencial D — 1. Se y(t) for
solucdo particular da equacdo dada, i.e,

D(D* + 1)y =€,
entdo, aplicando D — 1 a ambos os membros, fica
(D—-1)D(D*+1)y=(D—1)e'=0.

Assim, vai-se procurar uma solugcdo particular entre a solucdo geral da equagao ho-
mogénea

(D—-1)D(D*+ 1)y =0
a qual é dada por

y(t) = co + c1cost + casint +czel .

Os trés primeiros termos, sobre a chaveta, sdo solucido da equacdo homogénea asso-
ciada, logo ndo adiantam na pesquisa de uma solucdo particular da equagdo n3o-
homogénea. Para encontrar uma solugcdo particular, substitui-se y(t) = cse' na
equacdo e determina-se o coeficiente c3:
D(D? + 1)(c3et) = et
= 2cgzel =¢!

= =3
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Uma solugdo particular €, por exemplo, y(t) = %et para qualquer t € R. Conclui-se
que a solugdo geral desta equacio é

1
y(t):co+clcost+02sint+§et, VteR.

Como se trata de uma equacdo linear, a solucio geral de é da forma

{ solucio particular } + { solugdo geral da equacdo }

homogénea associada

Para determinar uma solucdo particular, adopta-se o método dos coeficientes inde-
terminados. A fungio te! é aniquilada pelo operador diferencial (D —1)2. Se y(t) for
solugdo particular da equacdo dada, i.e,

D(D? + 1)y = te' |
entdo, aplicando (D — 1)? a ambos os membros, fica
(D—-1)?D(D?*+1)y=(D—-1)%'=0.
Assim, vai-se procurar uma solugcdo particular entre a solugdo geral da equagdo ho-
mogénea
(D—-1)*D(D*+ 1)y =0
a qual é dada por

y(t) = co + c1 cost + casint +cze’ + cytel .

~~

Os trés primeiros termos, sobre a chaveta, sdo solucdo da equagcdo homogénea as-
sociada, logo ndo adiantam na pesquisa de uma solu¢do particular da equagcdo nao-
homogénea. Para encontrar uma soluc3o particular, substitui-se y(t) = cse! + cytet
na equacdo e determina-se os coeficientes c3 e cy4:
D(D? + 1)(cse! + cqtel) = tet

= 2cgel + 4deget 4 2cqtel = tet

< 2c3+4c4=0 e 2¢4=1

< c3=-1¢€e cy= % .
Uma solucdo particular é, por exemplo, y(t) = —e' + Lte' para qualquer t € R.

Conclui-se que a solugdo geral desta equagdo é

1
y(t):CO+ClCOSt+CQSth+—€t+itet, VieR.

Como se trata de uma equacdo linear, a solucio geral de é da forma
~ . solucio geral da equacio
{ solugdo particular } + { #a0 & quas }

homogénea associada

Para determinar uma solucdo particular, adopta-se o método dos coeficientes inde-
terminados. A funcdo 1 € aniquilada pelo operador diferencial D. Se y(t) for solucdo
particular da equacao dada, i.e,

DD?>+1)y=1,
entdo, aplicando D a ambos os membros, fica
D*(D?*+1)y=D1=0.

Assim, vai-se procurar uma solugcdo particular entre a solucdo geral da equagao ho-
mogénea
D*(D? +1)y=0
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a qual é dada por

y(t) = co + c1cost + cysint +cst .

-~

Os trés primeiros termos, sobre a chaveta, sdo solucdo da equacdo homogénea asso-
ciada, logo ndo adiantam na pesquisa de uma solucdo particular da equagdo n3o-
homogénea. Para encontrar uma solugdo particular, substitui-se y(t) = cst na
equacdo e determina-se o coeficiente c3:

D(D?> 4+ 1)(est) =1 <= c3=1.
Uma solugio particular €, por exemplo, y(t) =t para qualquer t € R. Conclui-se que

a solugao geral desta equagio é

y(t) = co + c1cost + cosint + ¢ VieR.

Como se trata de uma equacdo linear, a solucdo geral de é da forma

{ solugcdo particular } + { solugdo geral da equacdo } )

homogénea associada
Para determinar uma solugdo particular, adopta-se o método dos coeficientes indeter-
minados. A funcdo 1+ cost é aniquilada pelo operador diferencial D(D?+-1), porque
D aniquila 1 e D? + 1 aniquila cost. Se y(t) for solucdo particular da equacio dada,
ie,
D(D?* + 1)y =1+ cost ,

entdo, aplicando D(D? + 1) a ambos os membros, fica

D*(D? +1)%y = D(D? +1)(1 + cost) =0 .
Assim, vai-se procurar uma solugcdo particular entre a solucdo geral da equagao ho-
mogénea

D*(D*+ 1)’y =0
a qual é dada por
y(t) = co + c1cost + cosint +cst + cat cost + cstsint .

~~

Os trés primeiros termos, sobre a chaveta, sdo solucdo da equacdo homogénea as-
sociada, logo ndo adiantam na pesquisa de uma solu¢do particular da equagcdo nao-
homogénea. Para encontrar uma solug3o particular, substitui-se y(t) = cst+cyt cost+
cstsint na equacdo e determina-se os coeficientes c3, ¢4 € cs5:

D(D? + 1)(cst + cat cost + cstsint) = 1 + cost
<= 3 —2cqcost— 2c5sint =14 cost
<~ 63:1664:—%6’65:0.

Uma solugio particular é, por exemplo, y(t) = t — %cost para qualquer t € R.
Conclui-se que a solugdo geral desta equagao é
t
y(t):co+clcost+025int+t—§cost, VieR.
Basta encontrar uma solug3o particular para a equacdo. A funcdo e? cost é aniquilada

pelo operador diferencial (D — 2)? + 1. Assim, uma solucdo particular da equacdo
serd uma solugdo da equagdo homogénea

D(D*+1)((D-2)*+1)y=0
A solugdo geral desta equacao € dada por

y(t) = co + c1cost + cosint + cse®t cost + et sint
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Os trés primeiros termos sao solugdes da equagdo homogénea inicial por isso podemos
fazer co = ¢1 = co = 0. Tendo em conta que

(D? +1) (e*tcost) = 4e* cost — 4e*’ sint
e que
(D? + 1) (e* sin st) = 4e* cost + 4e* sint ,
substituindo cze?! cost + c4e®! sint na equacdo, obtém-se
(D? +1)D(c3e* cost + cae* sint) = e*tcost
(D* +1) ((2c3 + ca)e* cost + (2c4 — c3)e* sint) = e*t cost
(4(2¢3 + c4) + 4(2c4 — c3))e*! cost 4 (4(2c4 — c3) — 4(2c3 + c4))e* sint = e*t cost

4eg 4+ 12¢4 = 1
404—1203 = 0

f%o

1 3
y(t) = 4—Oe2t cost + 47)62 sin ¢

€ uma solucdo particular. Conclui-se que a solucdo geral é

1 3
y(t) = cot + c1cost + cosint + Ee% cost + Ee% sint , ViteR.

(14)

Determine a solugdo geral de cada uma das seguintes equacGes diferenciais.
v +y® gy =0;
Yy oy gty =1+csint;
Yy — -2y =2 -2,
y@ —2my® 4 Py = 27t ;

y® — 2@ 2y = et cost

(15)

Determine a solugcdo do seguinte problema de valor inicial:

y(0)=1,9(0)=1, y@0)=1.

Resolugcdo: Pela alinea (b) do exercicio 13, a solucdo geral da equagdo diferencial é

1
y(t):CO+C1COSt+CQSiDt+§€t VteR.
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As derivadas desta solugcio sdo

g(t) = —cisint+ cocost + el

9(2) (t) = —cpcost—cosint + %et .
A condicdo inicial impbe que

1 = y(0) = Co+61+%
1 = g0) = c2+3

— YD) = -t}

N[ —

donde se conclui que

1
00:57 ca=0 € 2 =

Logo, a solugdo deste problema de valor inicial é

1 1 1
y(t):§+§sint+§et, VteR.

5 .
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Determine a solucdo da equacdo linear escalar

(16) | (a) b(t) = 0, vt € R;
(b) b(t) =, Vt € R;
(c) b(t) =€, Vt € R.

y @ +2y® 4y = b(t)
que verifica as condicdes iniciais y(0) = ¢(0) = 0, ¥®(0) = 1, quando

Resolucao:
(a) A equagdo homogénea pode ser escrita

(D*+2D*+D)y=0 ousega D(D+1)*=0

cuja solugdo geral é
y(t)=co+cre " +oegtet  VtER

onde cy, c1,co € R. As derivadas desta solugdo sio:

y(t) = —0167’5 + Czeft — czte*t
yP(t) = cre7t — 207t +cotet .
No valor inicial tem-se
y(0) = co+a
y(0) = —a+e
y@0) = ¢ —2¢; .
A condigdo inicial impde que
co+cp = 0 co =
—c1+c = 0 < g =
Cl - 202 == 1 62 =

Logo, a solugdo do problema é

yt) =1—e "t —te? VteR.
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(b) A solucdo geral de uma equagdo linear ndo homogénea pode ser obtida somando
uma solugdo particular a solugdo geral da equacdo homogénea associada. Para obter

uma solugdo particular da equagdo com b(t) = t, aplica-se o método dos coeficientes
indeterminados:

— t é solucdo de Dy = 0;
— sey é solucdo de (D +2D? + D)y = t, entdo

D*(D*+2D?* + D)y =D*t=0;

— procura-se uma solugdo particular da equacdo dada entre a solucdo geral da
equacdo homogénea,

D*(D?+2D°+ D)y =0 ouseja D*(D+1)°y=0,
que é

y(t) = co + cret + cote ™ Fest + cqt? ;

— 0s termos sobre a chaveta constituem a solugdo geral da equacdo homogénea,
logo ndo adiantam na busca de uma solugdoparticular da equagcido nio ho-
mogénea;

— toma-se como candidata para solucdo particular uma fungdo da forma

y(t) = 3t + cqt?

a qual tem as seguintes derivadas

y(t) = c3+4 2cqt
y3() = 0;

— 0s coeficientes c3 e ¢4 determinam-se substituindo na equagao:

<— O0+4cs+c3+2cyt=1t
< 4eg+c3=0 e 2c4=1
<~ c3 = -2 e Cq4 = % .
Obteve-se a solucdo particular

1
y(t) = —2t + 5752 VteR.
A solugcdo geral da equagio diferencial dada é

yt) = —2t+12 + co+ciel+ete? VtER.
———

sol. particular sol. geral da eq. hom.
onde cy, c1,co € R. As derivadas desta solugdo sio:
y(t) = —2+4+t—cret+coe”t — cote™?
yA(t) = 14 cret —2cet + cotet .
No valor inicial tem-se

y(0) = cw+a
(

9(0) = —2—c1+c
y2 0) = 1+4+c¢—2¢.
A condicdo inicial impde que
co+cp = 0 co = 4
—2—c1+ca = 0 <~ cit = —4
14+c1—2c0 = 1 co = =2
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Logo, a solugdo do problema é
1
y(t) = =2t + §t2 +4—det —2te”t  VteR.

(c) A solugdo geral de uma equagdo linear ndo homogénea pode ser obtida somando uma
solugdo particular a solucdo geral da equagdo homogénea associada. Para obter uma
solugdo particular da equagdo com b(t) = €', aplica-se o método dos coeficientes
indeterminados:

— ¢! é solucdo de (D — 1)y = 0;
— sey é solugdo de (D + 2D? + D)y = ¢!, entdo

(D—1)(D*+2D?>+ D)y = (D —1)e! =0 ;
— procura-se uma solugdo particular da equacdo dada entre a solucdo geral da
equacdo homogénea,
(D —1)(D*+2D? + D)y =0
ou seja
(D—-1)D(D+1)*y=0,
que é
y(t) = co+ cret + cate ! ezel

— 0s termos sobre a chaveta constituem a solugdo geral da equacdo homogénea,
logo ndo adiantam na busca de uma solugidoparticular da equagcdo ndo ho-
mogénea;

— toma-se como candidata para solucdo particular uma funcdo da forma

y(t) = cze’
que tem as seguintes derivadas
. 2 3 ¢,
() =y () =y (1) = eze’ ;
— o coeficiente c3 determina-se substituindo na equag3o:

y(3) + 2y(2) + y — et
<  (c3+2c3+c3)el = et
= g=71.

Obteve-se a solucdo particular
y(t) = tet VieR.
A solugcdo geral da equagio diferencial dada é

y(t) = iet + co+ Cleft + Cgteft VteR.
—~—

sol. part. sol. geral da eq. hom.

onde cy, c1,co € R. As derivadas desta solu¢do s3o:

y(t) = %et —cre”t + et — cpte™?
y@ (t) = %et +cret —2coet + cotet .
No valor inicial tem-se
y(0) = %—i—co—i-cl
g0) = I—ca+e

y@0) = 1+c—2c.
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A condicdo inicial impde que

1+taw+ a = 0 co =0

1 _ _ 1
i—a + ¢ = 0 <= a1 = —3
1 1
Z+C1—262 =1 2 = —3

Logo, a solugdo do problema é

1
et — ite_t VteR.

Determine a solucdo do seguinte problema de valor inicial

(17) y® — 2y 4y =—4+2t
y(0)=1,9(0)=0, y?(0)=2.

Considere a equacao diferencial escalar

(18) | (a) Determine a sua solugéo geral.
(b) Determine para que condi¢des iniciais em t = 0 é que os problemas de valor
inicial correspondentes tém solucdo convergente quando ¢t — +oc.

Resolucao:
(a) O polinémio caracteristico da equagdo é

pA) =AM H N A% 4
cuja factorizacdo em monomios é
p(A) = XA+ DA —i)(A+1) .

Comentdrio: Para chegar a esta factorizacdo, repara-se na raiz 0 e adivinha-se a
raiz -1. &

A solucdo geral (real) da equacio é
y(t) = c1 +coe "+ c3cost +eysint VEER
onde ¢y, ca,c3,c4 € R.
(b) Para que uma solugdo seja convergente quando t — 400, ela ndo pode envolver

as funcbes cost nem sint. Procuram-se entdo as condicoes iniciais em t = 0 que
implicam que c3 e cq4 sejam 0. Uma vez que

y(t) = c1+coe i+ c3cost + cysint
y(t) = —coe t —cgsint + cqcost
y@ () = coet —c3cost —cysint
3) (t) = —coe b +egsint — cqcost
os valores emt = 0 sdo
y(O) = ¢ +c2+c3
y(0) = —c2ta
y(2) (0) = Cy — C3
y3(0) = — o — ¢y
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donde sai que

e = y(0)+9(0) — y@(0) + y®(0)
o = —5H0)+y®(0))

3 = —2(u(0) +y®(0) — y@(0)
= 3(u(0)—y3(0)

Para que a solucdo do problema de valor inicial seja convergente quando t — +o0,
tera que ser

ou seja,
§(0) = =y (0) = y™(0) .

O conjunto de todas as condi¢cbes iniciais tais que as correspondentes solugbes do
problema de valor inicial sdo convergentes quando t — 400 é

{(4(0),9(0),4®(0),4®(0)) = (a,b, ~b,b) : a,b € R} .



