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ANALISE MATEMATICA IV — CIVIL
FICHA SUPLEMENTAR 3
EQUACOES DIFERENCIAIS ESCALARES DE PRIMEIRA ORDEM

Equacdes Lineares Homogéneas

Determine a solucdo geral da seguinte equagdo diferencial:
dy

= +ely=0.
Resolugao: Paray # 0,
%—Fetyzo — %:—et
= f%dy:—fetdIH-c
<~ Inly|=—-¢e+c
—  |yt)| = ke onde k > 0
— y(t)=ke® onde k # 0

Quando y = 0, encontra-se que a funcdo y(t) =0, Vt € R, também € solugdo.

Solucdo geral:

y(t) = ke comkeR.

Intervalo de definicdo: R.
Verificagdo:

dy d Lt Lt
7 — €Y = k(— t e
Y ke = h(—eh)e
logo
d ¢
dii + ety = k(—e')e ™ + kele " =0 — ok!

O

Comentario: Esta EDO tem uma familia infinita de solucées, familia essa parametrizada
por k € R, ou seja, para cada k real tem-se uma solugdo. Cada solugcdo estd definida em
toda a recta real. &

Date: 15 de Maio de 2000.
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Determine a solucdo do seguinte problema de valor inicial:

W T+ y=0
y(0) = V5.

Resolucao:
Resolucdo da EDQO: Para y # 0,

F+Vi+Py=0 — L=+
<~ Inlyl=—[V1+t3dt

—x

Calculo de uma primitiva de /1 + £2: Fazendo a substituicio t = & = 4f Ginh x, para a qual

z o~z def .
3—; = <4 = coshx, obtém-se

JV1+t2dt = fmcoshmdx
—_—

cosh x

=/ cosh®? zdx  a qual se pode primitivar por partes, ficando

. .12
= sginhx cosh;v—f sinh”z dx
cosh? z—1

Das duas dltimas linhas obtém-se

2/Cosh2xdac =sinhxcoshx +x + ¢,

pelo que
1
/\/1 +t2dt = i(sinhxcoshx—l—x) +ec.

Falta escrever esta primitiva em termos de t:

t=¢=" = ()2 —2e*—1=0

= e =t+V1+1t2

onde se aplicou a férmula resolvente para a equacdo quadratica (t — /1 + t2 ndo pode ser solucdo
porque é sempre negativo). Logo,

r=In(t+v1+1t?).
sinhz =t e coshz =+/1+1¢2.

Finalmente, a primitiva em questdo fica

[Vi+edt = LaVI+2+In(t+V1i+¢2))+c
= 3VI+2+InVi+V1I+82+c.

Por outro lado,

Voltando a EDO,
Iy =— [VI+&dt=-3vVT+ 2 —InvVi+VI+82+c

— |y@t)|=kexp(—itvV1+# —InVt+V1+t2) ondek >0
— y(t)=kexp(—3tV1+2—InVt+V1+12) ondek#0

<~ y(t) = kﬁeiét 1442 onde k 7é 0



AMIV - CIVIL - FICHA SUPLEMENTAR 3 3

Quando y = 0, encontra-se que a funcdo y(t) =0, Vt € R, também é solug3o.

Solugdo geral:

y(t) = l{:;e_%tv 1+¢2 comkeR.
t+ V1t

Intervalo de definicdo: R.

Verificac3o:

Z—? = %(kexp(—%t\/l—i—tz—ln\/t+m)>
= y(t)-%(—%t\/1+t2—ln\/t+\/1—i—7tz)

+——=
— y(t).<—5\/1+t2_5 2 \/1+t2>

VIFEZ  2(t+V1+82)

= (=1 2_t2(t+m)+m+t
= ) (VIR - BRI

_ i o Q) VIR
= v | —aVI+ o )

~~

—iVi+e?

Condicio inicial: \/5 = y(0) = ke® = k=+/5.

Solugdo do problema de valor inicial:

5 — Ll /1422
y(t) = —F—= € 2t onde k € R .
\/ t+ V14t

Comentario: Este problema de valor inicial tem uma tnica solucdo definida para todo o
t real. %

O

Equacoes Lineares

Resolva o seguinte problema de valor inicial
dy 1

- 9) — 3
w1 v

Resolucdo: O factor de integracdo desta EDO linear é et. Multiplicando por e' tem-se

dy et d et
t t t
edt “y 1+¢2 dt(ey) 1+¢2
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e integrando entre 2 e t, tem-se

t s
t) =et [ 3e? d
— yt)=e <3e —|—/21 2 s>
2—t t e
t) = 3e“” - d
— y(t)=3e""+e (/2 a2 3)

Solugio:

t s
_ 9,2t —t €

Intervalo de definicdo: R
Verificacdo: A condicdo inicial é verificada

dy 9t _t/t e’ ¢ d /t e’
- = -3 — d — —d
dt e et w\ ), 1 2%
2—¢ t ! ° t e!
= -3 - d
¢ /21+52 Ste T e
1
= *y(t)ﬁLHitQ ok!

O

Comentario: Como nem sempre é possivel primitivar uma funcdo em termos de fun¢des
elementares, pode acontecer (como no exercicio anterior) que a solucdo de uma equacdo
diferencial sé possa ser apresentada em termos de um integral indefinido. &

Resolva o seguinte problema de valor inicial
dy
— 4+ h(t)y=t —1) =2
o TRy =t y(=1)
(4) | onde h(t) é a funcdo definida por

0 set<0
h(t):{t set >0

Resolucdo: O factor de integracio para esta EDO linear é e/ "Dt Uma primitiva de
h(t) pode obter-se por meio de um integral indefinido, por exemplo:

t
0 set <0
H(t)—/o h(s)ds—{ %tQ et 0

Multiplicando pelo factor de integracdo tem-se

eH(t)% + h(t)eH(t)y = tefl) — ﬁ(eH(t)y) = tell®
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e integrando entre —1 e t, tem-se

t
eHOy(t) — =0y (—1) = / sef(9) s
-1

t
— yit)=eHO (260 +/ seH(s)ds>
-1

2eH(®) 4 e~ H®) (fi]l se¥ds + [} seés2ds) set>0
2e H(t) 4 o—H(?) ffl selds set <0

t
2¢3t" 4 ¢~ 3t <_5 + [6552}()) set >0

2e 3t + e~3t (e%t2 - %) set>0
= y(t)=
2+ % — % set <0
%e_%tQ +1 set>0
— y(t) =
=1 B
35 —+ bl set
Solugio:
%e_%tQ +1 set>0
y(t) =
£ +3 set <0
Intervalo de definicdo: R
Verificagdo: Primeiro nota-se que
1 3
NN=4+"=9
y(=1) =5+

Além disso, tem-se, parat # 0
_1y2
dy —3te 2" = —ty(t)+t=—h(t)y(t) +t set>0
A\ = —oy(t) £t = —h(t)y(t) + 1 set <0
Em t = 0 ambas as derivadas laterais de y(t) sdo 0 e portanto a equagdo

dy
= (0) +1(0)y(0) =0

é satisfeita.

OJ

Comentario: Apesar da expressio da solugido do problema de valor inicial ter de ser dada
por ramos, a funcdo y(t) é de classe C*'. Isto deve-se ao facto de H(t) ser de classe C*
em R (é uma primitiva da fungcdo continua h(t)) e a expressio integral para a solugdo y(t).

¢
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Um cardume de salmoes vive tranquilamente numa zona costeira. A taxa de nata-
lidade do cardume é de 2 por cento por dia e a taxa de mortalidade de 1 por cento
por dia. Em t=0 o cardume tem 1000 salmdes e nesse instante chega a zona um
tubardo que se dedica a consumir 15 salmdes por dia. Quanto tempo demora o
tubardo a extinguir o cardume?

Resolucdo: Seja y(t) a populagdo de salmées no dia t. A evolugdo normal da populagdo
seria aumentar a taxa de 2 —1 = 1 por cento por dia. Isto é a populacdo deveria satisfazer
a equacio diferencial:
dy
— =0.01
dt Y
No entanto, a partir do momento em que o tubardo chega, morrem mais 15 salmdes por
dia e portanto tem-se
dy
— =0.01y — 15
dt Y
Uma vez que no instante t = 0 hd 1000 salmdes, para responder a questido do enunciado
tem de se resolver parat > 0 o problema de valor inicial:
dy

2 0.01y — 15 0) = 1000
o Y . y(0)

O factor de integraco para esta EDO linear é ¢~0-01t

gracao tem-se

. Multiplicando pelo factor de inte-

d
— \€
i

e integrando entre 0 e t tem-se

001y (4)) = 15001

t
e 00y (1) — 1000 = / —15e7 0015
0

t
=  y(t) =01 (1000— / 1560'015ds>
0

0015]1?

t) = 1000 0.01t _ 15 0.01¢ | _
y(t) € ¢ 0.01

y(t) = 100029t — 1500(e%01 — 1)
y(t) = 1500 — 500e"-01

0

111

Solucio:
y(t) = 1500 — 50001t

Intervalo de definicdo: R

Note-se que apesar de a solucdo da equagio estar definida parat € R, ela sé tem significado
fisico parat > 0 e y(t) > 0.

Verificacdo: Primeiro nota-se que

y(0) = 1500 — 500 = 1000

Além disso, tem-se

d
d—? = —5e091 = 0.01(y — 1500) = 0.01y(t) — 15  — ok!
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Resposta ao problema: O cardume estara extinto quando y(t) =0

1500 — 500e%01 = ¢

001 g
t = 100In3
t = 109.8
Conclui-se que o tubardo leva aproximadamente 110 dias a extinguir o cardume de salmdes.

O

Um residuo industrial é despejado num tanque cheio com 1000 litros de dgua a uma
taxa de 1 litro por minuto. A mistura bem homogénea é despejada a mesma taxa.
(a) Determine a concentracdo de residuos no tanque no instante ¢.

(b) Quanto tempo leva esta concentragdo a atingir os 20 por cento?

Resolucao:

(a) Sejay(t) a quantidade de residuo no tanque no minuto t em litros. Se o tanque tivesse
capacidade ilimitada e ndo houvesse escoamento, a quantidade de residuo aumentaria
de acordo com a lei

dy

dt
Como se estd a admitir que o residuo se mistura imediatamente e que o tanque se
escoa & mesma taxa em que é cheio, a taxa de aumento de residuo serd inferior
porque uma parte do residuo se escoard imediatamente. A questio é: que parte?
Uma vez que a mistura é homogénea, a proporcdo de residuo no litro que se escoa em
cada minuto sera idéntica a proporcao de residuo no tanque. Esta proporcio é %
portanto conclui-se que a quantidade de residuo que se escoa por minuto é 0.001y(t)
litros. Donde y(t) obedece a lei:

1

dy

— =1-10.001

dt Y
No instante t = 0 ndo ha qualquer residuo no tanque, portanto

y(0)=0
Para resolver esta EDO linear multiplica-se pelo factor de integracdo e®-"° e obtem-
se: J
= (60.001ty(t)) _ (0001t

e integrando entre 0 e t tem-se:

t
e0.00lty(t) —0= / eO.OOlSdS
0

t
- y(t) _ 670'00115 </ 60'001Sd8>
0

>  y(t) = 1000(1 — e~ 0001)

Solugdo: A concentragdo c(t) de residuo € igual a quantidade de residuo a dividir pela
capacidade do tanque. Conclui-se que

C(t) —1— efOAO()ltS

Intervalo de definicdo: R (mas a solucdo sé tem significado parat > 0)
Verificagdo: Primeiro nota-se que

y(0) = 1000(1 — 1) =0
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Além disso, tem-se

d
d%’ = ¢ 0001 — _0,001(y — 1000) = —0.001y(t) +1  — ok!

(b) A concentracdo atinge 20 por cento quando a quantidade de residuo for 200 litros.

1000(1 — 72901y — 200
c—0001t  _ 1 (9
t = —1000In0.8
t = 223.1
Portanto a concentragcdo leva aproximadamente 3h e 43m a atingir os 20 por cento.
O
Chama-se equacdo de Bernoulli a uma equacdo diferencial da forma
dy
— 4 a(t)y = b(t)y"
L at)y = bty
onde n > 1 é um ndmero natural.
(a) Determine a solugdo geral desta equag3o.
(7) Sugestao: Divida ambos os lados por y™ e transforme a equacdo
numa equacio linear fazendo a mudanca de varidvel u = y'="
(b) Ache a solugdo geral da seguinte equagdo de Bernoulli
d
Yy ysint + P sin 2t = 0
dt
Equacoes Separaveis
Determine a solucdo geral da seguinte equagdo diferencial:
(8) dy _ 1
dt t
Resolugcao: Parat # 0,
=1l = [Bg=[latc
<— [dy=hlt|+c
<~ yt)=Inlt|+c
Solugdo geral:
y(t) =In|t| + ¢ comceR .
Intervalo de definicio: | — oo, 0] ou |0, +0o0].
Verificagdo:
d d 1
di; — @(In\t\ +c) = 7 (parat #0) — ok!
O

Comentario: A equagcdo dada tem duas familias infinitas de solugcdes, cada familia
parametrizada por ¢ € R. As solucées de uma familia estio definidas no semi-eixo aberto
| — 00, 0[ e as solugbes da outra familia no semi-eixo aberto |0, +o0[. &
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Determine a solucdo geral da seguinte equacdo diferencial:

dy 2 2
—=1—-t4+y —ty".
i Y Y

Resolugdo: Factorizando o segundo membro, e dividindo por 1 +y? (que nunca é zero),
d d
L=1-t+y -ty = L=(01-t)(1+¢
v
e

fﬁdy:f(l—t)dt—l-c

arctany =t — %tQ +c

[

y(t) = tan(t — 3t* + ¢)
parat—%tQ—i-c;é%—Hm,k:eZ.

Solucdo geral:

1
y(t) = tan(t — §t2 +c) comceR.

Intervalo de definicdo: Os intervalos de definicdo possiveis sdo os intervalos maximos con-

tidos no conjunto

1
R\ {tcR: t—§t2+c#g+k7r,keZ}.

Verificacdo:

d
d—g = %[tan(tf%t2+c)]
= (1—#)[1+tan’(t — 312 +¢)]
L—t+y2—ty> = (1—1t)(1+y?

= (1-1t)[1+ tan®(t — $t? + ¢)] — ok!
O

Comentario: Os possiveis intervalos de definicio da solucdo foram apenas apresentados
implicitamente como intervalos abertos de comprimento maximo contidos no conjunto

1
R\{teR:t—§t2+c¢g+kw,keZ}.

Por outras palavras, um intervalo de definicdo concreto terd por extremos duas solucoes
consecutivas da equagcio quadratica

1, s
2t t—cH+ 5 +kr=0
com k a variar em Z. Se fosse dada uma condicdo incial, escolher-se-ia a constante real ¢
e determinar-se-ia o intervalo que contivesse o instante inicial.

Por exemplo, se fosse dada a condigcdo inicial y(0) = 0, a constante c teria que satisfazer
0 = y(0) = tanc. Escolhendo ¢ = 0, o intervalo de definicdo da solugdo deste problema

de valor inicial seria o intervalo maximo contido no conjunto

1
R\{teR:t—§t2¢g+kw,keZ}
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que contém o instante t = 0. Resolvendo a equacdo quadratica
22T+ 2%kr=0 <= t=1+V1—7—2kr
(com k € 7Z), obtém-se que as solucées mais préximas de t = 0 sdo
t=1-V1+m e t=1+V1+m.

Sendo estes os dois instantes mais proximos de 0 onde a solucdo explode, conclui-se que o
problema de valor inical

{fg —1—t4y%—ty?
y(0) =0
teria por solucdo

y(t) = tan(t — %ﬁ)
definida para

tel —Vi+ml+V1+n].

Suponha que temos uma equacdo diferencial da forma

a1

50 W — Y s i {
como, por exemplo, a equagdo ¥ = sen(¥). Estas equacBes dizem-se homogéneas.

Como o segundo membro da equacdo depende apenas do quociente ¥, é natural

t,
fazer a substituicdo v = % ou seja, y = vt.

Mostre que esta substituicao transforma ‘C%’ = f(¥) na equacdo equivalente

dv
t% + v = f("U) s

que € separavel.

Resolugao: Supde-se que t # 0. Se y(t) = tu(t), entdo

dy tdv n
~ =t— 4w
dt dt ’
pelo que a equagio % = f(¥) fica
d
td—: +o=f(v),
que é separavel: '
v
f(’l))—vig paraf(v)#v

O

Determine se cada uma das seguintes funcdes de t e y pode ser expressa como uma
fungdo de uma sé varidvel :
(11) | (a) Iny —Int + ?_F—Z ,

3 3
(b) 2
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11
Resolucao:
(a) Sim: fundindo os logaritmos e dividindo numerador e denominador da fracgdo por t,
fica
lny—lnt+ Y ¥ 110
Y t—y 1Y

t

(b) Sim para t # 0: dividindo numerador e denominador da fraccdo por t3, fica

Para t = 0, a fungdo original vale 1 (ou tem limite 1 quando y — 0), mas a substi-
tuicdo para a variavel % ndo € legal.

0

Comentario: Na alinea (b), a resposta estrita é “ndo”. No entanto, pode ser titil saber

exprimir a funcdo em termos de uma sé varidvel no dominio t # 0. &

Determine a solucdo geral da seguinte equacdo diferencial:
dy
22 =2ty +1° .
(12) ar - YTy
Sugestdo: Exercicio 10.
Resolucao:

Para t # 0, divida-se a equacdo por t*> e depois aplique-se o exercicio 10:

9 4y = 20 4 02

<~
— vfﬂ:% parav +v2 #0
<~

fU-‘rlU2dU:f%dt+c'

< ) 1 .
Calculo de uma primitiva de - :

= 1 5 e o .
Decompde-se 5 em fraccbes simples:

Ty = 1=A+ Av+ Bv

<~ A=1 and B=-1.

e . 1 <
Logo, uma primitiva de ;— €

1 1
/fdv—/ dv=Inlv|-In|l1+0v|.
v 1+




AMIV - CIVIL - FICHA SUPLEMENTAR 3

Continuando a resolucio da equac3o:

[Lsdv=[ldt+c <= Info|-In[l+v|=lt|+c

vtov?
< In|{5|=Injt+c
— 1, =kt onde k # 0
= v—kt—ktv=0
— v(l—kt)=Fkt
= o) =ty

2
— y(t) = 1’?“

onde na dltima linha se substituiu v de volta por %

Apesar da técnica de resolucdo sé se aplicar quando t # 0, a extensdo da funcdo y acima
parat =0 é vdlida e permanece solugcdo da equagao.

Falta estudar os casos em que v + v> = v(v+ 1) = 0 (onde v = ¥) excluidos no inicio
da resolucdo:

— quando v = 0, obtém-se que y(t) = 0, Vt, é solucdo, que pode ser descrita na forma
acima para k = 0;

— quando v = —1, verifica-se, por substituicdo na equagdo diferencial, que y(t) = —t,
Vt, também é solugdo:

Fg(—ﬂ:~¢2:2ﬂ—w+«—02.

Solucdo geral:

kt?
t p—
y(t) -

Intervalo de definicdo: Para k # 0, o intervalo de definicdo de uma solugdo da primeira
forma é

comkeR ou y(t) = —t.

1 1
E[ ou ]%7
Para k = 0, o intervalo de definicdo de y(t) = 0 é R. O intervalo de definicdo da solucdo
y(t) = —t também é R.

Verificac3o:

| — o0, oo .

dy _ 2kt(1—kt)+k*t>
dt (1—kt)?

24 _ 2kt3 (1—kt)+k2t4
(1—kt)?

2 2kt k24
2y +y° = Tt o

2kt3(1—kt)+k%t*  _ ,ody |

(1—k‘7t)2 =1 at ok!
]

Comentario: A equacio dada tem duas familias de solucées definidas em subintervalos

de R, cada uma parametrizada por k # 0, e tem ainda mais duas solucées definidas em
todo o R. &
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Um objecto de massa m é lancado verticalmente a partir da superficie da Terra com
uma velocidade inicial V{). Considera-se um referencial em que o sentido positivo
do eixo dos y's coincida com a direc¢ao vertical apontando para cima, estando a
origem sobre a superficie da Terra. Assumindo que n3o ha resisténcia do ar, mas
considerando a variagao do campo gravitacional terrestre com a altitude, obtém-se
a seguinte lei para a velocidade V' (¢) do objecto:

V. mgR®

m—=———
dt (y + R)?
onde R é o raio da Terra.
(a) Seja V() = v(y(t)), onde v = v(y) é a velocidade como fung¢do da altitude y.
Determine a equagdo diferencial satisfeita por v(y).
(b) Calcule a chamada velocidade de escape, ou seja, calcule a menor velocidade

inicial Vj para a qual o objecto nao regressa a Terra.
Sugestdo: A velocidade de escape é determinada impondo que v(y)

permaneca positivo.

Considere uma espécie com reproducdo sexuada: cada membro da populagdo ne-
cessita de encontrar um parceiro para se reproduzir. Se N (t) for a populagdo total
no instante ¢, o nimero de encontros entre machos e fémeas deve ser proporcional
ao produto do nimero de machos pelo nimero de fémeas. Como cada um destes
ntimeros ¢ proporcional a N(t), o nimero de nascimentos é proporcional a N?(t).
Por outro lado, a taxa de mortalidade, é proporcional a N(t) pois ndo depende de
encontros entre individuos.

Conclui-se que a populagdo N(t) satisfaz a equagdo diferencial
dN
E:bNQ—aN , coma,b>0

Mostre que, se N(0) < § entdo N(t) — 0 quando ¢ — co. Conclua que quando a
populacdo € inferior ao nivel critico § a populagdo estd em vias de exting¢do.

Equacoes Exactas

Determine a solucdo geral da seguinte equacdo diferencial:

d
2t siny + ye' + (t* cosy + 3y26t)d—‘z =0.

Resolucao: Esta equagdo ndo € linear nem separavel.
Teste de equagio exacta:

A equacgido

d
2t siny + ye! + (12 cosy + 3y’et) c% =

M(t,y) N(ty)

0

é exacta se e s6 se existe uma fungcdo “potencial”’, F' = F(t,y), tal que

{ng = M(t,y)
875 = N(t7y)
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(por definicdo de equagdo exacta).
Uma vez que as expressées de M (t,y) e N(t,y) sdo continuamente diferencidveis em
todo o R?, uma condic3o necessdria e suficiente para a existéncia de uma tal funcdo

potencial F é'

oM _ 0N

oy ot
o oM ON
a—y:thosy—l—Z%ert:E,

pelo que se conclui que a equagdo é exacta.
Resolucdo da EDO:
Determina-se uma funcido “potencial”, F':

%—f = 2tsiny + y3e
%—Z = t2cosy + 3y’

F(t,y) = [(2tsiny+y3e')dt+ f(y)
F(t,y) = [(t?cosy+ 3y?e')dy + g(t)
F(t,y) = t*siny+y’e’ + f(y)

F(t,y) = t*siny+y’e' +g(t)

Escolhendo
F(t,y) = t*siny + e’
a equacio diferencial fica equivalente a

d
%F(t,y(t)) =0 < F(t,y) =c < t’siny+y’e =c.
Solucéo:
t2siny 4+ ye! = ¢ (%) com ceR.
Verificagdo:
t2siny + et é constante
= % (t2 siny + y3et) =0
— % (t?siny + y’e') + 8% (t?siny + y’e') % =0
; 3.t 2 2,.t\dy _
<= 2tsiny +y’e’ + (t“cosy +3y’e")G =0 —ok!

O

Comentario: Pelo teorema da fungdo implicita, se for dada uma condigdo inicial, y(ty) =
Yo, a expressdo (x) determina y = y(t) em torno de t = ty, desde que seja satisfeita a
condicdo
gjj(to, Yo) # 0,
ou seja,
t2 cosyo + 3yae® #0 .

LCf. Anslise Matemética I1l: condicdo para um campo vectorial (M (t,y), N(t,y)) ser o gradiante, VF =

or, ‘?9—1;) de alguma fungdo escalar F(t,y).
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Determine a solugcao do seguinte problema de valor inicial:
d
37 + 4ty + 2y +2t*)FL =0
y(0)=1.

Resolucao: A equagio diferencial ndo € linear nem separdvel.
Teste de equagio exacta:
A equagio diferencial

d
312+ Aty + (2y + 262) L =0
—_—— 2t

€ exacta se e s6 se existe uma fungcdo “potencial”’, F' = F(t,y), tal que
oF
(por definicdo de equagdo exacta).
Uma vez que as expressées de M (t,y) e N(t,y) sdo continuamente diferencidveis em

todo o R?, uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia de uma tal funcio
potencial F &

oM  ON

oy ot
Ora

OV _ N

oy ot ’

pelo que se conclui que a equagio € exacta.
Resolucdo da EDO:
Para encontrar uma funcdo “potencial”, F', resolve-se o sistema de equacoes

oF _ 2
9E = 32+ 4ty
& = 2y 42

F(t,y) = [(3t*+4ty)dt+ f(y)

F(t,y) = [(2y+2t*)dy+ g(2)

F(ty) = t+2%+ f(y)
<

F(tyy) = y*>+2t%+g(t)

Escolhendo
F(t,y) =t +y* + 2%y,

a equagao diferencial fica equivalente a

d
ZFtLy®) =0 <= F(ty) =c < B4y 2%y =c.

2Cf. Andlise Matemética I1l: condicdo para um campo vectorial (M (t,y), N(t,y)) ser o gradiante, VF =

(tLF oF
ot dy

), de alguma fungdo escalar F'(t,y).
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Condic3o inicial:
A condicdo y(0) = 1 impbe que a constante real ¢ satisfaca

0¥+1242.02 1=c <= c=1.
A solugcdo do problema de valor inicial é dada por

Bry?r2tty=1 = yP+2%y+t3-1=0

= yt)=-t2+£Vti-t3+1.

Para que y(0) = 1, escolhe-se o sinal + para a raiz quadrada.
Intervalo de definicdo:
— Para que y = y(t) esteja definida, o argumento da raiz quadrada tem que ser nio-
negativo.
— Para que y = y(t) seja diferencidvel, o argumento da raiz quadrada tem que ser positivo,
0 que acontece sempre:
e quandot > 1, tem-se t* > t3, logot* —t3+1>1;
e quandot <0, tem-se t*>0e—t3>0, logo 341 >1;
e quando 0 <t < 1, tem-set* >0 et <1, logot* — 3 +1 > 0.
Conclui-se que o intervalo maximo de definicdo é R.
Solucdo do problema de valor inicial:

y(t) = —t* + Vt* —t3+1, paratodootcR .
Verificac3o:

o= g (VI

- A3 -3t2
= 2t—|—2

Vit—t3+1
2u+2t2 = 2Vt -3 +1
2+ 22)W = 4B 14 -3 (%
dt

3 4+4ty = 2 —AB+ AV B+ 1 (xx)
(x*)+(x) =0 — ok!

y(0) = —-04+v0-0+1=1 — ok!

O
Determine a constante real o para a qual a equacao diferencial seguinte é exacta e
17 resolva-a: g
(17) Y 4 3422 (21 1 6at+y)d_3; —0.
Resolucao:
Determinagdo de o:
A equacido
d
Y 4 322 4 (213 + 1TY) d—z =0

M(ty) N(ty)
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€ exacta se e sO se existe uma funcdo “potencial”’, F' = F(t,y), tal que

& = M(t,y)
{‘% = N(ty)

(por definicdo de equagdo exacta).

Uma vez que as expressées de M (t,y) e N(t,y) sdo continuamente diferencidveis em
todo o R?, uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia de uma tal funcio
potencial F &

oM  ON
oy Ot
Ha entdo que escolher av de modo a satisfazer a equagdo
Y 4 6t%y = 6yt? + eV = a=1.

Para que a equagdo seja exacta, a constante o deve ser 1.
Resolugcdo da equagio para o = 1:
Quando o = 1, encontra-se uma fungdo “potencial”’, F', resolvendo o sistema de equagées

%—f = etV + 3t%y?
%—5 = 23 4 ety

F(t,y) = [(e™Y+3t%y%)dt + f(y)

<
F(t,y) = [Qyt*+ ) dy+g(t)
F(t,y) = eV +3y2 + f(y)

<
F(t,y) = y*t°+et 4+ g(t)

Uma solugdo possivel é
F(t,y) = t3%? + v .

A equacdo dada é equivalente a

d
—F(t,y(t)) =0 < F(t,y) =c «— 3>+ =c.

dt
Solugio:
3y 4 etV =¢ (%) com ceR.
Verificac3o:
t3y? + el TV é constante
= LBy +etV) =0
= LB+ + L (P ety =0
ot \UY oy \UY dt
=  3t2y? 4+ Y+ (29t + et“'y)‘fl—? =0 —ok!

O

3Cf. Anélise Matematica Ill: condigdo para um campo vectorial (M (t,y), N(t,y)) ser o gradiante, VF =

or, ‘?9—1;) de alguma fungdo escalar F(t,y).
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Comentario: Pelo teorema da fungdo implicita, se for dada uma condicio inicial, y(to) =
Yo, @ expressdo (x) determina y = y(t) em torno de t = ty, desde que seja satisfeita a
condigcdo
oF
Fy(t()) yO) 7& 0 )
ou seja,
2yoty + €0tV £ 0
E possivel ver que para esta equacido diferencial, as condicbes iniciais sé sdo admissiveis se
satisfizerem a condicdo do teorema da funcdo implicita:
Suponha-se (por redugdo ao absurdo) que existia uma solugdo com condigdo inicial
(to,y0) tal que ‘
2y0t8 +elotvo = .
A prépria EDO avaliada em (tg, yo) imporia também que
elotvo 4 33y =0 .

Nesse caso, teria que ser tg # 0 e yo # 0. Entdo
2
2y0t8 = Stgyg <~ 2t0 = 3y0 <~ Yo = gto .

Voltando a substituir, ficaria
4 5
0 = 2yotd + elotwo = _t3 +e3t0
Yolo + ‘y():%to 30 + ’
o que € impossivel, pois a exponencial é sempre positiva e o primeiro termo nunca é

negativo. &

Mostre que qualquer equacdo separdvel da forma

dy _ glt)
da  f(y)
¢é exacta.
Resolugdo: Para f(y) # 0,
dy  g(t) dy
@ = T W W =0

M(ty) N(ty)

A equagido € exacta se e sé se existe uma fungcdo “potencial”’, F' = F(t,y), tal que

oF
{(gﬁ‘ - M(tvy)

= N(ty)
ou seja,
{af = ()
5 = —fW

= Flty) = [gt)dt— [ fly)dy+c
Portanto, qualquer equacio separavel da forma

dy — g(t)

dt — f(y)

€ exacta; além disso, € equivalente, para f(y) # 0, a

/g(t) dt—/f(y) dy = constante .
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Equacoes Redutiveis a Exactas

Resolva o seguinte problema de valor inicial
Sty+y° + (P 4ty =0, y2)=1

Resolucao: A equagcdo ndo € linear nem separavel. Também nido é exacta porque:

0 0

— (Bty+1y?) =3t +2 A2 +y== (> +t

99 (3ty +v°) y#2t+y =5 (& +ty)

Assim, resta tentar encontrar um factor de integragdo ;1. A equacdo que i tem de verificar
para ser um factor de integracio é

;y ((Bty +y*)u) = gt (£ + ty)p)

ou ou

—  (3t+2y)u+ 3ty + yz)a—y =2t +y)p+ (+ ty)a
Como ndo se aprende a resolver estas equagées em AMIV, tenta-se achar um factor de
integragdo que seja s6é fung¢do de y ou sé fungdo de t. Nesse caso a equagido anterior

simplifica-se porque uma das derivadas parciais de . € nula.

A equagdo tem um factor de integragdo i = p(y) 7 Em caso afirmativo, o factor de inte-
gracdo tem de satisfazer a equacdo:

aay (n(3ty + %)) = gt (u(t* + ty))

d

= ﬁ(?ﬂfy +y%) + u(y) (3t + 2y) = u(y) (2t +y)
dp

— W_ 'ty
po 3ty +y?

Esta equacdo ndo tem solucbes! Isto porque no termo esquerdo tem-se uma funcdo de y
e no termo direito uma funcdo que depende de t e de y. Conclui-se que ndo existe um
factor integrante que seja funcdo sé de y.

A equagdo tem um factor de integracdo = p(t) ? Em caso afirmativo, o factor de inte-
gracdo tem de satisfazer a equagio:

9 oy _ O o
3 (1Bty + 7)) = 5, (u(t +1ty)) (%)
d
= u(t)(3t+2y):u(t)(2t+y)+£(t2+ty)
d,
— i;: tty
wo oty +t?
de
— 4
7] t

Esta equagdo tem solugdo. Pode-se tomar por exemplo u(t) =t para t # 0.
Resolucdo da equacdo usando o factor de integracdo: Multiplicando a equacio pelo factor

de integracdo obtem-se

3Py + Pt + (BB + 2y =0 (x%)
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que é equivalente ao problema que queremos resolver parat # 0. Como R? é simplesmente
conexo, a condicdo (x) € suficiente para a existéncia de uma fungdo potencial para o campo
vectorial (M, N)

M(t,y) =3’y +y*t , Nty =t +t%y
Sendo ¢(t,y) a fungcdo potencial tem-se
0
& = 3t%y +yt ot y) = t3y + Syt + A(y)
5 =1+ 1%y ot y) = t*y + 5t°y* + B(t)

Portanto, um potencial para o campo (M, N) é

1
o(t,y) =ty + §t2y2

A equagdo (**) escreve-se

d

— t,y(t)) =0
5 (0t y(?))
Portanto as solucdes da equacio verificam

Py + %ﬁ *=C
e a constante pode ser determinada pelo valor inicial
y(2) =1 —> 231+%2212=c — Cc=10
Ou seja, utilizando a férmula resolvente,

1
3y + §t2y2 —-10=0
—t3 + /16 + 20¢2
2

t

20
= y:—ti\/t2+t—2

A condic3o inicial for¢ca o sinal “+" na equacdo anterior.
Solucdo do problema de valor inicial:

— Y=

/ 20
y(t) = —t + t2+t—2

Esta é a solugcdo do problema de valor inicial pretendido parat # 0. Como o limite de
y(t) € infinito quando t — 0, conclui-se que o intervalo maximo de definicdo da solucdo é
10, +00] (e portanto a condicdo que impusemos ('t # 0) € irrelevante para a solucdo deste

problema de valor inicial).
/ 20

Verificac3o:
Quanto a equacio, fazendo u = /12 + 20 e notando que
t

du 2t—37 4 —20

dat ~ 2u t3u
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tem-se
3ty +v* + (12 + ty)y

= Bt(—t+u)+ (—t+u)’+(+t(—t+u) (‘1 + t4t;u20>

20
= 32 +3tu+t>—22utu—tu+t>?— "=

t2
=0 — ok!

Resolva o seguinte problema de valor inicial
2t + (4Pt + 29 =0, y(l)=1

A equacao diferencial

d
6y(t +y) +t(4t + 9y)d—?Z =0

admite um factor de integracdo da forma p(ty), ou seja, um factor  que sé depende
do produto das varidveis ty. Determine-o e dé a solugcdo da equagdo com y(1) = 1.

Sugestdo: A equacdo diferencial que dd u = p(ty) pode ser escrita
em termos de uma sé varidvel v = ty.

Resolucao:
Célculo de um factor de integragdo: Uma fungdo, u = u(ty), que nunca se anula é factor

de integracdo da equagio dada se e s6 se

dy| _

p(ty) |6y(t +y) + t(4t + 9y) I

0 € equagdo exacta.

Para tal, uma condi¢cdo necessdria é

2 [1(ty)6y(t +y)] = & [u(ty)t(4t + 9y)]

=t/ (ty)6y(t +y) + 6tu(ty) + 12yu(ty) =
=y (ty)t(4t + 9y) + p(ty)8t + p(ty)9y

— (2% —3ty?) 1/ (ty) + (By — 2t) p(ty) =0 .
— N——
ty(2t—3y) —(2t=3y)

Pondo v = ty, € suficiente resolver a seguinte equacio separdvel com p # 0 e v # 0:

o (v) = p(v) = 0

t\
L~
<
=
S|

In|p(v)] = Tnjo + ¢

|u(v)| = kv comk >0

reu

w(v) = kv comk #0 .

Como basta um factor de integracdo, escolhemos k = 1, ou seja,

u(ty) =ty .




22

AMIV - CIVIL - FICHA SUPLEMENTAR 3

Resolucdo da EDO usando o factor de integracdo encontrado: Parat # 0 ey # 0, a

equacdo dada € equivalente & seguinte equagcdo exacta:

ty |6y(t +y) + t(4t +9y)% =0.
Uma fungdo ‘“potencial”, F'(t,y), determina-se através de
9L = 6ty’(t+y)
9 = ty(4t+9y)

F(tyy) = [6ty*(t+y)dt+ f(y)

<
F(t,y) = [t*y(4t+9y)dy+ g(t)
F(t,y) = 2632+ 3t%3 + f(y)
<
F(t,y) = 2t3%% + 323 + g(t)

Uma solucdo possivel é
F(t,y) = 2t3y% 4+ 323 .
A solucdo da equagio diferencial é dada implicitamente por

d
%F(t,y)zo — F(t,y):C <~ 2t3y2+3t2y326.

Verificacdo: Para ty # 0,
2t3y? + 3t2y3 é constante

& (2% + 3t%%) = 0

g (2% +36%%) + 5 (2697 + 36%°) @ =0

[

ty[6y(t +y)] + ty[t(4t + 9y)] % = 0

= Gy(t+y)+tAt+9y)% =0 - ok!

Solugo do problema de valor inicial: A condicdo y(1) = 1 impde que a constante ¢ satis-
faca

2:.1-143:-1-1=c < c=5.
Pelo teorema da funcdo implicita, como
OF 9
—(1,1) = t°y(4t +9
3y (1,1) = t7y(4t + 9y

conclui-se que a solucdo do problema de valor inicial € dada por
26%y% + 3t%y° = 5

Mt:l,y:l =13#0,

para t numa vizinhanca de ty = 1. [

Comentario: Esta solucdo poderia ser escrita explicitamente usando a férmula resolvente
para a equacdo do 3% grau. &
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Existéncia, Unicidade e Extensao de Solucoes

Determine uma solu¢ao continua do problema de valor inicial

{%+y=g@

y(0) =0,
onde
(1) = 2 se 0<t<1
g = 0 se t>1.

Resolucdo: Para 0 <t <1, u(t) = e' é um factor de integracio:
%-&-y:Q = et%—i—ety:%t

= %(ety) = 2¢!

— ey=[2dt+c

— yt)=e (2 +c)=2+ce !
Condicdo inicial: 0 = y(0) =2+ c=c= —2.
Solugdo do problema de valor inicial para 0 <t < 1:
y(t) =2—2e".

Continua¢do da solucdo parat > 1: Quando t > 1, a equacdo € homogénea; para y # 0
resolve-se pelo método de separacdo de varidveis:

-1

J .
dty=0 = ¢

— [Ldt=—[di+c

= f% dy=—t+c

<~ Inlyl=—-t+c

— |y(t)|=ke ! onde k > 0
— y(t) =ke? onde k #0 .

A fungdo y(t) = 0, Vt, também € solugdo. Logo, a solucdo geral da equagdo diferencial
parat>1é€

y(t) = ke " ondek e R .
Para obter uma solugdo continua do problema posto, a solucdo parat > 1 deve satisfazer
uma condicdo inicial em t = 1 que a faca coincidir com o valor da solucdo no intervalo
0<t <1

y(1) =2 —2¢71 .

Assim impde-se kel =2—-2¢"1 ou seja, k = 2e — 2.
Solugdo:

227t 0<t<1
y(t) = s
(2e —2)e™" t>1.
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Verificac3o:

dy [ &2—2e7"]=2¢", 0<t<1
dt %[(26—2)6_t]:(2—26)€_t, t>1.
” 2t 42 -2t=2,0<t<1
atY = —t —t
(2—2e)e "+ (2e—2)et=0,t>1
= g(t) parat#1 — ok!

O

Comentério: Esta “solucdo” continua ndo é de classe C', porque os limites laterais de
% em t = 1 sdo diferentes:

lim % = lim 2¢7t =271

t—1— t—1—

lim % = lim (2 — 2e)e~t = (2 — 2e)e! .
t—1+ dt t~>1+( ) ( )

Portanto, esta “solucdo” ndo € solugdo do problema de valor inicial no sentido estrito da
definicdo de "solucdo de equacio diferencial” onde se impée ter primeira derivada continua

(i.e., ser de classe C1). &
Prove que y(t) = —1, Vt € R, é a Unica solu¢do do problema de valor inicial
d
) % —t{1+y
y(0) =-1.
Resolugao: A funcdo y(t) = —1, Vt € R, € claramente solucdo do problema dado porque
d

(D=0 e t(1+(-1)=0, VtER.

Como f(t,y) = t(1 + y) é uma fungio de classe C' definida em R?, ela é localmente
lipschitziana relativamente a y em R?. Pelo teorema de Picard, qualquer problema de
valor inicial

W= f(t,y) =t(1+y)
y(to) = vo

tem uma unica solucdo. Em particular, y(t) = —1, ¥Vt € R, € a dnica solugdo de

W —t(1+y)
y(0)=~-1.

Determine todas as solucdes de classe C'' do problema de valor inicial

(24) %z\/g, y(0)=0.
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Mostre que existe uma soluc3do de classe C! para o problema de valor inicial

%:t 1—92
y(0) = —1

diferente da solugdo y(t) = —1, Vt € R.
Sugestao: Para |y| < 1 a equagdo pode ser resolvida como equagdo
separdvel. Obtenha dessa maneira um par de solugGes com a propri-
edade y(t) — —1 quando t — 0T ou t — 07, cole-as e estenda ao
resto de R como constante.

Explique porque é que isto ndo contradiz o teorema de Picard.

Resolucdao: De acordo com a sugestdo, resolve-se a equagdo diferencial para |y| < 1
como equagao separavel:

B —t1-y? = iy
1—y2
—= fﬁdy = [tdt+c
<= arcsiny = %—i—c
— yt)= sin(% +c).
Para que y(0) = —1, escolhemos ¢ = — 7.

Para que |y| < 1, o argumento do seno tem que ser

Il T s 0<t?<2n
< te€]—V2m0[out€l0,v2r|.
Sejam
y=(t) =sin(L — T, te]—vor, o],
yt(t) =sin(L —T) t €]0,v27] .

Estas solucbes podem-se colar emt = 0 e podem-se estender parat > /27 out <
—+/2mw como sendo a constante 1.

Solugdo:
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Note-se que esta fungdo é continuamente diferencidvel em todo o R (em particular, a
derivada em t = —/2m ou emt =0 ou em t = /2w € 0).

Verificac3o:

aw _ Jteos(5—3), It| < v2m
dt 0, It > v2r
. 2
WIZE = t\/l—sm2(%—g) , |t] < V2m
0, |t| > V2m
tcos(% -3), It] < V27
g - Okl
0, [t| > V27
Relacdo com o teorema de Picard: A equacdo diferencial é da forma
dy
Y = t
o =ty

com f(t,y) =t\/1 —y? definida parat e R ey € [—1,1].
Pelo teorema de Picard, a solucdo do problema de valor inicial

{Ccl;,{ = f(t’ y)
y(to) = yo
existe e € dnica se f for localmente lipschitziana em relacdo a y num dominio contendo
(to, ¥o)-

Neste caso, a fungdo f(t,y) = t/1 — y? n3o € localmente lipschitziana em relacdo a
y para qualquer dominio contendo (to,y0) = (0,—1). A condicdo falha exactamente em
y = —1 porque

—1
lim — = lim 7y:oo parat~0,t#0,

y——1 8y y——1,/1 — y2

o que implica que
t — f(t,—1
lim fty) = F(t,=1) =00 parat=0,t#0.
y—-—1 y—(—1)
Logo, qualquer que seja o intervalo [—1,—1 + €], ndo pode existir uma constante L.
satisfazendo*
fty) = f@& =D < Lely+ 1],  Vye[-1,-1+¢],

parat~0,t+#0. 0

Comentario:
e A fungdo f(t,y) € localmente lipschitziana em relagdo a y para y €] — 1, 1[, porque
a derivada parcial % é continua para y €] — 1,1].
t2 s

o A fungdo y(t) = sin(5 — §), Vt € R, ndo € solucdo da equacio diferencial. De

facto, a igualdade \/1 — sin® x = cosx usada na verificacio sé é verdadeira quando
—5 +2kr <x < § + 2km para algum k € Z. Para outros valores de x, o co-seno é

negativo e tem-se \/1 — sin® z = — cos x.

Act. definicdo de funcdo localmente lipschitziana.
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&

Mostre que a solucdo do seguinte problema de valor inicial existe, é Unica e estd

5 definida para 0 <t < 1:
(26) y=1y*+cost’, y(0)=0

Resolucao: Esta equacido ndo pode ser resolvida explicitamente pelos métodos estudados.
No entanto, a resolugcdo explicita ndo € necessaria para responder a questao.

A funcdo f(t,y) = y* + cost? é de classe C' em R? e portanto, o teorema de Picard
garante a existéncia e unicidade da solucido do problema de valor inicial. O teorema garante
também que a solugdo do problema de valor inicial pode ser prolongada a um intervalo
mdximo de definicdo |a,b| (contendo 0) tal que quando t — a™ out — b~, (t,y(t))
tende para a fronteira do dominio de f. Uma vez que f estd definida em todo o R?,
isto significa que (t,y(t)) — oo nos extremos do intervalo de definicdo. Em particular, se
a (respectivamente b) for finito entdo a solucdo explode parat = a (respectivamente
t="0), isto € y(t) — oo quando t — a (respectivamente t — b).

Assim, para mostrar que o intervalo de definicdo da solugdo contém [0, 1] € suficiente

mostrar que a solucdo y(t) ndo explode parat < 1. Uma maneira de fazer isto € arranjar
dois problemas de valor inicial

d
dit‘:f(t,u) . u(0)=0
dv
%:g(tvv) y U(O):O

cujos intervalos de definicdo contenham [0, 1] e que verifiquem
u(t) < y(t) <ot)
Para que esta dltima condicdo seja verificada basta ® que
f(t.y) < y* +cost® < g(t,y)
Uma vez que, para 0 <t <1 se tem
0<y?+cost?<y?+1

pode-se considerar os problemas de valor inicial

du
— =0 0)=0
)
d
d—:ZUQ—i-l , v(0)=0
O primeiro tem solucdo constante u(t) = 0. Quanto ao segundo, trata-se de uma equacdo
separavel
1 dv
v2+1 dt

d
< —(arctanv) =1
it )
< v(t) =tan(t +c)
em que ¢ € uma constante real. A condigcdo inicial implica c = 0, portanto a solugdo é
v(t) = tant

5 Ver Proposicio 3.2.11, pdgina 160, do livro “Equacgoes Diferenciais Ordindrias” por Fernando
Pestana da Costa.
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com intervalo maximo de definicdo | — %, [. Conclui-se que

0 <y(t) <tant, para 0<t<1
0 que mostra que o intervalo de definicdo de y(t) contém [0, 1].

O

Mostre que as solugcdes dos seguintes problemas de valor inicial existem, sdo Unicas
e estdo definidas nos intervalos indicados:

@ y=y+e?v+et [ y0)=0 ,0<t<1

(b)) y=e'+In(1+y?*) ,y0)=0 ,0<t<+00

Campos de Direccoes

Esboce o campo de direccoes e trace os respectivos tipos de solucdo da equacao
diferencial
dy

dt—y@—Q%

Resolugdo: Para cada c € R, o conjunto dos pontos (t,1) € R? onde o gréfico da solucio
y(t) tem declive % = ¢, é determinado pela equacio

yly—2)=c.
c<—1 y? =2y —c=0 <= y=1++/1+c é impossivel
c=—1 ¥ -2y +1=0 < y=1
c:—% y2—2y+%:0<:>y:1:|:§
c=0 y=0ouy=2
c= PP —2y—1=0 < y=14+2
c=3 P2 -2y —3=0 = y=1+2

c= y?—2y—8=0 < y=1+3
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Esboco do campo de direcces:

y

RNy

[ITTTTTT s DT
SIS A S

NN NN N N N N

AU

N NN OSSOSO

T
TR ]

Tragado dos tipos de solugdo:

RN

e

Esboce os campos de direccoes e trace os vérios tipos de solugdo para as seguintes

equacoes diferenciais

(@) =y’ -1
(b) y ="+
(c) y=15




