
Instituto Superior Técnico
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(1) Seja f a função definida por

f(z) =
1

z4 + 1

(a) Determine e classifique as singularidades de f .
(b) Utilize o teorema dos reśıduos para calcular∮

γR

1

z4 + 1
dz

onde γR é a fronteira do semićırculo

DR = {z ∈ C : |z| ≤ R, Im z ≥ 0}
de raio R > 1 percorrida uma vez no sentido positivo.

(c) Mostre que ∣∣∣∣∫
ΓR

1

z4 + 1
dz

∣∣∣∣ ≤ Rπ

R4 − 1

onde ΓR é a porção de γR correspondente à semicircunferência

{z ∈ C : |z| = R, Im z ≥ 0}
(d) Utilize os resultados das aĺıneas anteriores para calcular∫ +∞

−∞

1

x4 + 1
dx

(2) (a) Determine o desenvolvimento em série de Laurent na região C \ {0} da função

g(z) = (z − z3)e
1
z

(b) Calcule o reśıduo no ponto z = 0 da função

f(z) =
1

z − 4
+ (z − z3)e

1
z

(c) Calcule ∮
γ

(
1

z − 4
+ (z − z3)e

1
z

)
dz

onde γ é a curva {z ∈ C : |z| = 5} percorrida uma vez no sentido positivo.
(d) Quais são os posśıveis valores do integral∮

C

(
1

z − 4
+ (z − z3)e

1
z

)
dz

onde C é uma curva fechada simples contida em C \ {0, 4}?
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Nos exerćıcios seguintes indique o intervalo de definição das soluções
e inclua uma verificação das soluções que apresenta.

(3) Determine a solução geral das seguintes equações diferenciais:
(a) dy

dt
= t

t2+1

(b) dy
dt

= t sin t + 1
t2−1

(4) Determine a solução geral das seguintes equações diferenciais:
(a) dy

dt
+ 1

t2
y = 0

(b) dy
dt

+ 1
t−3

y = sin t

(5) Determine a solução dos seguintes problemas de valor inicial:
(a) dy

dt
+ ty = t , y(0) = 1

(b) dy
dt

+ y = cosh t , y(0) = 1

(6) Em t = 0 vivem 100 coelhos numa floresta. Sabendo que a taxa de natalidade dos
coelhos é de 2 por cento por dia, e que todos os dias 1 coelho é esmagado pela queda
de uma árvore, indique a população de coelhos (aproximada) ao fim de dez semanas
(isto é para t = 70).


