Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccdo de Algebra e Analise

ANALISE MATEMATICA IV — CIVIL
FICHA 2 — ANALISE COMPLEXA

RESOLUCAO

(1) Para cada um dos seguintes conjuntos Z C C, esboce o conjunto
W={weC:e"eZ}
dos seus logaritmos.
(a) Z={z€C:Re(z) >0, Im(z) >0},
(b) Z =TRR;
() Z={2€C:|z|=¢, T <argz < ¥}
Resolucao: Como, para z # 0, os logaritmos de z sdo dados por
Logz =In|z| +i(argz + 2kmw), k€Z,
os conjuntos W s3o da forma
W ={ln|z|+i(argz + 2kn) |k € Z ez € Z\ {0}} .
(a)
W = {ln|z|+i(argz+2kn):k€Z, Rez>0 Imz>0}
{In|z| +i(argz +2km) : k€ Z , |2| >0, argz €]0,7/2] }
= {z4+i(0+2kn):k€Z, xR, 0€]0,n/2] }.
—_——
y
Portanto o esbogo do conjunto W é:

'|
y= TU2+4TT

y= 41

y= TU2+21

y= 1W2-21

y= -21

y= 12-41

y= —41
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(b) Tendo em conta que 0 ndo pertence a imagem da exponencial, temos

W = {ln|z|+i(argz+2kn):k€Z, z€ R\ {0} }
{In|z| +i(argz+2km) :k€Z, |z| >0, argz=0ou argz =7 }
= {x+i(2kn):k€eZ,xzeR}.
~——
y
Portanto o esbogo do conjunto W é:

y

y= 41t

y= 31

y= 21T

y=Tt

y=0 X

y= -1t

y= =21

y= =31

y= —4mn

W = {ln|z|+i(argz+2km):k€Z, |z|=¢€,

3
4

AN

= 1 +i(04+2km): keZ, — <0<
{L+i( )

xT

T
4
y

Portanto o esbogo do conjunto W é:
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y (1,19774)

(1,17174)

(1,11r74)

(1,9174)

(1,314)
| (1,1v4)

(1,-514)

(1,-7r04)

(1,-13174)

' (1,-1514)

(2) Calcule pela definigao

2
/Z+ dz ,
, 2

onde v é a semicircunferéncia ou circunferéncia parametrizada por:

Resolucao:
(a) A parametrizacdo z() = 2¢" tem derivada 2'(0) = 2ie’®. Portanto, pela definicio
de integral temos

2 2
/Z+ dz = /<1—|—>dz
vy ? ¥ z
= /7r 1+ -2 20 dg
o 0 2610 e
- / <2z'ei9+2z') a0
0

T

+ 27
0

— 262’9

= —2-—2+42m
—4 4 2m
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(b) Analogamente

/z+2dz = /(1—1—2>d2
N 2 . z
27 9 i
/7r <1+2ei9) 2ie* df
2T )
- / <2ie’9+27j> df

0 2T

= 2¢ + 27
i

— 2 (-2)+2mi

= 44 2m

(c) Pela aditividade do integral em relagdo ao caminho de integracdo, o integral da alinea
c) € igual 3 soma dos integrais das alineas a) e b):

2
/ZJZr dz = (—4+2mi)+ (4 + 2mi)
Y

= 4m

0

(3) Seja v a circunferéncia de raio 1 centrada na origem percorrida uma vez no sentido
positivo. Usando o teorema de Cauchy e as férmulas integrais de Cauchy, calcule os
seguintes integrais:

()

/1dz;
.
/e—dz;
y 2
cos 2z
—— dz;
/7(2—22)7

sin z
—dz .
/7 (22 —1)6
Resolucao:

(a) A fungdo constante f(z) = 1 é analitica em C, que é uma regido simplesmente
conexa. Portanto pelo teorema de Cauchy, o integral de f(z) ao longo de qualquer
caminho fechado em C é 0. Em particular

/ldz:O
.

(b)
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(b) f(z) = e* é uma fungdo analitica em C e~y é um caminho fechado simples contendo
a origem e orientado no sentido positivo. Portanto pela formula de Cauchy,

/ e—zdz = /() dz
N ? y 7= 0
= 2mif(0)
= 2m
(c) A funcdo
CoS 2
f(z) = m

é uma fungdo analitica em C\ {2i}. Como 2i n3o pertence ao interior do contorno
v, a fungdo € analitica numa regido que contém o interior do contorno =y e portanto,
pelo teorema de Cauchy,

/v(chsgi‘)?d'z:[yf(z)dz:()

(d) Podemos escrever o integral na forma

/ sin z 1 sm z
v (22 —1) 26 ), (2 — 4%
Aplicando a férmula integral de Cauchy para a derivada de ordem 5 de uma funcdo

analitica a funcdo f(z) = sinz (que € analitica em C e portanto numa regido que
contem o interior do caminho vy) temos

sin z 1 2ms 1
e — =2t
A(2z—i)6dz TRANTY

iy )
= %190 )
T e -3 —i—e%
2815 2
(1+e)mi
2915,/e

O

(4) Determine a série de Taylor em torno da origem de cada uma das seguintes fungdes,
indicando o raio de convergéncia.

(a) f(z) = =
(b) f(z) = et

_J cosz se Rez<1
() flz) = 0 caso contrario.
Resolucao:
(a) Para |z| < 1, a fungdo f € a soma da série geométrica de razdo z. Por unicidade do
desenvolvimento em série de poténcias, concluimos que o desenvolvimento de Taylor
é
o0
fz) =) ="
n=0

vdlido para |z| < 1. O raio de convergéncia da série de Taylor € 1.
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(b) Temos

00 o
ez+2 _ 62€Z — 62 § :7‘
n:

n=0

sendo a dltima igualdade valida para todo o z € C. Por unicidade concluimos que o
desenvolvimento de Taylor em torno da origem é

2

sendo o raio de convergéncia +oc.

O desenvolvimento de Taylor de uma fungcdo num ponto depende apenas dos valores
que a fungdo toma numa vizinhanga desse ponto. Portanto o desenvolvimento de
Taylor de f(z) na origem é o mesmo que o de cos z. Ora

eiz+e—iz
COSzZ = f
1 [ (i2)" = (—iz)"
- (e
n=0 n=0
- e
|
~ (2n)!

onde a ultima igualdade se deve ao cancelamento das poténcias impares de z. Este
desenvolvimento é valido para qualquer z € C porque o desenvolvimento da expo-
nencial € valido para todo o z € C. Assim, o desenvolvimento de Taylor de f(z) em
torno da origem é

& Z2n
flz) = Z(_l)n(zn):
n=0 ’

e o raio de convergéncia desta série de poténcias é +o0.

O

Comentario: Apesar de o desenvolvimento de Taylor da alinea c) convergir para todo o
z € C, ele sé representa a funcdo f no disco aberto de raio 1 centrado na origem, que € o
maior disco aberto centrado na origem em que f(z) € analitica. &

(5) Determine as séries de Laurent da fungdo

1

f(Z):m

vélidas nas seguintes regides:



Resolucao:
(a) Temos

z2(1—2)
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—
IS
—_

g

—_

o0
= sz para 0 < |z| <1

= Zz"para()<]z|<l

n=-—1

Por unicidade do desenvolvimento de Laurent, concluimos que o desenvolvimento de
Laurent na regido 0 < |z| <1 é

oo
f@)=> 2"
n=—1
(b) Temos
I |
2(1—2) 2z 1-2z
1
_ 1z
z L1
z
1 1
- 211
z
1o~ (1"
= —= <> para |—| <1
Zk() z z
[e.e]
= Z kpara |z| > 1
k=2

Por unicidade,

concluimos que o desenvolvimento de Laurent na regido |z| > 1 é

-2

_ 11
T 21 2
_ 1 1
T 21 1+(z-1)
1 (o]
= —Z_lz;)(—m(z—n” para0 < |z —1| <1
-

e}

= Z (—D)™"(z—1)"para0< |z —1]| <1

n=-—1
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(d)
S T |
2(1—-2) z—1 =z
R 1
o z—1 14+(z-1)
1
IS S
- 1
z—1 1+ =
1 X, 1\ 1
= —N'(—1 — |<1
(z—l)QkZ_O( )(z—l) para z—1’<
o0 k—1
-1
= Z( ) para |z —1| > 1

= (z—1)
Portanto o desnenvolvimento de Laurent para |z —1| > 1 é
1 —2

-2 Z )" z-1"

n=—oo

(6) Seja f a fungdo definida por

f(2)

1 sin z 1

242 + P2 z

(a) Determine e classifique as singularidades de f.

(b) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent vélido para 0 < |z| < 2.

(c) Calcule o integral de f ao longo da circunferéncia de raio 1 centrada na origem
e percorrida uma vez no sentido positivo.

(d) Determine o raio de convergéncia do desenvolvimento de f em série de poténcias
de z 4 3, sem calcular os coeficientes desse desenvolvimento. Justifique!

Resolucao:

(a) A fungio f(z) tem singularidades nos pontos z = 0 e z = —2. No ponto 0 temos
I 1 +sinz 1 1+1, sinz — z
1m — — = - im ——
z—0\ 2+ 2 22 z 2 250 22

1 It cosz — 1
= —+lim —
2 z—0 2z

1 It —sin z
= — + lim

2 z—0 2

1
= —+0

2

onde na segunda e terceira igualdades se aplicou a regra de I'Hospital * para resolver
a indeterminagdo do limite. Uma vez que f(z) tem limite quando z — 0 conclui-se
que o ponto z = 0 € uma singularidade removivel.
Quanto ao ponto z = —2, temos

lim f(z) = o0

z——2

ITambém conhecida por regra de Cauchy
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logo o ponto ndo é uma singularidade removivel.

1 i 1
lim (2 + 2) <+sz—)=1+0—0=1
z

z——2 z+2 22
logo o ponto z = —2 é um pdlo simples.
(b) Temos
1 sinz 1 1 1 & 22 1
—_—t ——— = = — - e C\{0,-2
2—|—Z+ 22 z 21 g 22;_0 2k +1)! —Z Pz \ {0, -2}

_|_
= ;i::( ) +§: para()<‘ ‘

o0 o0 —
= Z( 2n+1—|—z 'paraO<\z\<2
n=0 1
o0
= Zanz" para 0 < |z]| <2
n=0

onde
SniT sen € par
ap =

1 ..

St T g2y Sen éimpar
(c) Seja «yv a circunferéncia de raio 1 percorrida uma vez no sentido positivo. A tnica
singularidade de f(z) no interior de ~y é o ponto z = 0. Uma vez que esta é uma
singularidade removivel podemos prolongar f(z) por continuidade ao ponto 0 obtendo
uma funcdo analitica no interior do contorno 7. Entdo pelo teorema de Cauchy,

concluimos que
j{ f(z)dz=0
~

(d) Seja R o raio de convergéncia do desenvolvimento em série de Taylor de f(z) no
ponto z = —3. Pelo teorema sobre o desenvolvimento de fun¢des analiticas em série
de Taylor sabemos que R é maior ou igual ao raio do maior disco centrado em z = —3
no qual f é analitica. Isto €, R é maior ou igual a distancia de z = —3 a singularidade
mais proxima, que é z = —2. Daqui concluimos que R > 1.
Por outro lado, a série de Taylor converge para uma fung¢do analitica no interior do
seu disco de convergéncia, que coincide com f(z) para |z| < 1. Ora vimos na alinea
a) que f(z) — oo quando z — —2. Portanto z = —2 ndo pode pertencer ao disco
de convergéncia da série. Concluimos que R < 1.

Conclusdo: o raio de convergéncia do desenvolvimento de f(z) em série de poténcias
de (z+3) é R=1.
[

Comentario: Para classificar a singularidade z = 0 na alinea a ) poder-se-ia ter utilizado
o desenvolvimento de Laurent da funco %% — 1

5 no ponto z =0
simz 1 1 z3 2° 1
2 T G Tw e ) T

3

z z
R
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Uma vez que o desenvolvimento de Laurent no ponto z = 0 ndo tem termos com poténcias
negativas concluimos novamente que a singularidade é removivel. %



