Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccao de Algebra e Analise

ANALISE MATEMATICA IV - CIVIL
TESTE 1 - 6 DE MAIO DE 2000 - DAS 11H AS 12:30H
RESOLUCAO

(1) Seja u(x,y) = e** cos2y. Determine v(x,y) tal que f(x +iy) = u(z,y) + iv(z,y)
seja analitica em C e calcule f'(1+ ).

Resolucdo: Uma vez que et = e%cosb + ie®sinb, a funcdo u(x,y) é a parte real de

f(z) = e**, que é uma funcdo analitica em C. Portanto pode-se tomar
v(z,y) = Im e** = e sin 2y

Como

conclui-se que
£+ %) = 262+ = 2¢%.
O

Comentario:  Alternativamente podia ter-se determinado v usando as equacbes de
Cauchy-Riemann e calculado f'(1 + ) por meio da férmula

ou, w Ov,
ffi4+—)= %(L Z) “a?“’?

T

4

(2) Seja f a fungdo definida por

z 2—z
(a) Determine e classifique as singularidades de f.
(b) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent valido para |z| > 2.
Resolucao:
(a) As singularidades de f(z) sdo z =0 e z = 2. Para todo o z € C\ {0} tem-se
e —1 4245 +...-1
z z
z
= 1+-+...
+5+

zZ_ . . s e
portanto % tem uma singularidade removivel em z = 0. Uma vez que Qiz é

analitica numa vizinhanca de z = 0 conclui-se que z = 0 é uma singularidade re-
movivel.

e*—1
z

tem um pdlo simples em z = 2 (. flz ja se encontra desenvolvida em poténcias de
(z —2)!). Conclui-se que z = 2 é um pdlo simples de f(z).
Comentario: Alternativamente podia ter-se calculado os limites

I ez—l+ 1 3
im = -
z—0 z 2—z 2

Por outro lado, a fung¢do

€ analitica numa vizinhan¢a de z = 2 e a fungdo ﬁ
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e
e”—1 1
lim(z — 2 =—1
z—>2( ) < z + 2 — Z)
que mostram igualmente que 0 é uma singularidade removivel e que 2 é um pdlo
simples. &

(b) Tem-se para todo o z € C\ {0},

ef —1 1 [ 2
= = — -1
z z(zn! >

n=0
N
oz n!
n=
oozn,1
B kgo(k‘—i-l)'
e
1
5. — T para z # 0
1 1
= ——- 5 para z # 0
z 1—2
1 < /2\" 2
= —f-z - paraz#0e |—| <1
z =\z z
o0 2n
= Z_W para |z| > 2
n=0

Juntando ambos os desenvolvimentos obtém-se o desenvolvimento de Laurent de f
na regido pretendida:

(3) Seja v a curva fechada simples dada pela fronteira do semicirculo
Dr={z=pe? :0<p<RO0<O< T}

de raio R > 1 e percorrida no sentido positivo.

(a) Calcule o integral
22 P
——dz.
/m (224 1)2

[e's) .TZ
—dx.
/0 @2+ 12"

(b) Calcule o integral real
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Resolucao:
22

(a) As singularidades de (G sdo os zeros do denominador.
P +1=0 < z=+i

A dnica singularidade no interior de yr € z =i. Tem-se

22 22 1 z

02" GGt i i

2

2 ~ L. . . .
Uma vez que g(z) = Gz €uma fung¢do analitica numa vizinhanga de z = i conclui-

. 2 .. .
se que o desenvolvimento de Laurent de (ZJW numa vizinhanca de z = i € da

forma
a—9 a_1

(z—1)2  z2—1

onde a_s = g(i) e a_1 = ¢'(i) sdo os dois primeiros coeficientes do desenvolvimento

de Taylor de g(z) no ponto z =i. Como g(i) = e

' d 22
/0 = & (zr) .
22(z +14)? — 22%(2 +14)

(Z + i)4 z=1
8t — 448
o 1644
o
4

conclui-se que z = 1 € um pdlo de ordem 2 e que
2 .
z —1
Res,—j———F = —
2412 4
Pelo teorema dos residuos,

2 .
z -t 7
s dz =27mi— = —.
LR (22 +1)2 4 2
Comentario: Alternativamente poder-se-ia ter classificado a singularidade e calcu-
lado o residuo calculando os limites (por meio da regra de Cauchy)
22 1

. N2 o
iz =) ez = 1

d 22 i
lim - Y S _r
i dz <(z Rl 1)2> 4

(b) Como a fungdo integranda € par tem-se

o) $2 1 +oo 1‘2
R dr = = RV dr
o (22+1) 2 J_o (2241)
1 R 2
= — lim T dx
2 R—oo -R ($2 + 1)2
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Seja T'r a porcdo de yr parametrizada por z(f) = Re com 0 < 0 < w. Usando a
alinea anterior tem-se

22 R
g = S d
/7R<22+1>2 : /_R< “/ z2+1

- R

T _ d

2 / (JJ2+1 a:+/ 22+1 ()
2

Observa-se agora que
< _c
- /p ol (224 1)2

2
z
4
/FR Zr12 "~
||
s
/FR (|22 —1)?

RQ
= —— d
/FR (RZ—1)2""

7R3
(1)
tende para 0 quando R tende para infinito. Tomando o limite quando R — oo na
equagdo (x), conclui-se

/""fﬂde_ﬂ
o (@2+1)2 77 4

2
ds

IN

(4) Determine a solucdo geral da seguinte equacdo diferencial:

dy 2
— 4oty =e".
at Y
Resolucao: Trata-se de uma equagdo linear. Multiplicando pelo factor de integracdo et?
tem-se
dy 2
— 42y =e"
at + 2ty =e
= d (e (t )) =1
dt v =
— ¢ y(t):t+C , CeR
= yt)=(t+C)e " CeR
O intervalo de definicdo de todas as solucées € R. ]

(5) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:

dy
2y% — 9ty + (2ty — 3t2)dt—0 . y(1)=3.
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Resolugdo: Sejam M (t,y) = 2y* — 9ty e N(t,y) = 2ty — 3t>. Tem-se
oM ON

T =4y — 9t # 2y — 6t =
ay y — 9t # 2y — ¥

portanto a equacdo ndo é exacta. Para que exista um factor de integracdo p = pu(t) tem
de se verificar

S O ~9m) = 5 () 2ty — 32%)
p(t)(4y —9t) = p'(t)(2ty — 3t%) + p(t)(2y — 61)
W)@y —32) = p(t)(2y - 31)
1 (6)t(2y — 3t) pu(t)(2y — 3t)
WD) = Tul)

Logo podemos tomar, por exemplo u(t) = t para factor de integracdo. Parat # 0 obtemos
a equacdo equivalente

dy
dt
que é exacta. Um potencial ¢(t,y) acha-se resolvendo o sistema

% = 2ty% — Ot%y — b(t,y) = t2y* — 33y + A(y)
90— 92y 343 o(t,y) = t*y* = 3t°y + B(t)

y? — 9t2y 4+ (2t%y — 3t3)— =0

Assim, pode-se tomar para potencial,
o(t,y) = t*y* — 3t%y

A solucdo do problema de valor inicial é dada por

t2y? — 33y = 1232 - 3133 =0
Tem-se

t2y? —3t3y =0
— thyly—-3t)=0
<— t=0ouy=0o0uy=3t

Numa vizinhanca da condicdo inicial a tinica destas possibilidades que se verifica é y = 3t.
Conclui-se que a solugdo do problema de valor inicial é

y =3t

(6) Determine se o problema de valor inicial

d
“L=et[sing| . y(1)=0.

tem uma unica solugao.

Resolugdo: Considere-se a funcdo f(t,y) = e + |siny| definida em R?. Vamos provar
que esta fungdo € localmente Lipschitziana. Dado um conjunto compacto K contido em
R?, pelo teorema de Lagrange

le¥? — e | < Clya — 1|
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onde C' € o supremo da derivada de ¢¥Y em K. Por outro lado

| [sings| — [sings] | < [sings —sinyi]
< sup |cosyl||y2 — yil
(ty)eK
< |y2 — yi1]

Portanto

|f(t,y2) — [t y1)] |e¥? — €Yt 4 (sinyz — sinyy)|
Clya — 1| + ly2 — v
= (C+1)|y2 — 1

o que prova que f(t,y) € localmente Lipschitziana. Entdo pelo teorema de Picard a solugcdo
deste problema de valor inicial existe e € tnica.

IN

O

Comentaério: A funcdo f(t,y) ndo é de classe C' porque n3o é diferencidvel nos pontos
onde siny muda de sinal. No entanto, nesses pontos as derivadas laterais sdo finitas e
portanto a fungdo é localmente Lipschitziana. &

Seja f: C\ {0} — C uma fung¢3o analitica tal que
e lim, ., f(z) existe e é finito,
5 ﬁ dz = 1 onde v é a circunferéncia de raio 1 centrada na origem orientada
no sentido positivo.

Mostre que a singularidade de f(z) em z = 0 ndo é removivel.

Resolugdo: Suponhamos que 0 é uma singularidade removivel. Ent3o existe uma fungcdo
g : C — C que € analitica e igual a f(z) para z # 0.
Uma vez que
lim g(z) = lim f(z) € finito
Z— 00 Z—00
conclui-se que g € limitada em C e portanto, pelo teorema de Liouville, g(z) é constante.
Conclui-se que f(z) € constante. Seja C' = f(z). Entdo por hipdtese temos,

C
1= f(;) dz:j{.Q dz
~ sin® z ~ sin® z

A tnica singularidade de ﬁ no interior de v é z = 0.

1 2
lim 22 —5— = (lim .Z ) =1
z—0 sin“ z z—0SIn 2
pelo que se trata de um pdlo duplo. Tem-se
1 d 22
Res,—g—— = lim — =0
“sin2z  =—0dz (sin2 z)

portanto pelo teorema dos residuos obtém-se
1=C270=0

o que é falso. Conclui-se que a singularidade de f(z) ndo pode ser removivel conforme
pretendiamos demonstrar. ]



