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Apresente e justifique todos os cálculos

1o Teste

1. Considere a função

g(x, y) =

 xk y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0),

onde k é um parâmetro real positivo.

(a) Diga, justificadamente, se g é cont́ınua na origem para k > 1.(1.5 val.)

(b) Calcule ∂g
∂x(0, 0) e ∂g

∂y (0, 0).(1 val.)

(c) Diga, justificadamente, se g é diferenciável na origem para k = 2.(1.5 val.)

2. Seja g(t, θ) = (et cos θ, et sen θ) e h : R2 → R2 uma função de classe C1 tal que

Dh(1, 0) =

[
1 2
0 −1

]
.

Seja ϕ = h ◦ g.

(a) Calcule Dϕ(0, 0);(1.5 val.)

(b) Calcule a derivada de ϕ no ponto (0, 0) segundo o vector v = (−1, 2).(1 val.)

3. Diga, justificadamente, se a função f(x, y) = 16
5 x

5 + y5 − x− 5y tem extremos locais.(3 val.)

4. Considere o conjunto definido por

B = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 < x < y < 1 ; 0 < z < x+ y}.

Escreva uma expressão para o volume de B em termos de integrais iterados da forma:

(a)
∫
(
∫
(
∫
dz)dy)dx;(2 val.)

(b)
∫
(
∫
(
∫
dx)dy)dz.(2.5 val.)

5. Usando uma mudança de coordenadas apropriada, calcule o volume do conjunto(3 val.)

A = {(x, y, z) ∈ R3 : y >
(
x2 + z2

)1/4
; x2 + y2 + z2 < 2 ; x > 0}.

6. Seja f : Rn → R uma função de classe C1 que, para um dado α ∈ R, satisfaz a identidade(3 val.)

x · ∇f(x) = αf(x) ∀x ∈ Rn.

Mostre que f satisfaz a igualdade

f(tx) = tα f(x) ∀x ∈ Rn, ∀t ∈ R+.

Sugestão: Considere a função ϕ(t) = f(tx)− tαf(x).



2o Teste

1. Considere o conjunto

M = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 1− x2 − y2 ; z + x = 1}.

(a) Mostre que M é uma variedade e determine a sua dimensão.(2 val.)

(b) Determine a recta tangente a M no ponto (0, 0, 1).(2 val.)

(c) Determine o valor máximo da função f(x, y, z) = x+ y + z em M.(2 val.)

2. Mostre que a função f(x, y) = (yex+ ey, arctanx+cos y) é localmente injectiva em torno(3 val.)
do ponto (0, 0), com inversa de classe C1. Calcule a derivada da inversa no ponto (1, 1).

3. Calcule o integral de linha(2 val.) ∮
T
(ex

3 − y) dx+ (x+ sen y2) dy,

onde T é o triângulo de vértices nos pontos (0, 1), (−1, 0) e (1, 0), percorrido no sentido
horário.

4. Considere a superf́ıcie(2 val.)

S = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 < y < 1, y = 2− x2 − z2}.

Calcule a massa de S, sabendo que a densidade de massa é dada por α(x, y, z) =
√
1 + 4x2 + 4z2.

5. Considere a variedade de dimensão 2

M =
{
(x, y, z) ∈ R3 : y2 + z2 = 2 + x2 ; 0 < x < 1

}
,

orientada com a normal unitária n = (nx, ny, nz) tal que nx < 0. Sejam F e G os campos
vectoriais definidos em R3 por

F (x, y, z) = (x,−x, y − z) e G(x, y, z) = (x, z + sen(πx), y − z).

(a) Usando o teorema de Stokes, calcule o fluxo de F através de M no sentido de n.(3 val.)

(b) Calcule o fluxo de rotG através de M no sentido de n.(1 val.)

6. Seja A o conjunto dado por(3 val.)

A =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

∫ 1

0
sen(zt) ext

2
dt+

∫ 1

0
cos(zt) eyt

2
dt = 1

}
.

Mostre que existe uma vizinhança V do ponto (0, 0, 0), um aberto U ⊂ R2 e uma função
f de classe C1 tal que

A ∩ V = {(x, y, f(x, y)) ∈ R3 : (x, y) ∈ U}.


