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2 de Junho de 2012 - das 9h00 às 10h30

Apresente e justifique todos os cálculos

1. Considere o conjunto
S = {(x , y , z) ∈ R3 : z = 1 + xy}

(a) Mostre que S é uma variedade e calcule a sua dimensão.[2 v]

(b) Determine o espaço normal a S no ponto (1, 1, 2).[1 v]

(c) Determine o ponto de S mais próximo da origem.[2 v]

2. Mostre que a equação[3 v]
sen(x + y) + xy = 0

define y como função de x , ou seja y = f (x), numa vizinhança do ponto (π, 0) e calcule
f ′(π).

3. Considere o campo vectorial

F (x , y , z) =

(
xz√

x2 + y 2 − 1
+ ex+y2

,
yz√

x2 + y 2 − 1
+ 2y ex+y2

,
√

x2 + y 2 − 1

)

(a) Mostre que F é gradiente no seu doḿınio de definição. Justifique a resposta.[1.5 v]

(b) Calcule o trabalho realizado pelo campo F ao longo do caminho g(t) = (1 + t2, 1 +[1.5 v]
t6, t2012) , t ∈ [0, 1]. Justifique detalhadamente a resposta.

4. Considere a superf́ıcie

S =
{

(x , y , z) ∈ R3 : x2 = y 2 + z2 ; 1 < x < 2
}

orientada com a normal unitária n = (nx , ny , nz) tal que nx > 0. Seja G (x , y , z) =
(2x ,−y ,−z).

Calcule o fluxo
∫

S
G · n:

(a) pela definição;[3 v]

(b) usando o Teorema da Divergência.[3 v]

5. Seja D ⊂ R3 um doḿınio regular. Sejam φ e ψ campos escalares definidos num aberto[3 v]
A (com D̄ ⊂ A), tais que φ,ψ ∈ C 2(A). Mostre que:∫

D

(φ∆ψ +∇φ · ∇ψ) =

∫
∂D

φ∇ψ · n

onde n é a normal unitária exterior a ∂D e onde ∆ψ =
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y 2
+
∂2ψ

∂z2
.


