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Exemplos de primitivacao de fungoes racionaid|

Exemplo 1 (raizes reais simples) Considere-se a fun¢do racional

_4$2+:B—|—1 - 402 + 1+ 1

/(@) -z z(x—1)(z+1)

A decomposicao em fracgoes simples, neste caso, é da forma (a,b,c € R)

A2+ +1 a b c

f(x):x(x—l)(x—l—l):E—i_a:—l—i_a:—i—l

pelo que
4 +z+1=alx—1)(z+1)+bx(x+ 1) + cx(z — 1)

ou ainda
4 +x+1=(a+b+c)®+(b—c)z—a

Usando o principio da identidade de polinomios,obtém-se o sistema

a+b+c=4
b—c=1
—a=1
cuja solugao é a =—1,b=3 ec=2. Logo
1 3 2
flo) ===+

xr x—1 x+1"

em cada intervalo contido no dominio da funcao. Em cada um desses inter-
valos, tem-se

P f(z) = —log|x| + 3log |z — 1| + 2log |z + 1| + k

com k € R.

Wer [1].



Exemplo 2 (raizes reais simples e multiplas) Considere-se a fungao ra-
ctonal
(z) dr +1
)= — -
g z(r +1)3

Neste caso, a decomposi¢cao em fracg¢oes simples é da forma (com a,b,c,d €
R)
dr 4+ 1 a b c d

tat1)P z il Tt T wrip

pelo que
dr+1=(a+b)z*+ (Ba+2b+c)x* + Ba+b+c+dz+a (1)

Obtém-se assim o sistemdd

a+b=0
3a+2b+c=0
3a+b+c+d=4
a=1
cuja solugao é a=1,b=c=—1 ed=3. Logo, em cada um dos intervalos

contidos no dominio de g, tem-se

1 1 1 3

g(x):E_x+1_(x+1)2+(:c+1)3'

Assim, em qualquer daqueles intervalos

1 3 1
P =1 —1 1 — = k
g(z) = log |z| — log |z + |+x+1 2($+1)2+

com k € R.

2 Alternativamente, a partir da equacio (?7), obtém-se
(i) Fazendo z =0 vem 1=aq,ie., a=1.
(ii) Fazendo x = —1 vem —3 = —d, i.e., d = 3.

(iii) Igualando os coeficientes de 2° e de 22, respectivamente, em ambos os membros da
igualdade, vem

0O=a+b = b=-1
3a+2b+c=0 = c=-1



Exemplo 3 (com um polinémio irredutivel do 2° grau, simples) Con-
sidere-se a func¢ao racional
T+ 2 T+ 2

h<x>:x3—1 - (x—=1)(z24+z+1)

Como o sequndo factor no denominador nao tem raizes reais, ndo € possivel,
trabalhando com funcoes reais, decompor a fraccao numa soma de fracgoes
simples dos tipos considerados nos dois Exemplos anteriores. No caso pre-
sente, tem-se (para qualquer x € R\ {1}, a,b,c € R)

T+ 2 a bx + ¢

x3—1_x—1+x2+x+1

pelo que
r+2=a(z®+z+1)+ (br+c)(z —1)

ou, de forma equivalente
r+2=(a+b2*+(a—b+c)r+a—c

O principio da identidade de polinomios conduz assim ao sistema

a+b=0
a—b+c=1
a—c=2
cuja solucao € a =1, b=c= —1. Logo
1 r+1

h(x):x—l_ﬁ—i—x—l—l’

em cada intervalo contido no dominio de g. A primeira parcela € de primi-
tivacao imediata, obtendo-se
r+1
Ph(z)=loglz — 1| - P ———.
(z) = log| | 224z +1

Para primitivar a sequnda parcela pode fazer-se

zr+1 z+1 - r+1
2?+r+1 (z+1/2243/4 (x—p)P+¢

com p=—1/2, ¢ =+/3/2. Usa-se entio a mudanca de varidvel

1 V3 3
w=¢(t)=p+qt=—§+§t , w’(t)zgt



que conduz, por substituicao, a primitivacao de

V3 1 1 2t

312 21 e

¢'(t) = h(p(t)¢'(t) =

cuja primitiva € (a menos de uma constante)

1
o(t) = ? arctgt + 3 log(1 +t%).

Finalmente, sendo t = \% (z+ 3), obtém-se

3 /3 3\ 1 4 1\?
P ha) = log o1~ arctg (Tf+ %)—ﬁlog (1 v (93+ -) >+k,

com k € R.

Exemplo 4 (com um polinémio irredutivel do 2° grau, duplo) Con-
sidere-se a funcao racional
23+ 322 +5
r(z) = )
(x —1)(x2 +2)?

A decomposicio em soma de fraccoes simples € agora da forma

a +bx+c+ dr +e
r—1 2242 (22+42)%

r(z) =

Por processo idéntico ao considerado anteriormente, obtém-se as constantes

Logo,
1 -1
r(x) = ‘ *

— _ + )
r—1 2242 (224 2)2

As duas primeiras parcelas sao de primitivacao imediata. Quanto a terceira,

pode ser escrita como

x 1
<x2 + 2)2 (%2 + 2)2 )




sendo a primeira destas duas de primitivacao imediata. A sequnda pode
obter-se da sequinte formcﬁ:

1 1 2
P =2V ey ap
:lpx2—|—2—x2
2 (22+42)?
_lp ?+2 1 x?
2 (2242)2 2 (22+42)?
T T R
T2 2242 2 (22422

1 . ( x ) 1 p x?
= ——arc — | -=P— .
202"\ T2 a2t
Finalmente, para lidar com a iltima parcela usamos primitivacao por partes,
2

T T z 1 1 1
P——=Pr———=->-——+_-P :
(22 4 2)? x(x2—|—2)2 2x2+2+2 x? + 2

A qltima primitiva ja € imediata (e de facto ja a calculdmos atrds). Deiza-se
como exercicio coligir todos os cdlculos parciais e verificar que

1 1 1 2
Pr(x) = loglz — 1] — 5 log(a® +2) - —zaretg —— — - "~ 4+

42 V2 41?42

com k € R, em cada um dos intervalos contidos no dominio de r.
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