TECNICO
LISBOA

Calculo Diferencial e Integral Il

1° Semestre 2025/2026
Curso: LEC e LEME

Ficha de Problemas n° 9
EDPs e método das caracteristicas

1. Verifique que u(x,t) = f(t/x), parax # 0e f : R — R de classe C", é solucdo da EDP:

x@x ot

2. Considere a EDP linear de primeira ordem

ou Ou

or Ot

(a) Encontre solugdes desta equagdo do tipo u(z,t) = v(z)w(t), i.e. pelo método
de separacdo de varidveis. Determine uma solucdo que verifique a condicdo inicial
u(x,0) = 3.

(b) Verifique que as fun¢des do tipo u(z,t) = f(x + 3t), com f € C*(R) sdo solucio
da EDP.

(c) Efectue a mudanga de varidveis s = 3z — t,r = x + 3t para encontrar a solu¢do
geral da EDP. Determine uma soluco que verifique a condicdo inicial u(z,0) = z?.

3. Mostre que u(z,t) = e %'sen (2z) é solugdo do problema com condi¢cdes iniciais e de
fronteira:

Ou_ 0% O<z<m t>0
— =2— <

ot 02’ ’
u(0,t) =u(m,t) =0, t>0

u(z,0) = sen (2x), 0<z<m.

4. Determine a solugdo geral da EDP (i) uyy, = 0, em R? (i) zu, +u = 22, com (z,y) €

+ . . ~ L @ L 62’!1,
R™ x R, onde daqui em diante usamos a notacao u, := 3! € ug, := 390"

5. Diga se os seguintes problemas siao bem-postos:
(a)
{ uy, =0,
u(0,9) = f(y)

onde f € C'(R) é uma fun¢io dada.

1



{ uy, = 0,
u(@, p(x)) = f(2)

onde p, f € C1(R) s3o funcdes dadas.

6. Resolva os seguintes problemas:

(a)
u, = 1 + 32,
u(x, 2?) = o + 22

(b)

{ u, = sen (y/x),
u(z,0) =z

(c)
{ Ux:U‘l“@xﬂL%
u(0,y) =y

7. Verifique se os seguintes problemas seguintes tém solucdo e, nesse caso, encontre-a:

()

u, = xeY,
u(y?,y) = e’ + y
(b)
{ Uy = xeY,
u(y?,y) = y’ev

8. Usando o método das caracteristicas, resolva a equa¢do u, + u, = 2, com a condigdo
inicial u(z,0) = 2% e u € C*(R?), (z,y) € R

9. Considere o problema
—yu, + zu, = 4dzy, (r,y) € R?,
u(z,0) = f(x), r>0, feCR)
(a) Determine e represente graficamente as caracteristicas para a EDP dada.
(b) Determine a solugdo do problema no subconjunto de R? apropriado.
10. Determine a solucdo geral das equacdes:
(a) ug + 22y*u, =0, em R?.
(b) z*u, — zyu, + yu = zy?, no semi-plano = < 0.

(c) —2yu, + u, = ye®, em R2



11. Considere a EDP de coeficientes constantes au, + bu, + du = ¢, onde a,b,c,d € R e
a’?+v? #0.
(a) Determine as caracteristicas da EDP.

(b) Use a mudanga de varidvel s = ax + by, t = —bx + ay para transformar a EDP
dada na equagdo (a? + b*)w; + dw = c.

(c) Resolva e equagdo da alinea anterior e mostre que a solu¢do da EDP dada, para

d=#0, é
d
u(x,y) = 2 + f(=bx + ay)e «*+¥? (az-+by)

12. Indique as condi¢cOes para as quais existem solucoes do seguinte problema e resolva-o:

{ Uy = 20 (z,y) € R%, u € C(R?)
u(z,0) = f(z), z€R

13. Mostre que o seguinte problema tem uma infinidade de solucdes em R?:

Uy +uy =1
u(z,x) =x

14.* Resolva o seguinte problema de Cauchy em R3:

ugc—kuy—l—uzzu2
u(z,y,0) = 2% +y?

15.*% Equagdes (de Burgers) ndo-lineares da forma u; + f(u)u, = 0 surgem na dindmica
de fluidos e originam singularidades que sdo interpretadas como choques. Considere o

problema:
17 xr <0
{rrme=0 " o wie)={ 1-a 002
e 0, x> 1

(a) Determine as caracteristicas planas da EDP, mostre que se intersectam para t > 1
e represente-as graficamente.

(b) Determine a solu¢do do problema para 0 < ¢ < 1.
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Solucoes

a) u(x,t) = 3(3t+z)
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r,y) =z + 2>+ 2%y +y3/3 —2* — 25/3
x,y) = 2x — zcos (y/x), x>0
ao tem solucao.
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r,y) =2y + (z —y)?

. a) rectas horizontais y = K
. b) problema tem soluc3o se f(z) = 22+ C, sendo u(z,y) = g(y) + 2% com g(0) = f(0)

ca)y=K
b)Y uley) =z — 5+ f(x) 14 u(z,y,2) = e
1-[(z—2)?+(y—2)%]z
. a)
t+ Zo, Ty < 0
r=<X (I—xo)t+zp, 0<20<1
0, To>1
b)

u(z,t) =¢ =, t<az<l



