TECNICO
LISBOA

Célculo Diferencial e Integral 111 2025 /26
Cursos: LEC e LEME

Ficha de Problemas Resolvidos n° 5
EDOs separaveis e EDOs lineares de 1? ordem

1. Indique a ordem da equacdo diferencial v + 7>y = 0. Verifique que

y(z) = acos(mx) + bsen(mz), com a,b € R é solucdo e y(3) = 1,
y'(3) =0.
Resolucao:

Trata-se de uma equag¢do diferencial ordinaria de segunda ordem (linear). Para verificar que a
funcdo dada é solucdo, vamos substituir e verificar que se obtém uma proposicio verdadeira.
Como

y'(z) = —mwasen(rx) + wbcos(nx), y'(z) = —m2acos(mx) — w2bsen(wz),
entao
y'(z) + m2y(x) = —m2acos(rx) — wbsen(nz) + wa cos(mx) + w2bsen(wx) = 0

A afirmagdo é verdadeira para todo =, a e b € R e assim, y(z), é solu¢do da equagdo. Para
calcular as constantes a e b de modo a que y(3) =1, ¥/(1) = 0, substituimos na solugdo e na
sua derivada x por 1/2:

1 s s
y(5) =acosZ +bsenZ =1 b=1
{ (3) 2 2 {

y'(3) = —masenZ +brcos % =0 a=0

pelo que a solugdo da equagdo que verifica as condi¢bes dadas é y(x) = sen(wx).

. ~ . 2
2. Determine a solugio do problema de valor inicial 3/ = ze®/% com y(1) = 2.
Resolucao:

Primitivando ambos os membros da equacao
/ _ xz2/2 _ _x2/2
/y (x)dx = /a:e de & vylx)=e"'“+¢c, comceR.

Usando a condi¢3o inicial, 2 = y(1) = e!/2 4 ¢, pelo que ¢ = 2 — e'/2. A solugio do problema
de valor inicial é, pois: ,
ylx)=e"/2 —¢e/2 4 2.



3. Determine todas as solucoes da equacao diferencial ordinaria linear

d
x—y+2y: (x —2)e”, para z > 0.
dz

Resolucao:

Para z # 0, a equagdo pode ser escrita na forma

(JI — 2) x (1)

(&
Z

;2
y+-y=
5
Trata-se de uma equagdo linear, e admite um factor integrante, p(x) dado por

2 2 2
:U’I =2y o u= efzdz — Q2logz ___ logz® _ .2
X

Multiplicando ambos os membros da equagdo (1) por u obtemos

d
7 2y) = (22 — 22)e" & 2Py = /(x2 — 2z)e"dx + ¢

< ylx) = % ((mz — 4z +4)e” + c)

& y(zr) = % <(m —2)2e% + c)

em que c € R.

4. Determine a solucdo do problema de valor inicial

dv 2u 1

- — =0 0)=1.
du+1—|—UQU 1+ u? » v(0)

Resolucao:

A equacdo é equivalente a
dv 2u, 1

@+1+u21}:1+u2

que é uma equagdo linear em v e admite um factor integrante, u(u), dado pela equagdo

()

, 2u w 2u

T 1ra? o logp=log(l+u?) < p=1+u>
u



Multiplicando ambos os membros da equagdo (2) por p obtemos

1+u2d—v+2uv:1 & i 1+u?)v) =1
du du

& (1+u2)v:u+c

e o) u+c
vwu) = ——
14 w2
Dado que
1=v(0) =c¢,
a solucao do PVI é
(u) u—+1
ov\u) = —Fw——
u?+1

5. Considere a equacao diferencial

d
2x—y+2xy5—y:()
dx

(a) Determine a solugdo geral da equagdo efectuando a mudanca de
varidvel v = y=*.

(b) Determine a solugdo que verifica y(1) = 1, indicando o seu intervalo
mdaximo de existéncia.

Resolucao:

(a) Seguindo a sugestdo, fazemos v(x) = [y(a:)]_4 pelo que

dv _=dy
— =4y 52
dx J dx

Multiplicando ambos os membros da equac3o diferencial por —4y >, obtém-se:

d
2x(—4y_5£) I 2x(—4y_5y5) + 4y 5y = 0,
——— M N
|| ! J
dv

dx

ou seja,
2:Ud—v — 8 + 4v =0
dx



Dividindo por 2z e rearranjando os termos, obtém-se a equacgao linear nao homogénea:

dv 2
v =4 3
dx+xv (3)

O seu factor integrante é dado por
p(w) = ef o4 = o2
Multiplicando todos os termos da equagdo (3) por u(x)

9 43 dr ¢
’U:?—‘—C = U(iv)zi‘i'i

d d
z2£+2xv:4m2 & df(x%) =42’ & 2

x T 3 aF

Finalmente, desfazendo a mudanca de varidvel,
dr ¢ 1 32
_4 4
= — —_ = :]: é = :i:
O e I O et e

(b) Dado que y(1) = 1, conclui-se que y(x) é positivo e ¢ = —1. Como tal a solugdo do PVI
é dada por

onde ¢ € R.

4 32
43 — 1°

O dominio de diferenciabilidade da fungdo y(x) é

y(z) =

>0} - } 2 1/4,+oo[

3a?
_ . 3

o intervalo maximo de solu¢do serd o maior intervalo I C D, tal que 1 € I, ou seja:

I = }3 1/4,+oo[

. Encontre as solugdes da equagdo 3 sent + ycost = 1 no intervalo |0, 7|.

Mostre que s6 ha uma solucdo tal que 1ir%y(t) é finito e indique um
t—

problema de valor inicial que tenha essa solucao.

Resolucao:

E de notar que (sent)’ = cost e, como tal, a equacdo pode ser escrita na forma

/
y'sent +y(sent) =1 < (ysent):l & ysent=t+C com C € R.



Dado que para t € ]0,7[ a fungdo sent ndo se anula, resulta que a solu¢do geral da equagdo

(definida nesse intervalo) é dada por
t+C
y(t) = sent’
com C € R. Como para C #0
. . . . 1
}g%y(x) - }l—rf(l)sent * C%I—Igcl)sen - 1+C}E>I(1)sent = 1Foco=dF00
entdo o limite da solucdo quando t — 0 sé é finito quando C' = 0; nesse caso,
t .
y(t) = sent € lltg%y(x) =L
A condic3o inicial a acrescentar a equagao diferencial pode ser a seguinte:
s g s
y(§> - sen & — 3
7. Obtenha a solucdo y : R — R da seguinte equacao:
(4)

y(t) =1 +/1 sy(s) ds.

Resolucao:
Derivando ambos os membros da equagdo integral (4) em ordem a ¢ e aplicando o teorema

fundamental do calculo, obtém-se:
t /
vO = ([ st61as) e yO =t
1
Desta forma, y(t) é solu¢do da equagdo linear homogenea
/ _ Jtdt _ 2
& y(t) = Ke = Ke?
12 1, ou

y =ty
onde K € R. Atendendo a que, pela mesma equagdo (4), y(1) = 1 tem-se que Ke

/2 Assim, a solucdo da equac3o integral é
t2-1

seja, K = e~
y(t) =e 2

e estd definida para ¢t € R.



8. Determine todas as solu¢des das seguintes equacdes diferenciais ordinarias
(a) wy+(1+2%)y =0 (b) y=1-z+y*—ay

Resolucao:

(a) Para y # 0, a equagdo pode ser escrita na forma

/
Y 7¢ 1 7¢
y  1+a? /y ’ /1+x2 e

1
< logly| = =5 log(1 4 %) + ¢

+e°
V1+2z2
k
V1+ 22

onde k € R. Note-se que a fun¢do nula, y(z) = 0 é também solu¢do da equagido diferencial.

& ylz)=

& y(r) =

(b) A equagdo pode ser escrita na forma

! d dy
Yy ( r)(1+y°) & 1142 z < dr 2 +1 x

2 2
7 77
& arctgy:m—?—kc & y:tg(az—?%—c)

9. Calcule a solucao do seguinte problema de valor inicial.

d
==t 1427 w(0) =1

Resolucao:

Trata-se de uma equacdo separdvel que pode ser escrita na forma
w3y =t(1 + t2)_1/2

Integrando em ordem a ¢

—
/u‘Sduz/t(HtZ)‘”?dHc & “—2=(1+t2)1/2+c



10.

pelo que a solugdo geral da equacgdo é dada por

u(t) = S ou wu(t) = -1

c—2vV1 +t2 c—2v/1+t2

Dado que u(0) =1 > 0 conclui-se que ¢ = 3 e assim a solugdo do (PVI) é

1
3—2v1+1t2

u(t) =
Considere a equacao diferencial separavel
t' = wsent + zsent

Determine a solu¢do desta equagdo que satisfaz a condicdo inicial z(%) =
—2, e determine o seu intervalo maximo de existéncia.
Resolucao:

A equacdo pode ser escrita na forma
2’ = (z + 2*)sent

Para x # 0 e z # —1 (podemos excluir estes dois casos visto que z(t) = 0 e z(t) = —1 sdo
solugBes constantes da equagdo que ndo verificam a condi¢3o inicial), tem-se

x! 1
—  _ —sgsent & ( )dl’: sentdt + ¢
z + x2 2+

obtém-se

Fazendo a separacido em fraccoes simples da funcdo ﬁ

1 1
/ - — dx:/sentdt+c<:>logx
z x+1 z+1

Visto (%) = —2, temos que k = 2 e a solugdo do (PVI) é

_ k‘e_COSt

= —cost+c &
r+1

2€fcost 2

1’(t) = 1 — 2e—cost _ ecost _ 9

O dominio de diferenciabilidade da fun¢do z(t) é
D={zx R : " —2#0} =R\ {£arccos(log?2) + 2k, k € Z}

Teremos entdo que o intervalo maximo de existéncia de solu¢do sera o maior intervalo I C D,
tal que m/2 € I. Conclui-se

I = ]arccos(log?2), — arccos(log 2) + 27



11. Considere a equacao diferencial
y = f(at + by + ¢)
em que f : R — R é uma func¢do continua e a, b e ¢ constantes reais com

b0

a) Mostre que a substituicdo v = at+by+c, transforma a equa¢do numa
equacao separavel.

b) Resolva o seguinte problema de valor inicial

, y(0)=1

indicando o intervalo maximo de solucao.

y — €2t+y71 —9

Resolucao:

(@) Sev=at+by+ceb#0, entdo

_v—at—c
YT
pelo que
dy 1/dv
dat B(E B a)
Substituindo na equacdo
dv v
——a=b — =1
A g v

que é obviamente uma equacdo separavel.
(b) Por (a), sendo f(v) =e” — 2, com v =2t +y — 1, obtém-se

% =1l<& d(/e_“dv) =1 —e’=t+ke v(t)=—log(—t—k)

e dt
Desfazendo a mudanca de varidvel

2t4+y—1=—log(—t—k) & y(t)=1—2t —log(—t — k)
Dado que y(0) = 1, obtem-se kK = —1 e como tal a solu¢do do PVI é
y(t) =1—2t —log(l —1)
O dominio de diferenciabilidade da fungdo y(t) é
D={teR:1—-t>0}=]—o00,1]

o intervalo maximo de solugdo serd o maior intervalo I C D, tal que 0 € I. Conclui-se que

I=]—o00,1]



