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Ficha de Problemas Resolvidos n° 4
Teorema de Stokes

1. Considere o campo vectorial

F(:E7 y7 Z) = (y27 :1:7 22)

e a superficie S, constituida pela parte do paraboldide z = 1 — 22 — 32 acima do plano z = 0,
considerando a normal unitdria em cada ponto de S, 7, com terceira componente positiva.

Calcule o trabalho de F' ao longo do bordo de S (com sentido compativel com a orientagdo
de S) utilizando:

(a) A definicdo de trabalho de F' ao longo de um caminho.
(b) O teorema de Stokes.

Resolucao:

(a)

(b)

Vamos calcular o trabalho de F' ao longo do bordo de S (que é um integral de linha de 2° tipo).
O bordo de S, 9S, é a circunferéncia 22 + y?> = 1 no plano z = 0; para ser compativel com
7, deve ter o sentido positivo quando vista de cima. A curva 9S pode entdo parametrizada por
~(t) = (cost,sent,0), ¢t € [0, 27], pelo que:

27
F-dy = / (sen®t,cost,0) - (—sent,cost,0) dt
oS 0

27
= / (—Sen3t+C052t)dt = W
0

ijF-dy = //SrotF-7dS

sendo C' o bordo de S com orientacdo compativel com a escolha de .

Pelo teorema de Stokes

Vamos entdo calcular o integral de superficie. S pode ser parametrizada por g(z,y) = (z,y,1 —
z? — y?) no dominio D = {(z,y) : 2° + y*> < 1}. Assim
99 . 99

29— (9,21
a9z~ By (2z,2y,1)

Dado que a terceira componente deste vector é positiva (estd de acordo com a indicagdo dada no
enunciado) vamos usar este vector como a normal, no célculo do fluxo de rot F' através de S. Por
outro lado

rot F=|2 2 21_(0,01-2y)



Assim

//SrotF-7ds

//D rot F(g(z,3)) (gi . gi) dA

= //D(0,0,1—2y)~(2x,2y,1)dA = //D(1—2y)dA

Mudando para coordenadas polares

1 27
// rot F - 7dS / / (1 —2psen)pdbdp
S 0 0

1 pon 1
/ / (p—2p*sen®)dfdp = / 2rpdp = T
o Jo 0

2. Usando o teorema de Stokes, calcule

//SrotF-7dS

(a) S o hemisfério superior (isto é, z > 0) da esfera 2 + y? + 22 = 4, em que se considera a
normal v com terceira componente positiva e

NOS CasOs que se seguem.

F(‘T?y’ Z) = (ya -, yl,?)) .

(b) S é a parte do plano 2 + z = 1 no interior do cilindro 22 + 42 < 1, em que a normal 7/
tem terceira componente positiva e

F(z,y,z) = (:c, -z, y)

(c) S é formada pelo topo e pelos quatro lados (ndo inclui a base) do cubo de vértices
(+1, £1, +£1), em que 7 é a normal unitéria exterior ao cubo e

F(wvyaz) = (:ryz, ry, 952242)
Resolucao:

(a) Dado que estamos nas condicdes do teorema de Stokes, pois F' é de classe C' em R? e S é uma
superficie orientavel, podemos utilizar este teorema.

//SrotF-7dS:%F-d7
ol

sendo v = 05 o bordo de S, orientado de forma compativel com a normal indicada. O caminho ~y é a
intersecdo da esfera com o plano z = 0, ou seja, 2% + y? = 4 percorrida em sentido directo (quando
vista de cima); como tal, pode ser parametrizada por

v(t) = (=(t),y(t), 2(t)) = (2cost, 2sent,0), t € [0, 27].



Sendo F(z,y,2) = (y, —z, yz?), resulta pois que:

//rotF-ﬁdS = 7{F dry
S
e
;

) - (dz, dy, dz)
= / (2 sent, —2cost, 16sent cos® t) - (—2sent,2cost,0)dt
0

27
= / (—4sen2t—4c052t)dt = 87
0

(b) Para determinar o bordo de S, calculamos a interseccdo da superficie cilindrica 2% + y* = 1 com o

planoz + 2z =1
1.2+y2:1
ez =1

Projectando 0S5 no plano xy, obtém-se a circunferéncia z(f) = cos 6, y(f) = senf, onde 6 € [0, 27].
Da equagdo do plano (que contém S e 9S) z = 1 — z, pelo que a parametrizagdo do bordo é:

x(0) = cos
y(0) = send para 6 € [0, 2m].
2(0) =1 — cosf

Figura 1: S é a interseccdo do cilindro 22 4+4? < 1 com o plano z+2z = 1 e 9S = v é uma elipse.

Temos entdo que o bordo tem a parametriza¢ao
7(#) = (cos b, send, 1 — cosb), com 6 € 0, 27].

Note que S é orientdvel e o seu bordo, 7, tem sentido compativel com a normal dada. Além disso,



F(x,y,2) = (v,—2,y) é de classe C' em R3. Pelo teorema de Stokes:

//SrotF-7dS = 7{F-d7
5

27
/ (cos®, cos® — 1, senf) - (—sen b, cosf, senf) db
0

27
= / (fcosﬂsen0+(30529fcose+sen2t) do
0

1 27 27 27
—7/ sen 20 df + / do + / cos 0 db
2 Jo 0 0
—_—— —_———

= 27

(c) A superficie S é constituida por todas as faces do cubo, excepto a que estd contida no plano
z = —1. O seu bordo, 95, é formado por todas as arestas do cubo que estdo contidas plano z = —1,
sendo percorridas no sentido indicado na figura abaixo (e que é compativel com a orientacio de S).
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Figura 2: S e o bordo de §S.

sendo v = 71 + 72+ 3 + 74 0 bordo de S orientado de forma compativel com a normal indicada. Desta
forma, v é a concatenacdo dos segmentos de recta que formam as arestas da parte inferior do cubo, e
que sao parametrizadas por:

W) = (-1, —t, -1) com te 1,1}
72(t) - (tv 713 71) com t € [715 1]7
73(t) = (17 tv 71) com t € [71v 1]7
v(t) = (=t 1, -1) com t € [—1,1].
Sendo F(z,y,z) = (zyz, zy, x?yz) de classe C* em R? e S uma superficie orientdvel cujo bordo é



uma curva de Jordan, resulta do teorema de Stokes que:

//rotF~7dS = %F~d*y
S aS

I
(]
T~
"y
5

1 1
/(—t,t,t)~(0,—1,0)dt+/ (t,—t,t%) - (1,0,0) dt
—1 =1l

+/1 (—t,t, t)-(o,l,o)dt+/1 (t,—t,—t*) - (—1,0,0) dt

=1 =1

1
/ (—t+t+t—t)dt = 0
e

3. Utilizando o teorema de Stokes, transforme o integral [[¢rot F - 7 dS num integral de linha
(trabalho de F' ao longo de um caminho) e calcule-o, sendo:

(a) S a superficie 22 + y?> + 22 = 4, com y > 0, 7 a normal com segunda componente
positiva e
F(z,y,2) = (y,z,2%)

(b) S a superficie
{(;U,y,z)e]R3; 0<z<1,2’24+4*>=1,2>0, yZO},
7 a normal com componente em x positiva e
F('I:7 y’ Z) = (07 x’ O)

Resolucao:

(a) Pelo teorema de Stokes

//rotF~7dS = 7{ F - dy
S S

em que 05 é o bordo da superficie S orientado de forma compativel com a escolha da normal. Neste
caso, OS € a intersecdo da esfera 22 + 3% + 22 = 4 com o plano y = 0, ou seja, é a curva 22 + 2% = 4,
y = 0, com o sentido directo quando vista do ponto (0, 2,0).



Figura 3: S e o bordo de §S.

Assim (ver figura) uma parametrizagdo de 95 é
~v(0) = (2cos6,0,—2sen), 0 € [0, 27]

Sendo F(z,y,z) = (y,z,2?), temos ent3o:

//rotF~7ds = jl{F-dw
S oS

2m
= / (0,2cos 6,4 cos? ) - (—2senf, 0, —2cos ) df
0
2m
= 78/ cos®0df = 0
0

(b) Pelo teorema de Stokes

//rotF.7ds = f F.dr
S oS

em que C é o bordo da superficie S orientada de forma compativel com a escolha da normal. S é a
parte da superficie cilindrica 22 +32 =1comz >0,y >0e0< z < 1:

Figura 4: S e o bordo de S.

Neste caso, o bordo de S é uma curva seccionalmente regular constituida por 4 caminhos regulares,



para os quais vamos usar as parametrizacoes:

g(z) = (0,1,2), z €[0,1] (de Cy);
g2(t) = (cost,sent,1), t€[0,Z] (de —Cy);
g3(z) = (1,0,2), z€(0,1]  (de —Cs);
ga(t) = (cost,sent,0), t€[0,5] (de Cy)

Para o campo vectorial F(z,y, z) = (0,z,0), temos que

F~d'y:/ xdy
oS oS

Desta forma, e calculando os integrais de linha de F' ao longo dos caminhos C;, i = 1,2,3,4, que
verificam 0S = Cq + Cy + C5 + Cy:

1
/ rdy = /Odz =0
C1 0

1
/ zdy = —/ 0dz = 0
Cs 0

/2 /2
/ rdy = 7/ cost (sent) dt = —/ cos? t dt
C2 0 0

71‘/2 71—/2

/ rdy = / cost (sent) dt = / cos’tdt = —/ zdy
C4 0 0 Cg

Em conclus3o, e tendo em conta que os integrais ao longo de Cs e Cy cancelam:

4 4
//rotF-7dS = 27{ F-dy = Z/ xdy = 0.
s k=1"Ck k=1"Ci

. Use o teorema de Stokes para calcular fCF -dr onde C é o tridngulo de vértices (1,0,0),
(0,1,0), (0,0,1), percorrido no sentido positivo quando visto do ponto (5,5,5) e

F(z,y,z) = (v +y* y+2° 2 +2%).

Resolucao:
Pelo teorema de Stokes temos que

j{cF-dr = //SrotF-7dS

sendo S uma superficie cujao bordo é C' e 7 a normal a S compativel com o sentido indicado para C.
Sendo que um vector normal ao plano que contém os trés vértices do tridngulo é (1,1,1), a equagdo



deste plano é
(x—1,9,2)-(1,1,1)=0 < z4+y+z=1

Consideramos a seguinte parametrizacao do triangulo:
g(xay) = (Z'7y,1 — T y)7

com g estd definida na projecgdo do tridngulo sobre o plano zy:

T:{(x,y)€R2:O<x<1,0<y<1—x}

Figura 5: A curva C, uma superficie plana, S, cujo bordo é C', e o dominio de g, T

A orientacdo associada a esta parametrizacao é

€1 €9 €3
ﬁ:?x%: 1 0 -1 = (1,1,1),
woov 0 1 -1

sendo compativel com o sentido de C'; note que em caso contrério bastaria tomar — 7 no lugar de ,
no célculo que se segue.

Por outro lado:

€1 €2 €3
rot F = | 2 a% 2 | = (-22,-22,-2y) = —2(2,2,y)

x—|—y2 y+22 z—|—x2

Pelo teorema de Stokes:

7{F-dr = //rotF~udS
o} S

= //T—Z(l—x—y,m,y)'(1,171)dA
= —2//T(17x—y+x+y)dA

= —2//TdA = —2Vob(T) = —2(3) = -1




5. Seja S a superficie parametrizada por
g(u,v) = (u, v, 2 —u? —v?) com (u,v) € B = {(u,v) e R? : u* +v? < 1}
Calcule o fluxo do rotacional do campo vectorial
F(z,y,2) = (4,0, +y)
através de S na direcdo da normal com terceira componente positiva, utilizando

(a) a definicdo de fluxo;

(b) o teorema de Stokes.

Resolucao:

(a) O fluxo do rotacional do campo vectorial F' é o integral ffs rot F' - vdS. Temos que

€1 €9 €3
ot F =12 &2 £ =(,-1,-1).
Y 0 z+y

Por outro lado, uma normal a superficie (com terceira componente positiva) é

€1 €2 €3
= = gﬁx% =1 0 —2ul = (2u,2v,1)
w ov 0 1 —2v

Assim sendo,

[[oervis = [f -1 Cosmyas = [f u-2o-pava

Efectuando a mudanga para coordenadas polares u = pcosf, u = psend, e como B é dado por
(p,0) €]0,1] x ]0, 27:

//SrotF~7dS

1 2m
/ / (2pcosf — 2psend — 1) pdf dp
o Jo

1 27 27 27
_ / (2,02/ cos 0 df —|—2p2/ sen 0 df —,0/ dO)dp
0 0 0 0

1 1
= /(*%p)dp = prQ‘ = -
0 0

(b) Para aplicar o teorema de Stokes necessitamos de uma parametrizagio do bordo de .S cujo sentido é
compativel com a orientacdo da superficie. Sendo OB a circunferéncia u?+v? = 1, tomando u(t) = cost
e v(t) = sent, ou seja,

v(t) = (cost,sent) t € [0, 2],



e tendo em conta que W —a orientacdo de S segundo a qual se pretende calcular o fluxo — coincide
com a normal induzida pela parametrizacdo, entdo o bordo de S é o caminho

L(t) = govy(t) = g(cost, sent)

= (cost7 sent, 2 — cos? t — sen? t) = (cost, sent, 1)7 t € [0, 27].

Pelo teorema de Stokes:

//rotF~1/dS = /F~dF
S Iy

27
= / (sent, 0, cost+sent)~(—sent, cost, 0)dt
0

27 1 21
= / —sen’tdt = —f/ (1 —cos2t)dt = —m
0 2 Jo

6. Considere o campo vectorial

G(x,y,z) = (yz, —Iz, 22)

e a superficie
S = {(x,y,z)€R3 24 yP =142, 0<z<1}.

Calcule o fluxo do rotacional de GG através de .S, segundo a normal com terceira componente
negativa, usando:

(a) o teorema de Stokes;

(b) o teorema da divergéncia.

Resolucao:

(a) A superficie S é dada por z = 2% + 3% — 1, com
0<z<1 = 0O<a?+y*—1<1 = l<z?+y? <2
Podemos pois parametriza-la por
g(@,y) = (2,9, 2" +4° - 1),
com g definida na coroa circular

A = {(x,y)€R2:1<x2+y2<2}.

Um vector normal a S é

) 9 €1 €2 €3
*:afgxaﬁ: 1 0 2z = (—2x, -2y, 1)
Ty 0 1 2

10



Como necessitamos da normal a S com terceira componente negativa, tomamos —7. Em consequéncia,
para obter uma parametrizacdo para o bordo de S que seja compativel com esta orient¢do precisamos
que a fronteira de JA, que designamos por ~, seja percorrida no sentido inverso (ver figura).

Figura 6: Determinacdo do bordo da superficie S.

Considerando
Yi(t) = (V2cost, —v2sent), t € [0,27],
Y2(t) = (cost, sent), t € [0, 27].
Resulta entdo que o bordo de S é I' =T UT'5, onde
() = gom() = (\/§COS757 —V2sent, 1), t € [0,27],

Ta(t) = gomlt)

(cost, sent, 0), t € [0, 27].

De acordo com o Teorema de Stokes, e notando que G = 0 em I'5, temos:

//rotG~1/dS = /G~dr = /G-dr+/ G -dr
S T Iy s
——

27
= / (— V2sent, —v2cost, 1) - (— V2sent, —V2cost, 0) dt
0

27
= / (2 sen? ¢ + 2 cos? t) dt
0

27
= / 2dt = 4.
0

(b) Uma vez que o teorema da divergéncia s6 se aplica a superficies que sdo fronteira de dominios
regulares, acrescentamos a superficie S os circulos

T = {(z,y,z)€R3 :z2=0 e x2+y2§2}

T = {(:c,y,z)eR3 cz=1c¢e x2+y2§1}.

11



Em linguagem informal, podemos dizer que 77 é a “tampa” do sélido D e T5 o seu “fundo” (ver figura
da alinea (a)), onde

D = {(:c,y,z)ERB:x2+y2<1+z e 0<z<1}.

Assim sendo, 0D = T7; UT> U S. Sendo

€1 €2 €3
_|o 3 o _ o .
rotG = |5z 3 5| = @y, —22):
yz —zz 22

aplicamos agora o teorema da divergéncia ao campo vectorial rot G, por forma a verificarmos que o
fluxo deste campo através de 9D €, de facto, nulo:

// rotG-vdS = /// div(rot G) dV. = 0.
oD DN——

6

Por outro lado, como 9D =T, UTy, U S:

//rotGoz/dS—k// rotG-l/dS+// rotG-vdS = // rotG-vdS = 0.
s i) Ty oD

Utilizando
alz,y) = (x,y,1) definida em D; = {(x,y) : 2?4+ 9% < 2},
g2(z,y) = (z,9,0) definida em Dy = {(x,y) : z?+y? < 1},

como parametriza¢bes de 17 e T, respectivamente, resulta assim que:

//rotG~1/dS —// rotG-vdS — // rotG-vdS

S T T

—// (2,5, —2) - (0,0,1)dA — // (2,5,0) - (0,0, 1) dA
D1 D»

0

. Seja C' um caminho fechado e simples que pertence ao plano z +y + z = 1 e é percorrido no
sentido directo quando visto do ponto (0,0,10). Mostre que o integral de linha

j{ zdr — 2xdy + 3ydz
c

depende apenas da drea da regido do plano = 4+ y + z = 1 delimitada por C.

Resolucao:

12



Seja S a regido interior a curva C' no plano
ztytfz=1 & 2= 18—z —
Vamos parametrizar S por
g(@,y) = (z,y,1-z—y), (z,y)€ PCR?
onde P obtém-se da projeccdo de S no plano coordenado z = 0, ou seja,

P = {(x,y)ERQ:(x,y,l—x—y)ES}.

A orientacdo associada a esta parametrizacdo,

dg 0 €1 € €3 K 1

— 9 g

— =11 0 -1 = (1,1,1), v = —- = —(1,1,1
o "oy 0 1 -1 ( ) 7] \/3( )

é compativel com o sentido prescrito para C. Por outro lado, considerando o campo dado, F(z,y, z) =
(2, —2z,3y):

€1 €9 €3

— o o) 2] _
rot ' = B aiy 92 = (3,17—2)
z —2r 3y

Pelo teorema de Stokes

fzdx—Qa:dy—i—Sydz = %F-dr://rotF-udS
C C S
// (111dS // 2A (S).
7a_ s Ly = rea
f V3

Comentario: note que se a curva fosse percorrida no sentido contrario ao que foi prescrito, o valor do
integral seria 77 Area(S) = % Volp(S). O integral depende apenas do sentido da curva e da area
da regido do plano delimitada por C; para além desta dependéncia, o integral ndo é fungdo nem da
“forma” da curva nem da sua posicdo no plano.

. Seja M C R? uma superficie e H : R? — R3 um campo vectorial de classe C'! ortogonal a
M (ou seja, H(z) € T;-M para todo o z € M ). Mostre que rot H é um campo vectorial
tangente a M em qualquer ponto p € M.

Resolucao:

Se rot H n3o fosse tangente a M em algum ponto p € M entdo teriamos
rot H(p) - v(p) > 0

para uma certa normal unitdria v(x) a M, localmente definida. Uma vez que H é de classe cl e
portanto rot H é uma fung¢do continua, existiria um conjunto aberto U 5 p tal que rot H(x) - v(x) > 0
paraz € UNM . Tomando um caminho simples e fechado v em U N M, com sentido compativel com
v, teriamos ent3o, pelo teorema de Stokes

/H~d’y = /rotH~de > 0,
¥ S

13



onde S C UN M € a regido de M com bordo 7.

Por outro lado, e uma vez que H € ortogonal a M, temos

7{H.d7 = /abH(“Y(t))-v'(t)dt - 0

pois 7/(t) é sempre um vector tangente a M para qualquer parametrizagdo 7 : [a,b] — M de um
caminho em M. Tendo deduzido uma contradicdo, concluimos que rot H é necessariamente tangente
a superficie M em todos os pontos da mesma.
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