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Ficha de Problemas Resolvidos n° 3
Fluxo e Teorema da Divergéncia

1 Exercicios Resolvidos

1. Calcule o fluxo do campo vectorial

F(z,y,2) = (2,9, 2)

através da superficie S definida por z = 1 — 22 — y% e z > 0 orientada pela normal com
terceira componente positiva.

Resolucao:

Trata-se de uma porcdo do paraboldide de equagdo z = 1—x? —3?2 de vértice (0,0, 1) situada
acima do plano z = 0. Assim, podemos considerar para esta superficie a parametrizacdo

g(u,v) = (u, v,1—u?— v2)
com (u,v) € D = {u? + v? < 1}, dado que a interseccdo de z = 1 — 22 — 32 com o plano
z =0 é a circunferéncia de equacdo 2% + y?> = 1. Temos que

dg dg B
% = (1,0, 2U) s % = (O, ].7 2’0)

Como tal, a expressdo geral do vector normal a S necessario ao célculo do fluxo é dada por

8 8 €1 €9 €3
- 879 xaﬁ =1 0 —2ul = (2u,2v,1)
v ov 0 1 —2uv

Atendendo a orientacdo dada, devemos usar este vector ﬁ e nao o seu simétrico —Nz =
(—2u, —2v, —1). O fluxo do campo de F' através de S é entdo dado por

//F-l/dS = // (u,v,l—uQ—UQ)-(2u,2v,1)dudv = // (u2+v2+1)dudv.
s D D

Atendendo a que D € o circulo de centro na origem e raio 1, usamos coordenadas polares,
x = pcosf e y = psenf para o calculo do integral duplo (note que o jacobiano desta
transformagdo de coordenadas é p) de onde resulta que:

27 1 I
//F-VdS:/ /(p2+1)pdpd0:
S o Jo 2



2. Mostre que 367 é o valor do fluxo do campo vectorial
F(z,y,z) = (0,0, z)

através da superficie esférica S definida por 22 + 32 + 22 = 9 orientada segundo a normal
exterior a S.

Resolucao:

Atendendo as coordenadas esféricas, a superficie S pode ser parametrizada por
9(0,¢) = (3sen¢pcosh,3sen psend, 3 cos @)
para 0 € ]0,2m[ e ¢ € |0, 7] . Temos

99 _
20 ~

(—3sen¢senf,3sen¢pcosh,0) 21:(3cos¢cos€,3€osgz§sen0,—3sen¢)

Como tal, a expressao do vector normal necessario ao calculo do fluxo é dada por

S _ 09, 0
20 " 96
€1 €9 €3

= —3sen¢senfl 3sen¢cosf 0
3cospcosf 3cospsenfl —3sen

= (—9 sen? ¢ cos 0, —9 sen  sen? ¢, —9 cos ¢ sen qS)
Atendendo a orientacdo dada, ha que considerar o vector normal
—ﬁ = (9 sen? ¢ cos 0, 9 sen O sen? ¢, 9 cos ¢ sen ¢)

que "aponta para cima”no hemisfério norte (onde ¢ € ]0,7/2[) e aponta "para baixo" no
hemisfério sul (onde ¢ € |7/2,7[. O fluxo do campo F' ao longo da superficie S é dado
pelo integral de superficie

//SF.de = //D<0,0,Z(97¢)).(_ﬁ(agﬁ))dedqs

= // (3cos @) (9cos psen @) df dp
D

27 m
= 27/ /sen¢cos2¢d¢d9
0 0

™
2
27 - 2w - -

—cos® ¢ _
0 3

= 27-2m

= 36m.



3. Considere o campo vectorial F(x,y,2) = (22, 2y, 2) e V é o sélido limitado pelo paraboloide
z =4 — 2% —y? e pelo plano z = 0. Calcule o fluxo de F' através da fronteira de V no
sentido da normal exterior a V' usando:

(a) A definicdo de fluxo.

(b) O teorema da divergéncia.

Resolucao:

(a) A fronteira de V é S = S; U Sy em que S é o paraboldide, z = 4 — 22 — y2, com
2> 0,eSy éocirculo 22 +y? < 4 no plano z = 0. Assim, o fluxo de I através de S

é dado por:
//SF-7dS://SIF-ﬁldS—F//SQF-72dS

E facil de entender que 75 = (0,0,—1) pelo que F - V9 = z e dado que em Sy se
tem z = 0 obtemos
// F-73dS=0
Sa

Por outro lado, S7 pode ser parametrizada por

2 2)

g(u,v) = (u,v,4 —u® —v?) , (u,v) € D={(u,v) € R?:u? 4 v? < 4}.

A normal a 57 é

dg _9dg
% X % = (2’[1,, 2’U, 1),

e dado que a normal exterior a S; tem terceira componente positiva, usaremos % X g—g
para o cdlculo do integral. Entao

/ F.7dS = // (u?, uv, 4 — u® — v?) - (2u, 2v,1)du dv
S1 D
= // (2u3 + 2uv? + 4 — u? — v} dudv

D

Fazendo a transformag&o para coordenadas polares (u = r cos 6, v = rsen ) obtém-se
2 2
// F - 71dS = / / (2r3cos39 +2r3 cosfsen® 0 + 4 — 7"2) rdf dr = 87
S o Jo

e, como tal, o fluxo pedido é 8.
Para o cdlculo expedito do integral anterior, note que se f é uma funcdo periddica de

média zero ent3do )
/ ft)ydt=0

sendo b — a o periodo de f. Como exemplos:

27 27
/ cosPtdt =0 e / sen® tcostdt = 0.
0 0



(b) Pelo teorema da divergéncia

//SF-7dS:///VdideV

em que V é o sélido dado, S a sua fronteira e 7 a normal unitdria exterior a S. Dado
que
V= {(m,y,z) €R2:0<z<47x27y2}

e que div F' = 3x + 1, tem-se que

///‘/(335"‘1)‘1‘/://D/O4_x2_y2(3x+1)dzd:cdy=//D(3x+1)(4—x2—y2)dA

sendo D = {(z,y) ; 22 + y* < 4}. Mudando para coordenadas polares, z = pcos¥,
y = psenf, temos que

///v(gxﬂ)dv:/02/02ﬂ(3pcos0+1)(4—P2)Pd9dﬂ=87f-

4. Use o Teorema da divergéncia para calcular o valor de

//Sp.yds

em que F(z,y,2) = (sen(nz), 23, 22 +4x) e S é a superficie do paralelipipedo —1 < z < 2,
0<y<lel<z<4

Resolucao:

Vamos usar o Teorema da divergéncia na seguinte forma:

//SF-de:///EdideV

sendo E o paralelipipedo limitado pelos planos z = —1, z =2, y =0, y =1, z =1 e
z = 4. Temos entdo que os limites de integracao serdo

Por outro lado

p_ 9 0 3,9 2 _ 2
divF = 5 (sen(mz)) + ay(z:y )+ 5 (2° + 4x) = wcos(mzx) + 3zy° + 2z



Basta-nos agora calcular o integral

//SF-udS = [[[ aiwrav

2 1 4
= / / / (7 cos(mz) + 32y + 22)dz dy dx
-1Jo J1

135
2

5. Use o teorema da divergéncia para calcular [[¢(22 + 2y 4 2%) dS onde S é a esfera 22 +
2, .2
Yy + 22 =1

Resolucao:

A superficie S em quest3do é a esfera unitaria, que é a fronteira da bola unitaria B dada por
2?2 + 3% + 22 < 1 e tem um vector normal num ponto (z,v,2) da forma (z,y, z) (o qual
aponta para “fora”). Observe que a fungdo integranda é

22+ 2y + 22 = (2,2,2) - (2,5, 2) = (2,2,2) - v,
pois a normal unitdria em cada ponto de 0B é

V@ +y?+22-1)
V@2 +y2+ 22 - 1)

1
v = 5(2x,2y,2z) = (z,y, 2).

Desta forma o integral que se pretende calcular é de facto o fluxo do campo (2,2, z) através
de OB. Pelo teorema da divergéncia,

//S(2x+2y+z2)d5 = //3(27272)'(x,y,z)d5
= ///BdideV
= ///dezvob(B):‘L;,

6. Use o teorema da divergéncia para determinar o fluxo do campo F(zx,y,z) através da
superficie S na direccdo da normal v indicada, sendo:

(a) S é a superficie da regido delimitada pelos planos coordenados e os planos = + 2z = 4
ey =2,
F(z,y,2) = (zyz,yz, 2%)

e v com terceira componente positiva



(b) S é o grafico de f(x,y) = 22+ y?> e 0 < z < 1, v com terceira componente n3o
positiva e
F(xay7 Z) = (:Ugy? _:Eva 1)

Resolucao:

(a) Pretendemos calcular

J[F-vas

em que S é a superficie dada. Dado que S delimita um sélido, V', por aplicacdo do teorema

da divergéncia tem-se que
//F-I/dS:///dideV
S \%

sendo
div F = (3+y)z
e
V:{(x,y,z).0<y<2,0<z<2,0<x<4—2z}
Entao

2 r2 pd-2z 64
/// dideV:/ / / B+ y)zdxdydz = —
v o Jo Jo 3

(b) Queremos calcular
// F-vdS
S

Observe que S ndo é uma superficie fechada (isto é, S ndo é a fronteira de um sélido
V). Para que possamos utilizar o teorema da divergéncia, vamos considerar a superficie S;
constituida pelo circulo 22 +%? < 1 em z = 1. Seja agora ¥ = SU.S; (ou seja o paraboldide
“tapado” com o circulo). Como X é uma superficie fechada, podemos agora usar o teorema
da divergéncia escolhendo a normal exterior, v, em ¥ (ou seja, que aponte “para fora").
Seja 11 a normal a S; (que aponta para cima). Temos

//EF'VdS://SF'”dSJF//SlF'”ldS
//SF'VdSZ//ZF'”dS_//SlF-VldS

Pelo teorema da divergéncia,

/[EF.VdS:///JE(2xy—2xy+O)dV:O

em que E é o sélido que possui > como fronteira. Como consequéncia

//F-VdS:—/ F-11dS
S S1

pelo que,



Para determinar ffSl F - 11 dS, basta notar que a normal unitdria exterior ao sélido nos
pontos de Sy é vy = (0,0,1), pelo que F - v = F3 = 1. Entdo, com D = {(u,v) € R? :

u? +v* < 1}, obtemos
// F‘VldS:// dA=Voly(D)=m
S1 D

//F-udS:—W
S

. Seja S a parte do paraboldide z = 2 — 22 — 32, com z > 1. Calcule o fluxo do campo
vectorial

donde concluimos que

1
(22 +y2 4 22
através de S na direcdo da normal a S com terceira componente positiva. Note que F' é da
forma fG, onde f é um campo escalar e G um campo vectorial.

F(z,y,2) =

Resolucao:

Vamos calcular

//SF-de

usando o teorema da divergéncia. Mais uma vez se constata que S ndo é uma superficie
fechada e, assim, para que se possa usar o teorema é necessario “tapar’ inferiormente S.
Considere-se

X=5UT
em que T é a superficie {(x,y) € R? : 22+ y?> <1, z = 1}. Entdo ¥ é uma superficie
fechada, sendo V' o sdlido limitado por X e v a normal exterior a X, tem-se que

//EF-VdS:///VdideV

//EF'VdSZ/XgF'”dS+//T,F'VdS
///Vdidevz//SF.VdSJF//TF,VdS

e, como tal, o integral pedido é

//SF.de:///Vdidev—//TF.de

Vamos calcular estes dois integrais. Por um lado, fazendo r = ||(z,y, 2)|| = V22 + y? + 22,

temos F' = r%(x, y,z) e

Dado que

obtém-se

divF =3r3-3r5@2+42+2%) =0



e assim

///VdideV:O

Por outro lado, em T tem-se v = (0,0, —1) e assim F'-v = —r~32. Podemos parametrizar
T por g(p,8) = (pcosh, psenf, 1), com 0 < p<1e0 <6l <2m. Entdo

//TF.z/dS__/Ol/ozw(p2+1)—3/2pd6dp_7r(\/5_2)
//SF.de:w(Q_fg)

e finalmente

. Seja r = /2?2 +y? + 22 e considere o campo vectorial G(x,y,2) = ¢(r)(z,y,2), onde
¢ :RT — R éde classe C'! . Sabendo que ¢(1) =1 e divG = 0, determine ¢ sem calcular
div G directamente.

Resolucao:

Estando G definido em R3 \ {(0,0,0)}, consideremos o conjunto
V={(z,y,2) eR® : 1<a®+1%>+ 22 <R?}

Note-se que a fronteira de V' é constituida por duas superficies esféricas de raios 1 e R,
respectivamente. As respectivas normais unitarias e exteriores a V' s3o os vectores —(x, , z)
e %(m,y,z). Aplicando o teorema de Gauss em V obtém-se

///VdideV://EG-udS

em que X é constituida pela esfera de raio 1, S; e pela esfera de raio R, Sg. Dado que

divG =0
//G~VdS:O
»

/ G-udS+/ G-vdS=0
Sl SR

Fazemos o célculo do segundo integral, dado que para o primeiro basta fazer R = 1, no
resultado que vamos obter (e trocar o sinal, dado que a normal a S; aponta em sentido
contrario a de Sg). Sendo Sk = {(z,v,2) : ||(z,y, 2)|| = R?}, tem-se que

G(l’, Y, Z) - ¢(R>($, Y, Z)

ou seja



e assim

/ G-vdS = /S qS(R)(x,y,z)-%(m,y,z)dS

- (,5(;)//3 (a9, 2)12ds
R$(R) Vol (i)

= 4n¢(R)R?

Fazendo R = 1 e trocando o sinal, obtemos

//SIG-de:—z;m(l)

Sabendo que ¢(1) = 1, tem-se

—4r +4n1p(R)R* =0 = ¢(R)= %

. Seja f um campo escalar de classe C'! e g um campo escalar de classe C? ambos definidos
num conjunto A C R3. Demonstre a seguinte igualdade, (designada primeira formula de
Green), onde E é um sélido simples cujo fecho estd contido em A e S a sua fronteira:

//Sng-udS:///E(ng—i-Vf'Vg)dV

Resolucao:

Note que, por aplicacao do teorema da divergéncia

//S(fvg).udsz///Ediv(fvg)dv

Como
: _ aio (99 99 .99
div(fVg) = dw<f8x’ 9y’ (92)
_ 0fdg 0% 0f0g 0%
= aror ozt ot
of og 0%
oz 9. a2
= Vf-Vg+ fAg

o resultado fica, assim, demonstrado.



