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MAP 2

[8 val.] 1. Considere o sistema de EDOs.

(a) Calcule et
(b) Determine a solugdo do sistema para z(0) = g e y(0) = yp.

(c) Esboce as solugdes do sistema no espaco de fase zy
[6 val.] 2. Considere a equacdo do oscilador harménico forcado
2" + 9z = sin(t) (1)

(a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente. Justifique.

(b) Determine a solugdo geral da EDO n3o-homogénea (1). Justifique.
[6 val.] 3. Considere o problema com condig¢es iniciais
' =(x—1%3  com z(0) = 1. (2)

(a) Mostre que o problem tem um namero infinito de solugdes.

(b) Explique porque & que o resultado anterior ndo contradiz o Teorema de Picard-
Lindelof

Solucdes:
1. (a) O polinémio caracteristico de A é dado por p(A) = (3—A)(—2—)), logo temos que

os seu valores préprios sdo A = 3V A = —2 e A é diagonalizavel. Portanto, agora
temos de calcular os vetores préprios associados a cada valor. Para A = 3,

(A-3Nu=0 < [_05 _05] [Zj =0 < —du;1—dux =0 < u; = —us.

Logo u = (1,—1) é vetor préprio. Para A = —2,

. 5) 0 v o
(A+2l)v=0 <= [_5 0] [vz] =0 < v =0.

e temos que v = (0, 1) & vetor préprio. Definindo

s=fu o= |1 1]



Temos que A = SAS~! e portanto et = SeS~1, como A é diagonal

3t
A (& 0
“lo

Calculamos agora S—!

Logo

0 67225

SR E R0 ¥

(b) A solugdo é dada por:

T At |0 x0€3t
=€ = —2t 3t —2t
Yy Yo zo(e " —e”) + yoe
Outro processo para resolver o exercicio:

A solucdo geral é da forma

[96] = CyeM! [ul] + Coe™?! [vl]
Yy U2 v2

onde A1, A2 sdo os valores préprios de A e u = (u1,uz2), v = (v1,v2) 0s respetivos
vetores préprios. Pelos calculos da alinea anterior obtemos

e[t

Condicdes iniciais: Fazendo ¢t = 0,

xo = Ch
—
yo = —C1 + Cq Yo = —x0 +Co <= Cy =z0+ Yo

A solugdo do PVI é:



2.

()
(a)

..................................

A equacdo homogénea correspondente é
2 4+ 92 =0

cujo polinémio caracteristico & p(r) = > +9 =0 == r = £3i. Temos entdo
como fungdes base {cos(3t),sin(3t)} (esta fun¢des sdo linearmente independentes
como se pode comprovar calculando W (cos(3t),sin(3t)) # 0) e portanto a solugdo
geral da equacdo é

yp, = Acos(3t) + Bsin(3t), para A,B € R.

Precisamos de encontrar uma solugdo particular. O polinémio aniquilador de sin(t)
é p(D) = D?+1, cujo os zeros sdo +i e as funcdes base associadas {cos(t),sin(¢)},
por isso uma solucdo particular é da forma

yp = C cos(t) + Dsin(t)
para alguns C, D € R. Fazendo as derivadas

y, = —C'sin(t) 4+ D cos(t)
y]'D’ = —C'cos(t) — Dsin(t)

e subsitituindo na equacio
—C'cos(t) — Dsin(t) + 9C cos(t) + 9D sin(t) = sin(t)
Ficamos com o sistema

9IC-C=0 = C=0
9D-D=1 = D=1/8.

Concluimos que a solugdo geral do sistema n3o homogéneo é

1
y =yn +yp = Acos(3t) + Bsin(3t) + 3 sin(t).



3.

(a) Trata-se de uma equag&o separavel,

3:'/

1
7(:[;_1)2/3:1 = /(x_l)Q/gd:U:/dt
— 3z-1)"=t+C

t+C
A VA I
— (z—-1) 3
3
x:@g$)+L CeR

Note-se que a solugdo constante x(t) = 1 também é solu¢do do problema dado para
todo t € R. Entdo podemos construir as solugdes (continuas):

1, t<tp
z(t) =< (t — to)3
——+1, t>t
27 + 1, = 0

onde ty > 0 é arbitrario e, por isso, trata-se de um namero infinito de soluges.
Note-se que as solugdes verificam a condigdo inicial z(0) = 1.

(b) O resultado anterior ndo contradiz o Teorema de Picard-Lindeldf pois a fungdo da
equacdo 2’ = f(z,t) com f(z,t) = (z — 1)?/3 & tal que a sua derivada tem um
ponto em que ndo esta definida e o seu limite & infinito (logo ndo & de classe C1),

com efeito,
of 2
7 t —
90\ &) = 3G
e
lim 2 00



