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MAP 1
[7 val ] 1. Considere a superficie S = {(x,y,2) e R® 12 =1 —y% — 2%, x>0}

(a) Faga um esbogo das curvas de nivel de S com =0 e z = 3/4 e depois esboce S.
(b) Usando o Teorema de Gauss calcule o fluxo exterior do campo vetorial E : R? — R3
dado por E(z,y, z) = (x, 2y, z) através de S.
[6 val.] 2. Considere o campo vetorial B : R? — R3 dado por B(z,y, z) = (y, x, 22).

(a) Calcule V x B.

(b) Considere o bordo T da superficie S = {(z,y,2) € R: 2? +y? + 22 =4, 2 >0}
Use o Teorema de Stokes para calcular a circulagio gSF B - dy.

7 val. . Considere a seguinte chamada equagdo logistica
| 3. Consid inte EDO (chamad | i
dx +
i (a — bx)x, com a,beRT. (1)

o iy 1 :
(a) Usando a substituicdo de variavel w = —, mostre que (1) pode ser escrita na forma
x

d
di:—i-aw:b. (2)

(b) Resolva a equagdo (2).

(c) Usando a solugdo encontrada na alinea anterior, calcule lim x e represente grafi-
t—+4o00

camente algumas solu¢des da equagdo (1) para ¢t > 0.
Solucdes:
1. (a) Quando z = 0, obtemos a equagdo
0=1—9>-22 = 2 +22=1.

Ou seja, uma circunferéncia no plano = = 0 centrada em (0,0,0) com raio 1.




Sex =3/4

3 2_ 2
T_1-— _ -
1 v r

que é uma circunferénica no plano x = 3/4 centrada em (3/4,0,0) com raio 1/2.

<~ y2+22:

E portanto desenhamos a superficie S que serd um paraboloide a volta do eixo x
com altura 1 e base em = 0 com raio 1.

Y4

/

(b) Notamos que S ndo é uma superficie fechada, por isso introduzimos o conjunto
T={(z,y,ze€R3:z=0ey? +22<1}.

Temos que ¥ = SUT ja é fechada e aplicamos o T. de Gauss

/E-VdS:/divf}dV
> B

onde B é o sélido tal que 9B = 3. Calculamos

= OE;1 0Es; OE
divE(z,y,z) = 8:1:1+ 8y2+ 8Z3:1+2+1:4.

Usando coordenadas cilindricas (em torno do eixo ) fazemos o seguinte integral,

21 Vi—z
/divEdV—/4dV—4/ / / p dpdfdx
B
p
—87r/ [] dzx
o L2]g
1
:47r/ 1—xdx
0

= 2.



Substituindo acima,
/E-de:/divEdV:27r — /E-VdS—i—/E-VdS:QW
M B s T
<— /E-VdSZQW—/E-VdS
s T

Portanto basta agora calcular o integral do lado direito, ou seja, o fluxo em T.
Reparamos que em 7' a normal exterior é v(x,y,z) = (—1,0,0), por isso ficamos

com
/E-I/ds—/(x,2y,z)-(—1,0,0)dS—/—ardS—O,
T T T

pois £ = 0 em T. Concluimos que

/E-VdS:27T.
S
(a) Calculamos
€1 e €3 o 0 o 0 s 9
3 _ |0 090 0| _|oy 0z dr 0z dr Oy
VxB= = Y el — &z 2leo + Yle
ox Oy 8; I 2] €1 y 72 2 x 3
A

= 0e; — 2zxeq + Oes
= (0, —2z,0).

(b) O bordo I" & dado por
I={(z,y,2) €ER®: 2 =0ez? 43 =4},

e a superficie
S ={(x,y,2) ER3: 2 =0ea? +9y* <4}

é também tal que S’ = I". Aplicamos ent3o o Teorema de Stokes a S’

%E'dvz/(VxE)-VdS
l—‘ /

em S’ temos como vetor normal v(z.y,z) = (0,0,1) (como o sentido do caminho
em I' ndo é dado, podemos escolher qualquer orientagdo para a normal), substituindo
ficamos com

§£]§~d7:/(0,—2x,0)-(0,0,1)d1/:/ 0dS = 0.
1" I I

(a) Como w = 1/x, temos que

substituindo na equacio ficamos com

—w' 1\ 1
v <a—b> — W =—aw+b < w +aw=>.
w/) w

(b) Trata-se de uma equagio linear, por isso, comegamos por calcular o fator integrante

,u(t) _ 6faalt — et



Multiplicando a equagdo por u(t) = e obtemos

d b
e + ae®w = be® — &(weat) = be¥ = we = /beat dt <= we™ = —e¥ +C
a

—at

+— w=—-+Ce
a

para C' € R.

(c) Substituindo acima de volta w = 1/, obtemos

1

= C eR.
o b/a+ Ce=at’ para &€
Fazendo o limite
1 1 a
li t) = i = = —.
tJme( ) tﬁlinoo b/a+ Ce= bla+0 b

Algumas solu¢bes s3o representadas em seguida:

Yo




