DEPARTAMENTO
DE MATEMATICA
TECNICO LISBOA TESTE 1

W DM Calculo Diferencial e Integral Ill

1. Seja I' C R3 a curva dada pela interseccdo do cilindro 22 + 42 = 1 com o plano z = 1. Considere
o campo vectorial F : R? — R3 F(xz,y,2) = (2 — 5,0, y).
(a) Escolha uma orientacdo para I' e, usando uma parametrizacdo v correspondente, calcule a
circulagio ¢, F - dv.
(b) Determine uma superficie S com fronteira S =T e, usando o Teorema de Stokes, confirme

a resposta que obteve na alinea anterior.

2. Considere o campo vectorial F : R? — R? dado por F(x,y,2) = (z +€*,y + 2,2 +sen (2y)) e a
superficie S = {(x,9,2) ER® 1y +2 =12+ 22,0 <y < 2}.
(a) Represente graficamente a superficie S.
(b) Calcule o fluxo de F através de S na direcgdo exterior, usando o Teorema da Divergéncia.
th+ 2y
3. Considere a EDO de 12 ordem n3o-linear 3y = %
Y

(a) Determine a solu¢do geral da equagdo fazendo a substituicio de variavel z = %

(b) Calcule a solugdo da equagdo que verifica y(1) = 1 e indique o intervalo aberto maximal
onde esta definida a solucdo.

Solucdes:

1. (a) A curva I' pode ser parametrizada por v(f) = (cosf,sinf,1),0 < 6 < 2m, orientada no
sentido anti-horario se vista de cima. Ent3o dz = —sinfdf, dy = cosfdf, dz = 0, e
portanto

2m 2m
%F-d'y:/ (l—siné’)(—siné’)dHZ/ sin?0df = T,
r 0 0

uma vez que as médias de sin# e de sin® 6 sdo 0 e % respectivamente.

(b) Seja S o disco 22 + 4% < 1,2 = 1. Entdo v = (0,0,1), e uma vez que as condicdes
do Teorema de Stokes sdo satisfeitas (F € C!(R3) e S & uma superficie orientavel com
orientacdo compativel com a de T' = 95), temos que

éF-dyz/S(V><F)-dez/S(l,l,l)~(0,O,1)dS:voI2(S):7r,

em concordancia com a alinea (a). Na segunda igualdade usamos que

i ik
_ o Ie) o _
z—y 0 gy

2.




(b)

(b)

Seja Sp := {(2,0,2) e R3 : 22 +22 < 22} e Sy 1= {(2,2,2) € R3 : 2%+ 22 < 4%}, e E C R?
o dominio limitado com fronteira igual a S U Sy U Sy. Entdo, pelo Teorema da Divergéncia,

/F-yd5+/ F-vdS+/ F~de:/dideV, (1)
S So Sa E

onde v & a normal exterior em S, e v = (0,—1,0) em Sy, e v = (0,1,0) em So. Uma vez
que divF = 3, o lado direito de (1) é igual a

/ divF dV = 3Vol3(E) = 3%(4 42 —2.2%) = 567. (2)
E
Para calcular o lado esquerdo de (1), note-se que
/ FovdS= [ (x,y+2,%)-(0,—1,0)dS = —2Volo(So) = —2(72%) = —8x,  (3)
So SO
uma vez que y = 0 em Sy. De modo analogo, uma vez que y = 2 em Sy,
/ F-vdS= [ (x,y+2,%) -(0,1,0)dS = 4Voly(Sy) = 4(74?) = 64r. (4)
SQ S2

Substituindo (2), (3), (4) em (1), temos finalmente que

/F-Z/dSZO.
S

Sendo tz = y, entdo z +tz’ = y’. Por outro lado

c_ttr2yt Ny
v (Y ()
ty Y t

de onde se obtem a equacido

z4+tz =23422
e depois a EDO separavel

232 1

i AT
Por integracdo temos a solucdo geral y(t) = +t/ct* — 1.

De y(1) = 1 obtem-se ¢ = 2. Logo a soluco particular que verifica a condig3o inicial dada
é y(t) = tv/2t* — 1. Considerando a parte do dominio desta solucdo que contem t = 1

obtemos I,,,: = }‘\L/; +00 [



