1 Teoria da interpolacao

1.1 Interpolacao polinomial de Lagrange

Seja f uma fun¢éo definida num intervalo [a,b]. Sejam zg, x1,- -+, %, n + 1 pontos distintos
de [a,b] e defina-se f; := f(z;), j =0,1,...,n. O problema que estudaremos serd o de
determinar uma funcao ¢ tal que

g(:vj)zfj, j=0,1,...,n. (1)

Os pontos z; sao chamados pontos de interpolacdo ou nds e os valores f; os valores interpo-
lados. Uma funcdo g que verifique (1) é chamada fun¢do interpoladora. Em particular, vao
ser do nosso interesse fungoes interpoladoras polinomiais.

Teorema 1.1.1 Sejam zg,x1,--+,Z, n+ 1 pontos distintos do intervalo [a,b] e sejam
fos f1,+++, fu 0s correspondentes valores de uma func¢ao f nesses pontos. Existe um tinico
polinémio p,, de grau < n que interpola f nos pontos z;,j =0,1,---,n, ou seja, tal que:

Demonstracao 1
Seja
pa(Z) = ap + a1z + a2z” + - - - + anz™, (3)

onde os coeficientes a; sdo constantes a determinar. As condiges (2) traduzem-se nas n + 1
equacoes
Pa(2;) = ag + 0125 + apxi + - - - + apa}, j=0,1,---,n.

Estas constituem um sistema da forma Va = f, onde V é a matriz definida por

1 zy x5 -+ b
1 z 2 - ¥
1 z, 22 zl

e onde a = [aga; - -+ a,|T e £ = [fofi-+- fu]T- A matriz V é uma matriz de Vandermonde e
pode verificar-se que o seu determinante é dado por

detV= ] (zi—z)
0<j<i<n

Sendo os z; distintos, serd detV# 0. Entao V é ndo singular e o sistema Va = f tem
uma solugdo uUnica a. Fica provada a existéncia dum 1nico polinémio interpolador de grau
< n. Para se obter os coeficientes ay, ai, - - -, a, que devem ser inseridos em (3), é necessirio
resolver o sistema Va = f. Este processo de determinar uma expressao para p, € pouco
conveniente do ponto de vista computacional. Qutros modos de construir p, serdo tratados
neste capitulo.



Demonstracao 2

A seguinte demonstracao alternativa fornece uma expressdo explicita para o polinémio
interpolador.

Existéncia
Para cada 0 < j < n, seja [; o poliémio de grau n definido por

(z—zo)(x—31) - (T =3 1) (T = 3j41) -+ (T — Tn)
(zj — 2o)(zj — @1) -+ (25 — Tj-1)(@5 — Tjp1) -+ (T5 — Tn)

l](IE) =

Os [; sao chamados polinémios de Lagrange.

Facilmente se verifica que

b ={ 5 =13 @

Vamos provar que p, pode ser representado na seguinte forma
n
pa(z) = fili(2).
§=0

Comecemos por notar que a soma de polinémios de grau n é um polinémio de grau < n.
Além disso, atendendo a (4) tem-se, para 0 < i < n,

fili(zi) = fi,

0 que prova a existéncia dum polinémio interpolador.
Unicidade

Para provar a unicidade, suponhamos que existe um outro polinémio ¢, € P,, tal que
¢n(25) = pu(z;) = f;, 0 < j < n. Entdo r := ¢, — p, estd ainda em P, e r tem n + 1 zeros.
Ter-se-4 necessariamente r(z) = 0, donde g, = pn, 0 que completa a demonstragio 2.

A férmula o
pn(x) = Z fjlj(x)7 (5)
=0

com

(o) = T (=2 ©)

é chamada férmula de Lagrange para o polinémio interpolador.



Exemplo 1.1.1 Determinar o polinémio interpolador de grau < 2 duma certa funcao f
nos seguintes pontos tabelados

z |1 -1 2
flz) |0 -3 4
Tem-se
l @+ D)(z-2) 2*—z-2
o@) =iz - =
(x—1)(z—2) z? — 3z +2
hiz) = (—1-1)(-1—-2) 6
(z—-1(x+1) 2*2-1
L) = o hern - 3

A férmula (5) dé-nos entdo

2_3g4+2  a?-1
1)2(:15)=0—3aC 6x+ +4$3 :

Se quisermos representar p, em poténcias de z, basta-nos efectuar os cdlculos na expressao
obtida. Tem-se, neste caso, pa(z) = §(52* 4+ 9z — 14), que est4 na forma (3).

E importante distinguir entre a funcdo p, e as varias representacdes de p,. Pelo teorema
anterior, sabemos que p, é tUnico, para cada conjunto de n + 1 valores. Contudo, poderd
haver muitas maneiras de representar explicitamente p,. Cada uma dessas formulas sugere
um dado algoritmo para calcular p,. Na seccao 1.3, estudaremos outra representacdo para

Pn-

1.2 Erro de interpolacao polinomial

Como pretendemos usar o polinémio interpolador para aproximar a funcao f em pontos dis-
tintos dos pontos de interpolacdo x;, interessa-nos uma estimativa da diferenca f(z) —p, (),
para z € [a, b].

Teorema 1.2.1 Seja p, € P, o polinémio interpolador de f em n + 1 pontos distintos

To,T1,- ", Ty de [a,b]. Se f € C"[a,b], entdo para cada z € [a,b] existe um ponto & = £(x)
pertencente ao intervalo I,(zg, 1, . .., Tn, z) := (min{zg, 21, - -, Tp, z}, max{zo, 21, , Tn, T})
tal que

F0(€)

en(2) 1= f(2) = pn(@) = W (), (7)

(n+1)!
onde
W(z):=(x —zo)(z —21) -+ (z — zp).



Demonstracao

Se ¢ = z;, para algum j, o resultado do teorema é trivialmente valido.
Seja z um valor diferente dos z; e considere-se a fun¢ao auxiliar F' definida por

F(t) := f(t) — pa(t) — CW(2), (8)
e £(z) — pal)
_ f(z) —palz
C= Wiz) )
Tem-se
F(z;) = f(z;) — po(zj) —CW(z;) =0, j=0,1,---,nm,
e também

F(z) = f(z) — pa(z) — CW(z) =0,

atendendo & definicdo de C'. A fungéo F' tem pelo menos n + 2 zeros distintos em [a, b]. Pelo
teorema de Rolle, a derivada F” tem pelo menos n+ 1 zeros no intervalo I,(zo, z1, . . ., Tn, T).
A segunda derivada terd pelo menos n zeros e, por um processo indutivo, concluimos que a
derivada de ordem (n + 1) tem pelo menos um zero. Seja & esse zero. Derivando n+ 1 vezes
a equagdo (8) e fazendo t = &, obtemos

0= F™D(g) = fD(§) - Cn+ 1)L,

o que, depois de substituir C' pela sua expressdo, conduz ao resultado pretendido.

E evidente que a equagdo (7) ndo pode ser usada para calcular o valor exacto do erro
en(x), visto que & = £(x) é em geral uma funcgio desconhecida. (Uma excepgdo é o caso em
que a derivada de ordem (n + 1) de f é uma constante).

Porém, sendo f("*!) continua, existird uma constante M, tal que |f"*V(&)] < M4,
para qualquer ¢ € [a, b]. Isto, juntamente com a equagdo (7), resulta na férmula

Mn—l—l

eale)| = 11(@) = pa(e)] < (5

W (z)| (9)

Enunciamos ainda um coroldrio do teorema anterior.

Coroldrio 1.1.1 Nas condigdes do Teorema 1.2.1, a funcdo £+ (€) pode ser prolongada
como uma funcdo continua de z, para z € [a, b)].



1.3 Foérmula interpoladora de Newton com diferencas divididas

Uma outra forma de representar o polinémio interpolador é usando diferencas divididas, que
a seguir definiremos. Este método, devido a Isaac Newton (1642-1727), permite passar dum
polinémio interpolador dum certo grau n — 1 para o polinémio de grau superior n, a partir
do polinémio de grau inferior.

Mais precisamente, sejam p,,_; € P,_1 € p, € P, o0s polindmios interpoladores de f nos
pontos z;, para ¢t = 0,1,---,n—1e¢ =0,1,---,n, respectivamente. Vamos provar que é
possivel escrever

p”(x) = pn—l(x) + Cn(IE), (10)

onde C,, é uma funcdo que a seguir caracterizamos.

Como C, € P, e Cp(z;) =0,i=0,1,---,n — 1, entdo C, é da forma
Co(z) = an(z —x0)(z —21) - (T — Tp_1)
com a, constante real. Substituindo em (10), vem

Pu(Z) = pu1(z) +an(z — o)z —21) -+ (T — Tyq). (11)

Comecando com py(z) = fy, obtém-se desta relagdo

p(z) = fo+a(z— o) (12)
p2(z) = pi(z) + a2z — 30) (7 — 21)

= fo+a(z —zo) + ax(z — zo)(z — 1) (13)
p3(z) = po(z) + as(z — zo)(z — z1) (2 — z2)

= fo+a(z —zo) + az(z — zo)(z — 1) + as(z — o) (x — 21) (2 — z2) (14)

pu(z) = fo+ai(z—z0) + as(z — z0)(z — 21) + as(z — o) (z — z1) (T — T2) + - - -

+ ap(z—x¢) - (x — Ty_1) (15)
Substituindo z por zi,zs, - - -, Z,, respectivamente nas equagées (12) ,..., (15), obtemos
um sistema de equagdes (de matriz triangular) nas incdgnitas ay, - - -, a,. E facil de verificar

que este sistema tem uma solucao 1nica.

Assim, de p,(z;) = fi, sai que
_ Ji—Jo

IE1—IEO,

(16)

a1



que, substituido na equacdo pa(x2) = fo, permite obter as. E assim sucessivamente, até
obter a,,.

Podemos concluir de (15) que a,, é o coeficiente do termo em z™ de p,. Para obtermos
uma expressao para a,, voltemos a formula de Lagrange

v @zl —m) (e —g) @) (B —2a)
pale) = azz%J (@ — mo)(zj — 1) -+ - (&5 — wj—1) (5 — Tjp) -+ (35 — zn)f]’ an

que se pode escrever na forma,

< fj n *
Pa() =D " + 0y ]
= II (= — =) !
0<i<n
i
Entao o ;
ay = Z S E— (18)
=0 (%‘ — z;)
0<i<n
iy

Para realgar a dependéncia de a,, em relagao aos valores z;, f;,0 < ¢ < n, usa-se a seguinte
notagdo para designar o valor a,,

f[:Eo,IEl,"',IEn] = Oy (19)

a que se chama diferenca dividida de ordemn da funcdo f, associada aos pontos xo, 1, -+, L.

Com a notacao das diferencas divididas, podemos escrever o polinémio interpolador na
forma,

pa(z) = flzo] + flzo, 21](z — 20) + flTo, 21, T2](z — To) (T — 1) +
o+ flzo, T, Tl (@ — T0) - (T — Tpi) (20)

a que se chama férmula de Newton com diferencas divididas. Por uma questdo de uni-
formidade, no lugar de f(z;) usa-se f[z;], a que se chama diferenca de ordem zero.

Exemplos

Resulta de (18) e (19) que
o n fi

To — T I — X

f[x07$1] =



o que confirma a expressdo ja obtida em (16). De modo geral, a diferenca dividida de ordem
1, nos pontos z;, z;.1, é dada por

fis1 — fi
flai, mip] =
Tit1 — X4
Como exemplo de diferenca de ordem 2, tem-se

Jo il fo

Ty — IEl)(IEO — IEQ) + (IEI — IE())(IEl — IEQ) + (IEQ — IE())(IEQ — IEI)

f[x(bxth] = (

A seguinte propriedade permite relacionar diferengas de uma certa ordem k com diferencas
de ordem k — 1.

f[xi, Tiv1, xi-{—k] — f[xi—l—ly Ty xi—l—k] - f[IEZ, y T xi-l—k—l] (21)
Tivk — Xj
Resulta também de (18) que f[zo,- - -, 2, é uma fun¢do simétrica de o, - - -, z,, isto é,

qualquer permutacdo dos z; conduz ao mesmo valor da diferenca dividida.

A férmula (21) permite calcular as diferencas divididas usando um esquema recursivo
que é em geral apresentado sob a forma duma tabela. Na 1% coluna escrevem-se os pontos
%;,0 < i < n e na 2* coluna os valores f(z;),0 < i < n. Depois de obter a terceira coluna da
tabela, ou seja, as diferencgas de 1% ordem, por aplicacdo de (21) podem obter-se as diferencas
de 2% ordem na coluna seguinte, e assim sucessivamente. Por exemplo, depois de se calcular

L e L - =
flonas) = LA T - g gy Tl = Jlos

pode-se obter
f[xhx?] - f[x(bxl]

f[x0,$1,$2] =
Lo — X
Flan, w9, 2q) = L2220 = flov, ]
T3 — T

1.4 Relacao entre as diferencas divididas e as derivadas de f

Seja f € C""a,b] e sejam z¢, 1, -, T, pontos distintos de [a,b]. Usando a férmula de
Newton com diferencas divididas, podemos escrever a igualdade
FD(g)
f(fE) = f[IEO]‘i‘f[IEO,IEl](IE—IEo)-i" . '+f[$0,$1, e ,IEn](IE—IEO) ce ($—$n—1)+mw($)y
(22)



Table 1: Tabela de diferencas divididas

Ti fzi) flzi, Tin] i s s ]
g [ o]
flmo, 1]
g1 - flm] flmo, 1, 2]
flz1, z2] flzo, 1, T2, 23]
To flzo] flz1, 22, 23] flzo, 1, T2, T3, T4]
flze, z3] flz1, z2, T3, 24
zy -+ flzs] fm2, T3, 4]
[lzs, 4]
T4 [zd]

onde W(z) = (z — zo)(z —z1) - (x — ) € € € Lp(2,...,Zn, ). O tltimo termo do lado
direito da equagdo representa o erro de interpolagio (ver eq. (7)).

Comparando (22) com a férmula de Taylor

n+1
0

F(@) = £ (o) 4 F (@) (@—a0) -+ £ () & T gty (€= 0)

ol W, 'yentre To € X,

constatamos uma certa semelhanca entre as duas férmulas, sugerindo a existéncia duma
relacdo entre as diferencas divididas e as derivadas de f. Com efeito, basta notar por

exemplo que sendo
f(z1) — f(=o)

f[x07x1:| =
I — Iy

resulta do Teorema do valor médio de Lagrange que f[xg,z;] coincidird com o valor da
derivada f’ nalgum ponto situado entre zy e ;.

Vamos agora generalizar este resultado as diferencas divididas de ordem superior e, simul-
taneamente, obter uma férmula para o erro de interpolagao expresso em diferencas divididas.

Juntemos aos n+1 pontos zg, - - -, Z,, um outro ponto qualquer do intervalo [a, b] (distinto
dos z;), que designaremos por Z. A estes n + 2 pontos estd associado um tnico polinémio
interpolador de f de grau < n + 1. Designe-se por p, .



Usando a férmula de recorréncia (11), com n + 1 no lugar de n, podemos escrever
Pri1(T) = pu(z) + flTo, Ty T (T — 20) -+ + (T — )
e, como se tem p,.1(Z) = f(Z) pela defini¢do de polinémio interpolador, obtém-se que
f(&) = pn(@) + flzo, +, Tn, Z) (& — o) -+ - (T — zp)

donde resulta a seguinte férmula para o erro de interpolacao

f(@) = pu(@) = flwo, -+, Tay (& — 20) - . ( — ) (23)
Por outro lado, sabemos que
(n+1)
f(@) = pa(2) = %(i_‘“)"'(i_%)’ £ € L(zo,...,Tn,2).  (24)

Comparando as duas equacdes anteriores, segue que

£

(n+1)!” ¢ € I(zg, - .., Tn, ). (25)

f[x(bxl? v 7:571,:2] =
Esta férmula é vilida quaisquer que sejam os n + 2 pontos distintos considerados. Por
facilidade de notacdo, podemos designar & por z,.1 € (25) pode-se escrever como

(n+1)
f[!E(),IEl,"';:ETH-l] = f(‘TLTl()E!), f c Ip($0,...,$n,$n+1). (26)

Nota

Conclui-se de (26) que se f € Py, as diferencgas divididas de f de ordem superior a n sdo
zero.

1.5 Interpolacao em pontos igualmente espacados. Férmula de
Newton com diferencas progressivas

Até aqui consideramos o problema de interpolar uma dada funcao f, conhecendo-se o seu
valor em n + 1 pontos distintos quaisquer. Vamos agora supor que esses pontos estao or-
denados e sdo igualmente espagados, com espagamento (ou passo) h. Mais precisamente,
sejam

<L < T < - < Iy,
pontos do intervalo [a,b], verificando z; = 2o + jh, 0 < j < n. Veremos que a tabela de

diferencas divididas pode ser simplificada, bem como a férmula de Newton baseada nessas
diferencas.



Definicao 1.5.1 Dada uma funcao f e um passo h fixo, definimos o operador de

diferencas progressivas (ou descendentes) A do seguinte modo
Af(@) = f(z+h) - [(@),
Por exemplo, se f(z) = cosz e h = 0.1, entdo
Af(z) = cos(z + 0.1) — cos z.
Usaremos a notagio Af; := Af(x;). Tem-se assim

Afy = flzo+h)— f(zo) = fi— fo
Afi fo—fi
e, em geral Af; = fi, — fi.

Designaremos por A?f(z) as diferengas progressivas de 2.2 ordem, definidas por

A’f(z) :== A(Af(2)),

ou seja,
A’ f(z) = A(f(z + ) = f(2)) = f(z +2h) = 2f(z + h) + f(2).

Assim, por exemplo,

A’fy = fo—2fi+ fo
A fi = f3—2f+ fi.

Analogamente se definem as diferencas progressivas de 3.2 ordem

A3 f(z) := A(A?f(z)) = f(z + 3h) — 3f(z + 2h) + 3f(z + h) — f(z).

Em particular, A3fy = f3 — 3f2 + 3f1 — fo. Por um processo recursivo, definimos de modo

geral
A¥f(z) = AA*'f(2), k=1,2,...
com A’f(z) == f(x).
Prova-se que

at() = 3 (1) (-0 ste+ - ),

)

(IZ) = ﬁ (8) = (i) =1.

Tem-se a seguinte relacao entre diferencas divididas e diferengas progressivas

AFf;
f[$i7$i+1, . ,$i+k] = P

onde

10

(30)



Table 2: Diferencas divididas expressas em termos de diferencas progressivas

Lo Jo
A,
T o fi _LAZf,
g A,
Ty f2 ) s A% fi A fo
g NI
T3 0 f3 ) JWA%%
P Afs
Ly fa

Com a notacado das diferencas progressivas, a tabela de diferencas divididas toma a forma
da tabela 2.

Por outro lado, podemos reescrever a férmula (20) como

2 3
pu(z) = A%+ %(z — ) + §|—hf20($ —z0)(z — 1) + %(z —3o)(z — z) (T — 22) + ...
An
n!h{? ( —xo)(x —21) ... (T — Tp_1). (31)

Efectuando a mudanca de varidvel x = x4 4+ sh e denotando

(3) _ 3(3—1)....(3—]'-1—1)

— i

obtém-se de (31)

puloo+sh) = fo+ (1) Ao+ (8) 2%+ ..+ (7) Ao, (32)

a que se chama férmula de Newton com diferencas progressivas. Este resultado foi devido a
James Gregory (1638-1675), um contemporaneo escocés de Isaac Newton. Notemos que as
diferencas progressivas podem ser calculadas a partir da seguinte tabela.

11



Table 3: Tabela de diferencas progressivas

5§ AR A&'f A AT
o
Afy
£ -+ fi A?f,
NS A%y
T fa ) A%fy A'fy
N NS,
v o fo A?f,
Afs
0

1.6 Consideragoes sobre o erro de interpolacao de Lagrange. Nés
de Chebyshev

Consideremos de novo a férmula de majoragdo do erro de interpolacdo (equagdo (9))

ea(@)] = |£(@) = pal@)] € W (2)],

(n+1)!
onde
Wi(z)=(z—x0)(x —21) -+ - (T — ).
e | ()| < Myy, Ve € [a,b].

Para cada valor de x, a férmula anterior dd-nos um majorante para o erro cometido ao
aproximar f(z) por p,(z). Contudo se pretendermos um majorante para |e,(x)| valido para
todos os valores de z € [a,b], devemos calcular

W/l :== max |W
[W[le = mmax (W (),
o que pode ser feito numericamente, através da determinagdo dos zeros de |W'(x)|, e obtém-se
a desigualdade

e(@)] = 1/(&) = pu(e)] € LBl W ke, Ve € ) (3)

12



Ao aplicarmos (9), é de notar-se a importancia da contribuicdo de |W (z)|. E claro que,
para z perto de cada ponto de interpolagdo z;, |W ()| serd pequeno. Vamos comegar por
analisar o caso especial em que os pontos de interpolagdo (ou nds) sdo igualmente espagados.

1.6.1 Nés igualmente espacados

Consideremos os pontos zg < 7 ... < Z, no intervalo [a, b] tal que
z; =g +1ih, 1=0,1,...,n. (34)
Com a mudancga de varidvel z = zo +th, 0 <t < n, a férmula (33) pode-se escrever como

M,

<
e(a)| < 1,y s W (o + ) (3)
com
W (o + th) = A" 4, (1) (36)
e onde

t n=>0
1/1n(t):={t(t_1)...(t—n) n=12,...

A funcdo 1, (t) é um polinémio de grau n+1 na varidvel ¢ e anula-se para os n+1 valores reais
0,1,...,n. Sdo vilidas as seguintes propriedades de simetria em relagdo ao ponto t = n/2,
que é o ponto médio do intervalo [0, n].

Teorema 1.6.1 Para n impar,

n n
Ynls = 7) = Yul5 +7), (37)
2 2
ou seja, 1y, (t) é simétrica em relacdo a t = n/2; para n par
n n
Ul =) = —va(2 1), (38)

ou seja, 1y, (t) é anti-simétrica em relagédo a t = n/2.
O seguinte resultado d uma comparagdo dos valores de 9, (t) com ¢, (¢ + 1).
Teorema 1.6.2

a) Set+ 1 é um valor ndo inteiro, com 1 < t+1 < n/2,

[¥n(t+ )| < [¢a(?)] (39)

b) Set é um valor néo inteiro, com n/2 <t <n —1,

[%n ()] < |9t + 1) (40)

13



As propriedades enunciadas nos teoremas 1.6.1 e 1.6.2 estdo ilustradas nas figuras 1.6.1 e
1.6.2, onde se apresentam os gréficos de ¢, (t), para vérios valores de n. Concluimos, em
particular, que os valores dos mdximos relativos de |¢,(t)| decrescem & medida que ¢ se
aproxima de n/2. Entdo o mdximo de |¢,(t)|,0 < ¢t < n, ocorre no intervalo (0,1) (e, por
simetria, também no intervalo (n — 1,7n)). Daqui podemos obter a seguinte majoracdo
max [vn(t)| <7 (41)
Atendendo a férmula (35) e ao que se disse sobre a funcdo v, (t), na interpolagdo de f(z)
por p,(z) os pontos de interpolagdo (34) devem ser escolhidos por forma a que z esteja perto
do ponto médio do intervalo [zg, z,). Observamos ainda que |1, (¢)| cresce rapidamente para
t < 0et>n. Assim, se pretendermos aproximar o valor f(z) por extrapolagao (isto é, se =

estd fora do intervalo [zg, z,]), é de esperar que o erro cometido cres¢a muito rapidamente &
medida que z se afasta quer de zg ou de z,,.

B -10

100 4 "=

) m | o )
N~ 3\_/4/\9\} \/A /\M M/\A\J

n=8
4000m 20000 ‘

10000

2000 } /\ /\

2\/
% 7 \/6/\ -10000 ¢ °

2000 - 20000
- 30000
-4000 V - 40000

Fig 1.6.1 ¢, (n par); Fig 1.6.2 ¢, (n {mpar)
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1.6.2 Noés de Chebyshev

Retomando a férmula (33), vamos agora considerar o problema de escolher os pontos de
interpolacdo {z;}7_, por forma a minimizar ||W||. Este problema foi tratado por P. L.
Chebyshev (1821-1894) para o caso de [a,b] = [—1,1], e a solugdo involve os chamados
polinémios de Chebyshev, que definiremos a seguir.

A funcao
T,(z) = cos(narccosz), n=0,1,2,...,z¢€[—1,1] (42)

chama-se polinémio de Chebyshev de grau n. Vejamos que se trata de facto de um polinémio.
Resulta de (42) que
To(IE) = 1, Tl(IE) =x.

Fazendo a substituigdo z = cos 6,6 € [0, 7], tem-se
T.(z) = T, (cos ) = cos(nb) =: t,(6).
Por outro lado, fazendo uso de desigualdades trigonométricas elementares, obtém-se
Tnt1(2) = tye1(8) = cos(nf + 0) = cos(nb) cos(f) — sin(nf) sin(f), n >0,
Tn-1(z) = ty—1(6) = cos(nf — 0) = cos(nh) cos(d) + sin(nb)sin(f), n > 1.
Somando as duas equacgoes anteriores, resulta
Toi1(z) + Tho1(z) = tns1(0) + £,(0) = 2 cos(nb) cos(6),
ou seja, € valida a seguinte relaciao de recorréncia
Toi1(z) + Ty 1(z) = 22T, (z), n>1 (43)

Entédo, sendo Ty e 77 polinémios de graus zero e um, respectivamente, de (43) concluimos
que 75 é um polinémio de grau 2. Em geral, se T,,_; e T;, forem polinémios de graus n — 1 e
n, respectivamente, entao da férmula anterior vem que 7,11 é um polinémio de grau n + 1.
Dando valores a n, obtém-se

Ty(x) 272 — 1

Ts(z) = 42° -3z
Ty(z) = 8z*—822 +1

Provemos agora algumas propriedades dos polinémios de Chebyshev.

Propriedade 1 Sen > 1, T,,(z) tem n zeros simples em [—1, 1] nos pontos

2k +1
2n

xy, = cos( ™, k=0,1,...,n—1. (44)
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e é vilida a seguinte factorizacao

n—1
To@) =2 ] |« - cos(2k2:; Lol (45)
k=0

Demonstracao Os zeros de T, sao os pontos z; tais que

2k +1
narccos y = ( 2+ yr, k=0,1,...,n—1,
donde 2%+ 1
xp, = cos( ™, k=0,1,...,n—1.

2n
Provemos agora, por indugao, que o coeficiente do termo em z" de T,,(z) é 2"', para n > 1.
Sen =1, Ti(z) = z = 2'"'z. Seja agora a hipStese de indugio que o coeficiente do termo
em z" de T, (z) é 2"~1. De (43), segue imediatamente que o coeficiente de z"*! é 2". Daqui,
juntamente com (44), sai (45).

Propriedade 2  Os extremos de T, (z) para x € [—1,1], sdo 1 e —1, tomados alter-
nadamente nos n + 1 pontos

k
tkzcos—ﬂ, k=0,1,...,n. (46)
n

Demonstracio Os extremos da fungdo cosz ocorrem para r = k7w e tém o valor (—1)¥,
k € Z. Entdo, atendendo a (42), os extremos de T, (z) para z € [—1, 1], ocorrem nos pontos
1y tais que

narccosty = kn, k=0,1,...,n,
donde os t;, sdo dados por (46). Tendo-se T, (t;) = cos(kn) = (—=1)*, k= 0,1,...,n, conclui-
se que t; é ponto de mdzimo se k é par e ponto de minimo se k é impar.

Teorema 1.6.3 Definam-se
To(z) == 1 (47)

= 1
T,(z) = FTH(IE), n=12,... (48)

e seja T, o conjunto dos polinémios monicos de grau n. Tem-se
T. < v T 49
max |[Tn(o)| < max lgn(z)], Ve, € 7 (49)
Demonstracao

Com efeito, T,, anula-se nos pontos xz;, definidos por (44) e os seus extremos sio os valores

_ —1)*
Tn(tk) = (2n—)1 ’ k:(),l,...,’l’b,
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donde

_ _ 1
Tl = max, ITale)] = 5 (50
Para provar (49), suponhamos que existe ¢, € 7, tal que
1
e lan(@)] < o (51)

e seja 7, (z) := Th(z) — qu(z),z € [—1,1]. Nos pontos #; dados por (46), tem-se

(~1)" o 1 .

it an(tx) = (1) ot (=1)*qn(tr)|, k=0,1,...,n.
Atendendo a (51), a quantidade entre paréntesis é sempre positiva. Entdo r,(¢) tem sinal
alternado nos n 4+ 1 pontos ty,%y,...,%, €, sendo r, uma funcdo continua, terd pelo menos
n zeros distintos. Por outro lado, r, é um polinémio de grau < n — 1, visto tratar-se da
diferenca entre dois polinémios ménicos de grau n. Entdo s6 poderd ter-se r, = 0, donde
gn(z) = Ty (z), z € [-1,1]. Consequentemente,

Tn (tk) =

4a(@)] =
wg[l_ai(l] L) = on-1’

o que contradiz a hipé6tese (51). Fica assim provada a relagéo (49).

Estamos agora em condic¢ées de resolver o seguinte problema.

Seja [a,b] = [—1,1]. E possivel escolher pontos distintos zg, 1, . . ., , em [—1, 1] de modo
a que o factor ||W||, da férmula (33),

Wl|s = _ _z)e(z—1,)],
Wl = max [(z = a0)(@ = 21) (@ = 2.)]

seja o menor possivel 7 A resposta a esta questao é dada por

Teorema 1.6.4 De entre todas as escolhas dos pontos distintos xg, 1, . . . , T, em [—1,1],
||[W||so €é minimizado se
2k+1
= k=0,1,... 52
Ty COS(2n+ 27‘-)7 y L » 1, ( )

ou seja, se os xj forem os zeros do polinémio de Chebyshev T, .. Se f € C"t1[-1,1], a
férmula (33) de majoragao do erro de interpola¢éo reescreve-se como:

e(@)] = 1) = pulo)] < ¢ M

n+1)!2» (53)

Demonstracao

Notamos que W € 7,41, ou seja, W é um polinémio ménico de grau n+ 1. Pelo teorema
1.6.3, sabemos que

||Tn+1||oo S ||QH+1||007 an-l-l € 7n—i—l-

Entéo a escolha dos zj por forma que W (z) = T4, resolve o nosso problema de minimizagéo.
Mas isso corresponde a tomar os zy dados por (52). Para obter (53), basta usar (50).
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1.7  Sucessoes de polinémios interpoladores

Contrariamente ao que se possa pensar, ndo é em geral verdade que o uso de polinémios

interpoladores de graus mais elevados conduza a aproximagoes com erros menores.

Consideremos uma sucessao de polinémios interpoladores

p1(2), pa(x), p3(z), . .., pal(2), . ..

de uma dada funcao f, tal que:

p1(z) interpola f nos pontos x(()l),:vgl),

po(z) interpola f nos pontos :E((f),:v?),xg)

?

ps(z) interpola f nos pontos x§3),x§3’,x§3),x§3),
pn(z) interpola f nos pontos A R Lz
Admita-se também que todos os pontos x(()"),...,:v%"), n = 1,2,... pertencem a um
intervalo finito [a, b]. Consideremos a seguinte questéo:
Em que condigoes se tem
Lim p,(z) = f(2), (54)
para todo o z € [a,b] ?
Exemplo 1.7.1 Seja a funcdo f(z) := |z| e [a,b] = [~1,1]. Suponhamos que os
polinémios interpoladores sao construidos usando pontos igualmente espagados
2
2™ =_1+4+kZ, k=0,...,n
n
ou seja,
IE(()I) = —1,x§1) =1,
:E(()2) = —1,IE§2) = 0,13%2) = 17
1 1
IE(()3) =1, =2 2 = —,:E:(,,?’) =1, (55)
3 3
(1) @__1 @_1
Lo ™ = —1,151 = _§7x2 = 07:E3 = 5,154 =1
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Bernstein (1912) provou que para valores de z diferentes de —1,0,1, entdo p,(x) néo
converge para f(z). As figuras 1.7.1-1.7.3 mostram os gréficos dos polinémios py, p1g € Pao-

Fig. 1.7.1 py Fig. 1.7.2  pyo

-1t

Poder-se ia pensar que uma razao para a divergéncia desta sucessao de polinédmios reside no
facto de f nao ser diferencidvel na origem.

No entanto, C. Runge (em 1901) provou que, usando pontos igualmente espagados, exis-
tem fungdes indefinidamente diferencidveis para as quais (54) néo se dd. Um exemplo é o

caso da funcao .

@) = T o5

Runge considerou os polinémios p, (z) de grau < n que interpolam f nos pontos equidistantes
(55).

z € [-1,1].
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1.25¢

-0.75*

Fig 1.7.4 Gréficos de f(z) = 1/(1 + 252z%) e dos polinémios interpoladores em pontos
igualmente espacados ps e pag

A medida que n tende para infinito, pode mostrar-se que
len(z)| = | f(x) — pu(z)] = 00, s€0.726... < |z| < L.

Este facto é ilustrado graficamente na figura 1.7.4. Observamos que a aproximacao melhora
na parte central do intervalo, mas observam-se grandes oscilagoes perto dos extremos do
interval [—1, 1]. Isto estd relacionado com o comportamento da componente v, (t) do erro de
interpolacdo (ver sec¢do 1.6.1). Contudo, se examinarmos a fé6rmula do erro de interpolagdo
para o caso de pontos igualmente espacados, poderemos deduzir condi¢ées a impor a fungao
f de modo a ”compensar o comportamento oscilatério” de 1, (t) e tal que a igualdade (54)
seja vdlida. Suponhamos entdo que f € C™"*!{a,b]. Usando (41), tem-se, para ¢ € [0, n],

n+1
e a) - max [/ (¢)| (56)

_ <
| f(zo +th) — pu(zo +th)| < ( n+ 1 eelab

n

Se
(b—a)"+t | f D (E)]

lim ———— max —>= =0,
n—oo pn+l £€a,b] n—+1

entdo (54) verifica-se. Isto acontece se por exemplo

gg[%lf("’(ENSM", (MeR) n=12,...

Incluimos ainda o seguinte resultado.
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Teorema 1.7.1 Se f € C?*|[—1,1], entdo a sucessdo de polinémios interpoladores de
grau < n + 1 que interpolam f nos zeros do polinémio de Chebyshev de graun + 1,n > 1,
ou seja, nos pontos

converge uniformemente para f no intervalo [—1,1], quando n — oc.

1.8 Interpolacao de Hermite

Nas seccoes anteriores estuddmos o chamado ”polinémio interpolador de Lagrange de grau
<n” de uma dada funcdo f. A existéncia desse polinémio p, baseia-se no facto de o sistema
de n + 1 equagles lineares, p,(z;) = fj, 0 < j < n, nas n + 1 incégnitas ao,ai,...,an
(0s coeficientes de p,) possuir uma tnica solucdo (ver teorema 1.1.1). E natural pensarmos
que poderemos obter uma melhor aproximagéo polinomial para f(z), impondo que algumas
derivadas de f sejam também interpoladas em determinados pontos.

1.8.1 Interpolacao de Hermite simples

Neste tipo de interpolacao, procura-se um polinémio H que interpole f nos pontos z; e de
modo que também H' interpole f’ nesses pontos. Temos o seguinte teorema de existéncia e
unicidade.

Teorema 1.8.1 Sejam zy, 21, ..., 2, pontos distintos do intervalo [a,b] e designem-se
por f; e f]’~, 0 < j < n, os valores, respectivamente, de f e f' naqueles pontos. Existe um
tinico polinémio Hoyy, 11 de grau < 2n + 1 que verifica

H2n+1(xj) = fj7 Hén+1(xj) = f]l J=0,1,...,n. (57)

Chamaremos a Hay, (1 polindmio de Hermite de grau 2n+1 interpolador de f e f' nos pontos
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Demonstracao

Existéncia

Sejam [;(z) os polinémios de grau n dados por (6), ou seja,
(@ — i)

0<i<n (:Ej - xl)
1£]

e definam-se as fungoes
¢i(x) = (1 =20 (zs)(z — 2;5))((2))?
$i(z) = (z—z5)(2))"

Provemos que

Basta mostrar que
i)
b =) 27
ii)
R
e (z) =0, Vi
Deixamos a prova ao cuidado do leitor.

Unicidade

(58)
(59)

(60)

Suponhamos que além de Hoy,, existe outro polinédmio, Qs, 1, de grau < 2n + 1, que
resolve o problema de interpolagdo (57). Entdo r(z) = Hapi1(2) — Qans1 () é um polinémio

de grau < 2n + 1 que verifica

r(z;) =0, r'(z;) =0, 0<j<mn,

donde sai que r(z) tem 2n + 2 zeros. Necessariamente r = 0, ou seja, Hopi1 = Qant1, 0 que

completa a demonstracdo do teorema.

Exemplo 1.8.1 Determinemos uma expressio para Hs(z), o polinémio de Hermite de

grau < 3 interpolador de f e f' nos pontos zy < z; de [a, b].

22



Tem-se

Aplicando (60), vem

Hye) = fe)1-227 ) (E20) 4 fa)a -9 275 (Z25)7 (g

To — T Tog — 1 I — To I — X
, B x—x1)2 , B (x—x0)2
+ P -a) (Z20) 4 e —a) (P22 )

O teorema seguinte dd-nos uma expressdo para o erro na interpolacdo polinomial de
Hermite.

Teorema 1.8.2 Seja Hy, 1 0 polinémio de Hermite interpolador de f e f' nos pontos

distintos Tg, T1,---,Tn. Se f € C?*2[q,b] entdo, para cada x € [a,b], existe &€ = £(z) €
L(zo, z1,...,%n, ) tal que
(2n+2) n
erun(e) 1= (5) = s (0) = TS T = 2 (62)

A demonstracao é andloga & do teorema 1.2.1, mas neste caso tomamos para fungdo auxiliar

a funcao
f(z) - H2n+1($)

F(t) = f(t) - H2n+1(t) -

com W(t) = [, (t — ;).

1.8.2 Interpolacao de Hermite geral

O teorema 1.8.1 pode generalizar-se do seguinte modo.

Teorema 1.8.3 Sejam z¢,x1,...,%, n + 1 pontos distintos de [a,b] e mg, my,...my
niimeros inteiros positivos. Seja N := mg + mi + ... + m, + n. Entio existe um iinico
polinémio Hy de grau < N tal que

HY) () FfO(zm), §=0,1,...,mq
H(”(xl) = f(j)(:vl), =0,1,...,m
(63)
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1.9 Interpolacao por polinémios de definicao seccional. Splines
polinomiais

Com o fim de sugerir uma motivacao para o uso de interpolagdo polinomial de definicao
seccional, comecamos por apresentar um exemplo.

Exemplo 1.9.1 A figura 1.9.1 mostra o gréfico dos valores de uma funcdo f(z) nos
pontos 1, 3,4,6,8, 10.

30 . 30
25 25
20 20
15 . 15
10 10
5 o« ! ¢ 5
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Fig 1.9.1 Conjunto{(z;, f;), 0 < i < 5}, Fig 1.9.2 Funcéo interpoladora g

Uma maneira de aproximar f(z),z € [1,10] serd através do seu polinémio interpolador
de Lagrange, ps, de grau < 5. Contudo, observamos que f parece ter um comportamento
diferente em duas regides. O grafico sugere que aproximemos f por um polinémio de grau
< 1 no subintervalo [1,4] e por um polinémio de grau < 2 em [4,10] (ver figura 1.9.2). Isto
é, considera-se a seguinte funcao seccionalmente polinomial

(z) = 91(z) = ao + a1z se z € [1,4],
= 92(x) = bo + b1z + boz®  se z € [4,10]

para aproximar f.

Em geral, quando se pretende uma aproximagédo g(z) tal que g(x;) = f;, ¢=0,1,...,n,
a interpolacao seccionalmente polinomial pode ter vantagens sobre o uso de um polinémio
interpolador p,(z) de grau < n. Basta lembrar que, a medida que n aumenta, p, tende
a apresentar oscilacoes mais acentuadas. Na interpolacdo seccional, varios polinémios de
grau baixo sdo juntos de maneira continua, de modo a que a funcdo g(z) resultante seja
interpoladora de f. Um caso extremo é o da linha quebrada passando pelos pontos (z;, f;).

A fungéo ¢(z) da figura 1.9.3 foi obtida unindo os pontos (z;, f;) € (i1, fiz1) por um
segmento de recta, para ¢ = 0,1,...,5. Ou seja, q(z;) = f; e ¢(z) é um polinémio de grau
< 1 em cada subintervalo [z;,z;11]. A func¢fo ¢(z) tem a desvantagem de, nos pontos de
juncao, nao ser diferencidvel.
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Fig 1.9.3 Interpolacao linear de definicdo seccional
Consideramos em seguida uma classe de funcdes seccionalmente polinomiais, das quais
sao caso particular os chamados splines cubicos interpoladores, muito usados nas aplicacoes.
Seja A a seguinte particdo do intervalo [a, b]
Ata=zg<z; < <zy_1 <zny =0 (64)
Definicao 1.9.1
Sr(A) é o conjunto das fungées reais s definidas em [a, b], tal que

P) s € C" a,bl,
i1) s é um polinémio de grau < r em cada subintervalo [z;,z;11], 1=0,1,...,N —1.

Os elementos s de S,(A) sdo chamados splines polinomiais de grau . Sdo fungbes seccional-
mente polinomiais de grau < r, que tém derivadas continuas até a ordem r — 1 nos pontos
de juncao z;, +=1,2,...,N. Tem-se
s0(z) T € [T, T1]
s1(x) T € [T1, 72)]
s(z) =

sn—1(x) T € [Tn_1,ZN]

e, atendendo & condigdo ii), verificam-se as igualdades, para j =0,1,...,7r — 1,
s§) (1) = s (@)
ng)(%) = ng)(%)
35\]})_1($N—1) = 35\]}) (@n-1)-
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Teorema 1.9.1 Com as operacgoes de soma de duas fungées e produto de uma funcao
por um escalar, S,.(A) é um espago vectorial de dimensdo N + r. As fungées

{1, (z — z0), (x — 20)?, ..., (& — 20)", (. — z1) ", (T — @2)"y .oy (T — TNo1) ), (65)
onde, para j =1,2,...,N — 1,
v )@z sex >
o) ={ § wrz (66)

constituem uma base para Sy(A).

Teorema 1.9.2 Se s € S,(A), entdo s pode ser representado de forma iinica

T
s(z) =Y a;(z — zp)°

i=

(67)

||M

[=]

onde os a;, c; 540 constantes reais.

Do ponto de vista computacional, esta base ndo é conveniente. Se pretendermos calcular o
valor de s(z) quando z é um ponto perto de zy, teremos de usar quase todas as fungdes base.
E no entanto possivel construir uma outra base, formada por funcées chamadas B-splines,
que sao fungdes com suporte compacto.

Em seguida damos alguns exemplos de espagos S,(A).

I O espago Si(A)

Os elementos deste espaco sao fungoes continuas, seccionalmente polinomiais de grau
< 1. Ou seja, cada elemento s € S;(A) é a jungdo de polinémios de grau < 1.

Se, no exemplo 1.9.1, definirmos A := {1 <3 <4 < 6 < 8 < 10} como uma parti¢do do
intervalo [1, 10], entdo a funcdo aproximadora ¢(z) é um elemento de S;(A).

O teorema seguinte diz-nos que um elemento s € S;(A) fica bem determinado se con-
hecermos os valores s(z;),i =0,...,N.

Teorema 1.9.3 Sejam dados valores f;,0 < j < N, de uma funcao f nos pontos z; da
parti¢do A. Entéo existe um tinico s € S1(A) tal que

s(zj))=1f;, j=0,1,...,N. (68)
A funcao s é chamada spline interpolador de grau 1.
Demonstracao
Seja s;(x) a restricdo de s(z) a [z, z;41]. Tem-se

f]+1 f] (

sj(z) = fi + P—
J J

T — ),
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que é o polinémio de Lagrange de grau < 1 que interpola f nos pontos z;, z;;;. A existéncia
e unicidade de s; estdo garantidos pelo teorema 1.1.1.

Estes splines tém aplicacao na resolu¢do numérica de equagoes integrais e equagoes di-
ferenciais. Contudo, como j4 foi dito anteriormente, possuem o inconveniente de, em geral,
nao possuirem derivada nos pontos de juncao. Os splines diferencidveis mais usados sao os
splines cubicos, que estudaremos em seguida.

IT O espago S3(A)

Os elementos de S3(A) séo fungdes s que verificam

P) s € C?[a, b
1) s é um polinémio de grau < 3 em cada subintervalo [z;, z;1], =0,1,...,N —1.
(69)

Teorema 1.9.4 Sejam dados os valores f;,0 < j < N, de uma fun¢ao f nos pontos z;
da parti¢do A, bem como os valores f} := f'(z¢), fx := f'(zn). Existe um iinico s € S3(A)
tal que

S(:E]) = fj? j:0717--'7N7 (70)
) = fh j=0N )

J

A funcao s é chamada spline cubico interpolador.
Demonstracao

Designando por s;(z) a restricdo de s(z) a [z;,z;41], 7 =0,1,..., N —1, devemos provar
que as condigdes (70) e (71), permitem construir cada s; de maneira tdnica. Comegamos por
notar que da defini¢do do espago S3(A) e da condigdo (70) resulta

Sj(IEj) :fj, Sj(IEj_H) :fj+1, j =0,1,...,N— 1. (72)
Além disso, impondo a continuidade da primeira derivada, deve ter-se

s;.(:vj) = s;._l(:vj), s;.(:le) = s;.+1(:vj+1), j=1,2,...,N—1. (73)
Designemos por k; o valor de s'(z;), j =1,...,N — 1. Entdo, considerando o intervalo

genérico [z;,z;1], resulta de (72) e (73) que a componente s; de s verifica
sj(z;) = i, $j(@j+1) = fin (74)
si(z;) = kj, $5(@j11) = kjs1, (75)
para j =0,1,...,N — 1. Pelo teorema de interpolacao de Hermite, sabemos que existe

um tnico polinémio de grau < 3 que satisfaz estas condi¢oes. Denotando h; := z;1, — z;,
uma expressdo para s; pode ser obtida de (62), com as necessdrias adaptagdes. Assim
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5@ = 55 s )+ I 2w - a0 m)
(@—z) e, Eom)
T e A e ) (70

Note-se que os valores ki, ko, ..., kxy_1 sd@o desconhecidos a partida. Vamos provar que esses
valores podem ser obtidos impondo-se a continuidade das segundas derivadas de s. Derivando
(76) duas vezes, obtém-se

6 4 2

6
@) = —oefy+ i = ki = i ()
VA h? J h? J h] J h] J
6 6 2 4
$7(Tj+1) =fi— i+ ki + k. (78)
J\7 h? J h? J h] J h] J
Impondo a igualdade s7(z;) = s}_,(z;), j=1,2,...,N—1, vem
ki1 1 1 1 (Af~_1 Af~>
= 42—+ )k + —kjy1 =3 T g |
hj-1 (hj—l hj) T (hj-1)* ~ (hy)?
onde Af] = fj—l—l - fj-
Definindo ainda 7; := 1/h;, obtém-se, fazendo j = 1,2,..., N — 1, o seguinte sistema de
N — 1 equacgbes nas N — 1 incégnitas kq, ko, ..., ky_1:
Tok0+2(’7'0+7’1)k1+7'1k2 = b1
’7'1]{31 + 2(’7’1 + 7'2)]{12 + Tgk3 = b2
Tgk2+2(7'2+7'3)k3+7'3k4 = bs
TN—3kn_3 +2(Tn_3 + Tv—2)kn_2 + TnN_2kN_1 bn_2 (79)
TN_2kn_2 +2(Tn_2 + Tn_1)kn_1 + Tnoiky = by_1,
onde ko, kn sdo conhecidos. A matriz do sistema (79) é a seguinte
[ 2(’7’0 -+ ’7'1) T1 0 0 0 i
A 2(’7’1 -+ ’7'2) T2 0 0
0 To 2(’7’2 + ’7'3) T3 0
0 - TN_3 2(’7’1\/_3 +7'N—2) TN_9
L TN-2 2(TN_2 + Tn-1) |

Trata-se de uma matriz tridiagonal de diagonal estritamente dominante (é também simétrica
e definida positiva). Consequentemente, é uma matriz ndo singular, pelo que o sistema (79)
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tem uma solugao tnica bem determinada k1, ko, . .., ky_1. Estes valores sao depois substitui-
dos em (76), ficando deste modo cada s; bem determinado. Isto completa a demonstracdo.

O teorema seguinte é uma propriedade dos splines cubicos interpoladores.

Teorema 1.9.5 Dada uma fun¢do f € C®[a,b], seja s o spline ciibico interpolador de
[ associado aos pontos a = 19 < 1 < To < ...Tny = b. Seja ainda g € C?[a,b] uma fun¢ao
qualquer tal que g interpola f nos pontos z; e verfica ¢'(a) = f'(a), ¢'(b) = f'(b). Entéo

[10@rd > [P

e a igualdade é atingida se e s6 se g = s. Isto significa que de entre as fung¢ées g € C?[a, b] que
interpolam f em zy,...,z, e verificam ¢'(a) = f'(a), ¢'(b) = f'(b), a fun¢do com curvatura
minima é g = s.

Incluimos ainda dois resultados sobre o erro de interpolacdo associado aos spline cubicos
interpoladores.

Teorema 1.9.6 Seja f € C?[a,b] e seja s o spline ciibico interpolador de f associado
aos pontos a = 79 < 11 < T3 < ...Ty = b. Designemos por h := maXo<j<y_1 Tiy1 — Z; €
seja x um ponto qualquer de [a,b]. Entdo tem-se

() = s(a)| < W2 [ (7" 1)) ey 2 (80)

a

Deste teorema podemos concluir que, fazendo tender para infinito o nimero de pontos
da particdo A, de modo que h — 0, entdo s(z) converge uniformemente para f(z).

Teorema 1.9.7 Se f € C%[a,b] e s é 0 o spline ciibico interpolador de f, com h definido
como no teorema anterior, entao

5

4 (4) ) 1

1 = 8]loo <
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2 Teoria da aproximacao

2.1 Introducao

Continua a ser do nosso interesse o problema de aproximar uma func¢éo ”complicada”, f(z),
por um funcdo ”"mais simples”. J4 anteriormente consideramos exemplos de func¢oes que
podem ser usadas como funcées aproximadoras:

(I) Os polinémios interpoladores
(IT) Os splines interpoladores de graus 1 e 3
(IIT) Os polinémios de Taylor g,(x), definidos por

f(j) (IEo)
4!

(z — o).

gn(z) := é}

Relembremos que g, € o inico polinémio de grau menor ou igual a n que verifica as condigoes:
g9 (o) = fP (o), 0<j< .

Entao as somas parciais das séries de Taylor dao resposta a um problema que pode ser
considerado como um caso especial de interpolacdo de Hermite. Se f for de classe C"t!, o
erro da aproximagdo de f(z) por ¢,(z) é dado por

Fe(E)

(n+1)! (v = o

0 que nos leva a concluir que a aproximacao serd boa se x estiver suficientemente préximo
de zy, tornando-se em geral pior & medida que x se afasta de x.

Neste capitulo, consideraremos outros tipos de fung¢des aproximadoras para f(x), sem
a exigéncia de que elas interpolem f. Com efeito, em muitas situacdes ndo é conveniente
que a funcao aproximadora seja uma funcao interpoladora. Por exemplo, suponhamos que a
funcdo f traduz uma relacdo entre duas grandezas fisicas, = e f(z). Suponhamos ainda que os

valores f(x;) i =0,1,..., N foram obtidos experimentalmente; ou seja, apenas dispomos dos
valores f(z;) +¢€;, ¢ =0,1,..., N, onde os erros ¢; sdo desconhecidos. Neste caso, ndo seria
razodvel aproximar f por um polinémio passando por (z;, f(z;) +¢;), 1 =0,1,..., N, a ndo

ser que os erros €; fossem pequenos. Uma solucao mais adequada seria utilizar um polinémio
obtido pelo chamado método dos minimos quadrados (ver sec¢do 2.5), onde se reduz o efeito
dos erros dos dados. A situacao j4 é diferente quando se conhece uma expressao analitica da,
funcdo f que se pretende aproximar. Nesse caso poderemos por exemplo estar interessados
em determinar o polinémio com o menor grau possivel que aproxima f num dado intervalo,
com um erro maximo inferior a um certo §. Idealmente, uma funcdo aproximadora deve
traduzir, o mais fielmente possivel, o comportamento da funcao que ela vai representar. Por
isso, em muitos casos, poderd ser mais natural utilizar fungoes trigonométricas, exponenciais
ou racionais.
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O que se entende por uma "boa” aproximacao ?7 Uma certa funcao ¢* serd uma boa
aproximacao para f se a funcao f — ¢* for pequena nalgum sentido.

O teorema seguinte motiva o uso de uma certa classe de fungoes, os polinémios, para
aproximar funcées continuas.

Teorema 2.1.1 Teorema de Weierstrass Seja [a,b] C R e f € Cla,b]. Entdo dado
e > 0, existe um polinémio P, de grau n = n(e), tal que

|f(z) — P,(z)| < €, para qualquer z € [a,]]

Uma demonstracao deste teorema consiste na construcdo dos chamados polindmios de
Bernstein. Seja {B,(f,z)}, com z € [0, 1], o polinémio de Bernstein

n n k
B,(f,z) =) (k) f (—) (1 —-2)"* n>1.
k=0 n
Tem-se o seguinte resultado de convergéncia uniforme:

lim || f*(z) — B(f,2)]|lo =0

n—0o0

2.2 Melhor aproximag¢ao num espacgo métrico

Definicao Seja E um conjunto ndo vazio. Uma funcado d: E X E — R, que verifica

(M1) d(f,g) >0ed(f,g) =0seesésef=g, Vi,g€E (1)
(M2) d(f,9) =d(g,f), V[, g€E, (2)
(M3) d(f,9) <d(f,h) +d(h,9), Vf g,h€E, (3)

é uma métrica ou distancia. O conjunto E onde estd definida a métrica diz-se um espaco
métrico.

Nos problemas que trataremos, o elemento f que se pretende aproximar pertencerd a um
certo espaco métrico E e o conjunto F' onde se vai procurar o elemento aproximador serd um
subespaco de E. J4 que uma das propriedades bésicas de um espaco métrico é possuir uma
funcdo distdncia (ou métrica), ele fornece um modo natural de medir a qualidade de uma
aproximagcao. Serd, entdao, natural usar o seguinte critério: o elemento f; ” aproxima melhor”
f do que o elemento fy se d(f, fi) < d(f, f2). Somos conduzidos ao seguinte problema geral
de aproximacao:

Seja d* a quantidade
d* := inf d(f,¢), (4)

oeF
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Pretende-se saber se existe algum elemento ¢* € F' para o qual este infimo é atingido, e, em
caso afirmativo, saber se ele é tnico.

E tem-se a seguinte definicao:

Definicao 2.2.1 Um elemento ¢* € F' para o qual se tem

d(f7 ¢*) = inf¢€F d(f7 ¢) = d*7

ou seja

d(f,¢*) < d(f,¢), Ve F

é chamado uma melhor aprozimac¢iéo (m. a.) do elemento f € E em F, relativamente &
métrica ou distancia d.

O seguinte Teorema d4 uma resposta ao problema de existéncia de melhor aproximagao
num espaco métrico.

Teorema 2.2.1 Seja F' um subconjunto compacto de um espago métrico E. Entao, dado
um elemento f de E existe pelo menos um elemento ¢* de F' tal que d(f,¢*) = d(f, F) =

infyer d(f,9).

Demonstracdo A fungio ¢ € F' — d(f, ¢) é continua e, sendo F' compacto, ela atinge
um minimo nalgum elemento ¢*; ou seja, existe pelo menos um elemento ¢* € F' tal que

d(f7 ¢*) = inf¢€F d(f7 ¢) = min¢€F d(f7 ¢) <

2.3 Melhor aproximagao em espagos normados e seminormados

Seja E um espago vectorial. Uma aplicagéo ||.|| : E — R, que verifica
(N1) |f|=0& f=0, Vf€E (5)
(N2) [[Afl[ = [Allfl, VfeE,AeR (6)
(N3) [|f +gll < lf[I+llgll, VS, g€k, (7)
é¢ uma norma. O espaco E onde esta definida a norma diz-se um espaco normado.
Uma norma induz uma métrica. Entao F serd um espago métrico com métrica,

Da Definigcao 2.2.1 resulta a seguinte

Definicao 2.3.1 Seja E um espaco normado e seja F' C F um subespaco de E. Dado
um elemento f de E, se existe algum elemento ¢* de F' tal que

If ="l = inf [|f = 4], (9)

oeF
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entdo ¢* é chamado uma melhor aproximagéo de f em F, em relacdo & norma ||.||.
Seminormas

Uma aplicagdo ||.|| : E — R, que verifica as condigbes N2, N3 e, em vez de N1, apenas
(N1): ||f|l=0sef=0,
¢ chamada uma seminorma. O espaco onde estd definida uma seminorma dz-se um espaco
seminormado.

Exemplos

Seja C([a,b]) o espago das fungdes definidas e continuas num intervalo fechado [a,d].
Dados N +1 pontos distintos 7 = {zg, 21, Ze, . . ., n} de [a, b], a aplicagdo ||.|| : C([a,b]) = R
definida por

7l = (gwm) (7)) " (10)

onde w € C([a,b]) e w(z;) > 0, ¢ = 0,1,..., N, é uma seminorma, a que chamaremos
seminorma Euclideana.

Teorema 2.3.1 Seja E um espago vectorial seminormado e seja F' C E um subespaco
de dimensao finita. Entao para cada elemento f de E existe pelo menos um elemento ¢* que
é melhor aproximacao de f em F', em relacao a seminorma definida em F'.

2.4  Melhor aproximacao uniforme

Dependendo da escolha da norma ou seminorma obtém-se tipos diferentes de aproximacao.
Esta seccao é dedicada a melhor aprorimacdo uniforme, também chamada aproximacdo de
Chebyshev ou ainda aprozimacdo minimaz. Consideremos o espago real E = C([a, b]) e seja
F c C([a,b]) um subespaco com dimensdo finita n. Para cada fungdo f € E, o Teorema
2.3.1 garante a existéncia de uma melhor aproximacao f em F. O problema da unicidade
requer uma andlise especial e, para isso, apresentamos o seguinte conceito devido a A. Haar
(1918).

Definicao 2.4.1 Seja F' C C([a,b]) um subespago com dimenséo finita n. Diz-se que
F satisfaz a condicao de Haar se todo o elemento f ndo nulo de F' tem quando muito n — 1
zeros em [a, b).

Exemplo Seja F' = P,_1([a,b]) o subespago de C([a, b]) constituido pelo polinémio nulo
e ainda os polinémios de grau menor ou igual a n — 1. Facilmente se verifica que F' satisfaz
a condicao de Haar.

Teorema 2.4.1 A condicdo de Haar é equivalente a seguinte: para qualquer base
{41, 9,...,¢¥n} de F e qualquer que seja o conjunto de n pontos distintos {t1,ta,...,t,} de
[a, b], tem-se
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balt) rlts) - tn(t)

Também se diz que o conjunto {t1,s,...,1,} é um sistema de Chebyshev.

Teorema 2.4.2 (Teor. de Haar) Seja F' C C([a,b]) um subespac¢o com dimenséo finita
n. A m.a. uniforme de f em F' é vinica, qualquer que seja f € C([a,b]), se e s6 se F' satisfaz
a condicao de Haar.

Corolério A m. a. uniforme de f € C([a,b]) em P,([a,b]) é tnica.

Teorema 2.4.3 (Teor. de La Vallée-Poussin) Seja F' C C([a,b]) um subespac¢o com
dimenséo finita n que satisfaz a condi¢do de Haar. Consideremos uma fungdo f € C([a,b]).
Suponhamos que existe ¢ € F tal que, em n + 1 pontos de [a,b] zg < 1 < ... < Ty, a
diferenca f — ¢ verifica

flz) —p(z;) =0 (1) N, i=0,1,2,...,n, (12)
comfB@=1oull=-1el >0.

Entdo a m.a. uniforme ¢* de f em F é tal que

17 = &Il = max 7(z) = 6" ()] > pin (13)

1=0,1,...,n

Demonstracao Tem-se

f(xn) —(za) =0 Ay

Pretende-se provar que ||f — ¢*||cc > min \;. Neguemos a tese, ou seja, suponhamos que

If = ¢"[loc < min ;. (14)
Resulta entao
|f(@) = ¢*(z)] S ||f — #"[lc <min); < A (15)
e tem-se a desigualdade
|f(z) —¢"(x)| < Ny, i=0,1,...,n. (16)
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Por outro lado,

o(zi) — 9" (@) = (f(@i) — ¢"(zi)) — (f(@i) — p(wi)), ©=0,1,...,nm, (17)

<‘;\i :I:‘;\i
donde concluimos que ¢(z;) — ¢*(z;) tem o sinal de —(f(z;) — ¢(z;)) = 6 (=1)**! ;. Ou
seja, ¢ — ¢* alterna nos n + 1 pontos z; e, portanto, tem pelo menos n zeros em [a, b]. Mas
por outro lado ¢ — ¢* é por sua vez um elemento de F', subespaco dimensao n verificando

a condicdo de Haar. Atendendo a Definicdo 2.4.1, terd de ter-se ¢ — ¢* = 0. Usando esta
igualdade acima em (17), vem f(z;) — ¢*(x;) = f(z;) — ¢#(x;), o que contraria (14). o

Caracterizacao da m.a. uniforme

Teorema 2.4.4 (Teor. de Chebyshev ou da oscilagdo uniforme) Seja F' C C([a, b])
um subespaco com dimensao finita n que satisfaz a condicao de Haar. Dada uma funcao
f € C(la, b)), é condi¢do necessdria e suficiente para que ¢ seja a m.a. uniforme de f em F,
que existam em [a,b] n + 1 pontos distintos o < 1 < ... < &y, tal que

@) f(@i) —d(z:) = =(f(@i+1) — &(zit1)), 1=0,1,...,n— 1 (18)
(i) [f(z:) — d(zi)| = |If — bl =6, i=0,1,...,n. (19)

Demonstracdo Consideramos aqui apenas a condicdo suficiente. Resulta de (18)-(19)
que ¢ verifica uma relagdo do tipo (13), com A; =4, i =0,1,...,n. Entdo, se for ¢* a m.a.
de f em F, resulta de (13)

1 = 6"l > 6 (20)

Por outro lado, da defini¢io de m.a., vem ||f — ¢*||coc < ||f — ?||c0s © que, juntamente com

(20), implica ||f — ¢*||co = ||f — #||co- Daqui sai ¢ = ¢*, ou seja, ¢ é am.a. de fem F. o

2.5 Melhor aproximacao em espacgos pré-Hilberteanos

Dada uma func¢io f € E, o problema de determinar a melhor aproximacao ¢* de f em FF C E
é em geral dificil. Para a melhor aproximagao uniforme é possivel obter aproximagcoes usando
certos métodos iterativos, mas nao se consegue, na maioria dos casos, uma férmula explicita
para ¢*. Vamos agora considerar o importante caso em que E é um espago pré-Hilberteano,
isto é, um espaco vectorial munido dum produto interno. Veremos que a determinacao da
melhor aproximacdo em relacdo a norma induzida pelo produto interno pode ser reduzida a
resolucao de um sistema de equagoes lineares. Comecemos por relembrar alguns conceitos.

Seja E um espaco vectorial. Uma aplicagao < . >: E X E — R, que verifica

(P1) <f,f> >0e <f,f>=0&f=0, Vf€eE (21)
(P2) < f,g>=<g,f> Vf,g€E, (22)
(P3) < f,ag+ph>=a< f,g>+u< f,h>, Vf,g,h€E,a,pueR (23)
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é um produto interno. O espaco E onde estd definido um produto interno diz-se um espaco
pré-Hilberteano.

Um produto interno induz a norma

Ifll=v< ff> (24)

e F passa a ser um espaco normado.

Um exemplo importante de espago pré-Hilberteano é o espago C([a,b]), com

<f9>= [[wl@) f@g@)ds, (25)

onde w(z) > 0 é uma fungdo continua que se anula quando muito num ndmero finito de
pontos.

Pode-se entao definir

b
Il = [ te) (7t (26)
que se chama norma Euclideana.

Sao de especial interesse os seguintes problemas, em particular quando F' é um espago
de polinémios.

PROBLEMA A: dada f € C([a,b]) e o subespago F' C C([a,b]) de dimensdo finita,
determinar o elemento ¢* € F' tal que

1f = ¢7[l2 = min £ — gl

Ou seja, ¢* € o elemento de F' que que minimiza a norma Euclideana do erro f — ¢*, isto é,
a expressao

(/o) 10— teryas) e

de entre todas as fungoes g € F'. Chamamos a ¢* a melhor aproximacdo minimos quadrados
de f em F.

O correspondente problema discreto é o seguinte:

PROBLEMA B: Sejam dados os valores f(z;),s = 0,1,...,N de uma funcdo f €
C([a,b]) em N + 1 pontos distintos 7 = {zg,...,zx} de [a,b]. Sejam ainda w; = w(x;),i =
0,1,..., N, valores positivos. Considere o problema de determinar o elemento ¢* dum sube-

spago F' C C([a,b]) de dimensdo finita que minimiza a seminorma Euclideana do erro (ver
(10)

If—o

N 1/2
o = (z wilf (a5) - ¢<xi>>2) . beF (28)
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Chamamos a ¢* a melhor aproximacdo minimos quadrados discreta de f em F'.

Note que a existéncia de pelo menos uma solucdo para cada um dos PROBLEMAS A,B
fica assegurada pelo Teorema 2.3.1.

Caracterizacao da m. a. num espaco pré -Hilberteano

Teorema 2.5.1 Seja E um espaco pré-Hilberteano, F' um subespaco linear de E' e f um
elemento de E. O elemento ¢* € F' é uma m. a. de f em F' se e somente se

<f—-0¢"¢>=0, Vope€F. (29)
Demonstracdo (i) ¢* € Féumam. a. de f =< f—¢*,¢ >=0, V¢ € F.
Suponhamos que existe ¢ :< f — ¢*, 1 >=a #0
Seja ¢2 = ¢* + 8 1, com B = a/([|¢[?).
Tem-se

If=d2ll> = < f—o,f—o>=<f—0¢"—B¢,f—¢*— B >
= <f-¢f—¢">-B<f-¢ 0>+ <, >-B<f—¢* 1>

_ o AX12 o % 042 2
— A2 C¥2
I7 =7 1112

Sai que ||f — ¢*[|* = [|f — ¢2/1* + &*/([|1]1*), logo [|f = ¢*[|* > || — ¢e[?, o que contraria a
hipétese de ¢* ser uma m.a. de f em F.

)< f—¢*¢>=0 Vo€ F = ¢*éumm.a. de f em F.
Tem-se, com ¢ € F' arbitraria,
If =3l = <f-¢f—d>=<(f=¢*)—(6—¢"),(f —¢") — (¢ —¢") >
= <[f=¢f-¢">-2<[f-0¢%¢—¢">+<d—0¢"0—0¢" >
= [If ="+ ll¢ - ¢

onde se usou o facto de < f—¢*, p—¢* >= 0, visto ¢p—¢* ser um elemento de F'. Finalmente,
da igualdade

If =" IP=1If =9l = lo—¢*[>, ¢€F (30)
sai que [|f — ¢*[|” < [|f — ¢||* e, portanto, ||f — ¢*|| < [|f — ¢||. Sendo ¢ € F qualquer,
concluimos que ¢* é um m.a. de f. ¢

Vejamos ainda o seguinte resultado de unicidade.

Teorema 2.5.2 Seja E um espaco pré-Hilberteano, F' um subespaco linear de E' e f um
elemento de E. A m. a. de f em F ¢ tnica.
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Demonstracdo Suponha-se a existéncia de outra m.a. de f (diferente de ¢*) e designe-
se por ¢}. Em particular, a igualdade (30) é vélida para esse elemento ¢%. Substituindo
entdo em (30), ¢ por ¢, resulta

If = &1 = If — o1l = g1 — ¢"|1”.
Daqui obtém-se a relagdo ||f — ¢%||> > ||f — ¢*||?, 0 que contraria a hipétese de ¢} ser m.a..
Calculo da m. a. num espaco p.H.

Seja F' um subespaco com dimensao finita. Pelo Teorema 2.3.1 fica garantida a existéncia
de m.a. em relagdo a norma induzida pelo produto interno. O teorema 2.5.2 garante a
unicidade.

Seja {o, - . ., on} uma base para F. Entdo é valida a representacdo, para qualquer ¢ € F,
n
¢ = Z 0Pk, g, A1, - . -, 0y TEAISs
k=0

e, em particular,
n
"= appx (31)
k=0
Substituindo na relagdo (29) que caracteriza a m.a., veremos que se obtém um sistema linear
de equacgoes nas incégnitas @y.
Tem-se

<f-9¢5¢>=0, VoeF & <f—-9¢"¢;>=0, j=0,1,...,n

n
= <f—2“2€0kyé0j>=0, j=0,...,n
k=0

n
A <Za290k7€0j>:<f7€0j>7 j:07"'7n
k=0

n
A Za;;<90k790j>:<f790j>7 J=0,...,m (32)
k=0

O sistema de equagdes normais (32) pode-se escrever na forma matricial

<o, 0> <o, 1> <o, pe> et < o, Pn > ag < f,p0 >
<@npe> <pLei> <pLee> o <PLen> | a || <fip> (33)
< PnyPo> < Pryp1 > < QPpypa> o0 < O, Pp > ar < fyn >

Trata-se de um sistema nao homogéneo de n + 1 equagoes lineares nas n + 1 incégnitas
ap,k =0,1,...,n. Note-se que a matriz do sistema é simétrica. Como o problema de m.a.
considerado tem solugdo unica e obter a sua solugdo é equivalente a resolver (33), entdo a
matriz tem de ser invertivel.
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Exemplo Determine a recta pj(z) = af + ajz que é a m. a. minimos quadrados da
funcdo f(z) = ezp(z) no intervalo [0,1] (com func¢do peso w(z) = 1).

Pretende-se o elemento pi(z) € P;([0,1]) que minimiza a norma do erro (comparar (27)):

min (/Ol(exp(:v) - (IE))2dIE) v

pEP,

Esse elemento existe e é tinico, pelos Teoremas 2.3.1 e 2.5.2. Os coeficientes aj e aj sao
obtidos resolvendo o sistema (33). Seja @o(z) = 1 e p1(x) = = a base escollhida para
P1([0,1]). Tem-se

< o, Yo >= /Olld:v: 1,
< o, 1 >=< 1,9 >= /01 zdr = 1/2,
< @1, >= /01x2d:v =1/3,
< fyp0 >= /Olewd:vze—l,
< fyp1 >= /leewd:vzl
e obtém-se o sistema normal

ay+ (1/2)ai =e—1
(1/2)ag + (1/3)a; = 1
donde af = 4e — 10 ~ 0.8731, a} =6(3 —¢) ~ 1.6903.

Finalmente, pi(z) = 0.8731 + 1.6903z é a m.a.pretendida.

2.6 Sistemas ortogonais

Na prédtica, o sistema de equagGes normais (33) pode ser mal condicionado e isso causa
dificuldades numéricas na sua resolucdo. Este problema pode ser ultrapassado escolhendo
uma base ortogonal para o espago F'.

Como exemplo, suponhamos que se pretende determinar a m.a. minimos quadrados
polinomial, p¥, de uma fung¢do f, no intervalo [0, 1]. Expressando p¥ como uma combinagio
linear de fungdes ¢;(z) = 27,5 =0,1,...,n, obtém-se
1

1
< s, >=/ Pty = ——
Yir e == ) Jy
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e a matriz do sistema normal é matriz de Hilbert

1 1/2 1/3 - 1/(n+1)
1/2 1/3 1/4 - 1/(n+2)
1/(n:+ 1) 1/(n:+ 2) 1/(n:—|— 3) 1/(27:L+ 1)

Trata-se de uma matriz mal condicionada. Pode-se evitar este tipo de dificuldade escolhendo
uma base ortogonal para o espaco dos polinémios de grau < n.

Definicao 2.6.1 Um conjunto S de elementos de um espago pré-Hilberteano E diz-se
ortogonal se < u,v >= 0 quaisquer que sejam u,v € S, com u # v (e usa-se a notagdo
ulw). Se, além disso, < u,u >= 1 o sistema diz-se ortonormado.

Teorema 2.6.1 (Teor. de Pitdgoras): se uy,us,...,u, S0 ortogonais entio

lur + w2+l = ]+ ol P+ [l

Teorema 2.6.2 Um conjunto finito de elementos ortogonais ndo nulos, {ug,...,uy}, é
um conjunto de elementos linearmente independentes.

Demonstracao Considere-se a combinacdo linear nula c,ug + ciuy + ... + cpu, = 0
Entao, para cada £ =0,1,...,n, vem

n
0=< Zciui,uk >=cp < Uk, ux >= ¢ =0, k=0,1,...,n. o
=0

O seguinte teorema diz-nos que é possivel ortogonalizar um conjunto finito de elementos
linearmente independentes.

Teorema 2.6.3 (Processo de ortogonalizacdo de Gram Schmidt) Seja {eg, e1,...,e,} um
conjunto de elementos linearmente independentes do espago p.H. E. Sejam {pg, ¢1, ..., ¢n}
os elementos definidos por

j—1
v; . .
gojzm,jzo,l,l...,n onde vy = e, vjzej—z<ej,g0k>g0k,321, (34)
j k=0
Entéo o conjunto {vg,vq,...,v,} €é uma base ortogonal para E o conjunto {©g, ¢1,...,¢n}

é uma base ortonormada.

40



Expressao da m.a. num espago p.H. usando uma base ortogonal

Suponhamos entdo que a base considerada para F, {y,. .., p,}, é um um sistema ortog-
onal. Nesse caso, tem-se < @;, ¢, >= 0 se ¢ # j e a matriz do sistema de equagdes normais
(32) reduz-se a uma matriz diagonal.

ayp, < Yr, o8 >=< f,0, >, k=0,1,...,n. (35)

donde <5 S
at=—DP 7 p_01,...n (36)

< @k, Pr >

Note-se que se a base for ortonormada, entao vem simplesmente aj =< f,pr >, £k =
0,1,...,n.

Substituindo (36) em (31) obtém-se a seguinte expressdo para a melhor aproximagcio de
femF
* -~ < f7 Pr >
= ¢ (37)

k
= < Pk Pk >

Polinémios ortogonais

Consideremos o espago C([a,b]) com o produto interno definido por (25). O processo
de ortogonalizagio de Gram Schmidt aplicado ao conjunto {1,z,z?,...,z"} permite obter
diferentes bases ortogonais {yg, ¢1,-..,¥n} para P,, correspondentes a diferentes fungoes
peso w(z). Uma maneira alternativa de construir polinédmios ortogonais é usar o teorema
seguinte.

Teorema 2.6.4 ( Relagéo de recorréncia tripla) O conjunto de polinémios {¢g, ¢1, .- ., ¢n},
definidos da maneira a seguir indicada, é ortogonal em [a,b] em relagdo produto interno
definido por (25), isto é,

<opon>= [ w@e@e)dr =0, £k

Os polinémios sao definidos recursivamente através de

< TPy, Po >
z) =1, z)=x—B;, onde By = ———— 38
Po(z) p1(z) 1 1 < 0, 00 > (38)
e

or(z) = (¢ — Br)pr-1(z) — Crpp—2(z), k=2 (39)

com _ < TPg—1,Pr-1 > _ < ITPg—1,Pr-2 >
By = Cr = (40)

< Q-1 Pr—1 > < QPr—2, Pr—2 >

Note-se que a relacdo (39) produz polinémios ortogonais com coeficiente unitdrio da
poténcia mais elevada.
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Exemplo Os polinémios de Legendre sdo ortogonais no intervalo [—1,1] com funcéo
peso w(z) = 1. Na sua defini¢do cldssica, eles verificam ¢,(1) = 1,n > 1. Utilizando a
relagdo (39), vamos obter o que chamaremos de polinémios de Legendre ndo normalizados.
Aplicando o Teorema 2.6.4, vem () =1,

' zdx
Bi=11%% (@) = (o — B)Py(a) = =
o dx
Ainda
B, — [t 23dx —o. O — [ 2?%dx 1
2_f_11:v2d:v_ 2T ft1dz 3
logo

a(x) = (& — By)pr(x) — Capol) = (3 — 0)z — %.1 =gt g.

Analogamente se poderiam obter polinédmios de grau mais elevado: ¢3(z) = 23—(3/5)z, @4(z) =
z* — (6/7)x% + 3/35

A seguir damos exemplos de polindmios ortogonais obtidos pelo processo de Gram Schmidt,
0s quais podem também ser gerados pelas relacdes de recorréncia indicadas para cada caso.
Eles diferem por por uma constante multiplicativa dos que se obtém usando (39). Do ponto
de vista da aproximacao é irrelevante se os coeficientes dos polinémios da base diferem por
uma constante multiplicativa.

Exemplos de polinédmios ortogonais

(1) Polinémios de Legendre, P,(z)

w(z)=1, z€lqb=[-1,1].
P = S [0 -2y

com FPy(z) =1 Tem-se que P, é um polinémio de grau n, P,(1) = 1,n > 1 Além disso

o 0, n#Em
<Pum>_/_1Pn(:E)Pm(:E)dIE—{ 2_n=m.

2n+17
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Formula de recorréncia:

P(z) =2

2n+1 n
P, (z) —

n-l—laC (=) n+1

Ppii(z) = Pi(z), n>1

(2) Polinémios de Chebyshev, T,,(z)

J4 foram definidos anteriormente. Eles sdo dados por T,,(z) = cos(narcosz),n > 0 e sdo
ortogonais com respeito a fungao peso seguinte

1
= —F <z€lab =|-1,1].
o) = ey vt =11
Tem-se que T, é de grau n, T,,(1) = 1,V¥n e ainda
1 1 0, n#m
< Tp, Ty >= / ———T(x)Th(z)de =4 m, m=n=
1V1-a? 5yn=m > 0.

Formula de recorréncia:

Toi1(z) = 22T (x) — Th-1(z), n 21

(3) Polinémios de Laguerre, L, (x)

w(z)=e" z€a,b =][0,00).
1 d"
L — Bl % P >
(@) nle=® daﬁn(aC )0

L, édegraun, Lo(z) =1,L(z) =1—=z

< Ly, Ly, >= /oo e *Ly(z) Ly, (z)dzx = { 0, n#m
0

Formula de recorréncia:

n
n+1

Lo (z) = %(m 1= 2)Ly(z) —

1 Ln_l(IE), TLZ 1
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Propriedades dos polinémios ortogonais

Teorema 2.6.5 Seja {y;(z),j > 0} um sistema ortogonal em [a,b] com fun¢do peso
w(z). (Admite-se implicitamente que o grau de @, é j, j > 0). Se p(z) é um polinémio de

grau < m entao
m

<p790]>
plz) =) —————p,(z
W=} S50

Demonstracido Comece-se por escrever p(z) na forma

m
p(z) = Bryw(z)
k=0
Entao, para cada j =0,1,...,m,

m
<P >= B < or, 05 >= B < 05,05 >
k=0
donde o resultado pretendido.

Corolério Se p(z) é um polinémio de grau < m — 1 entdo < p, @, >= 0.

Teorema 2.6.6 Seja {¢;(z),j > 0} um sistema ortogonal em [a,b] com func¢do peso
w(z). Entédo o polinémio ¢, (x) tem exactamente n raizes reais distintas no intervalo aberto

(a,b).
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Exercicios

1. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f

i |-1 01 2
fl)] 1 11 2
(a) Usando a férmula de Newton com diferencas divididas, construa o polinémio
interpolador de f de grau menor ou igual a 3.

(b) Sabendo que f"'(z) = 4z —1, utilize a alinea anterior para determinar a expressdo
exacta de f. (EXAME 04.03.9/)

2. Seja f uma fungdo real definida em [a, b] e suponhamos conhecidos os valores de f(z;)
em n+1 pontos distintos zg, - - -, z, € [a,b]. Prove que
f[lbo,"',IEn] :Z—]

[=]
—
&

8
S—’

e

0<i<n
iy
e obtenha a seguinte férmula de recorréncia
T cer 1. —_ T e T
f[:vo,---,:vn]=f[ L Tn1, Tn] — flT0, "+, Tp_1]
Ipn — X9

3. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f

| @ | =2 /0] 2 |4]
[ fl@) | 175 =5 ]|

que se sabe ser um polinémio da forma f(z) = 23 + a22® + a1z + 5, a1, as reais.
Que relagao existe entre o polinémio interpolador de f nos 3 primeiros pontos e a
fun¢do f? Determine o valor de f(4). (TESTE 15.12.95)

4. Sejam z1,x9,- - -,z valores reais distintos e fi, fo, -+, far 0s valores correspondentes
de uma funcio f nesses pontos. Prove que existe uma unica funcdo Fj; da forma

M .
Fu(z) =) ce’?,
j=1

para a qual se tem Fy(x;) = fi,i=1,2,---, M. (EXAME 17.01.94)
5. Seja f : [0,1] = R uma fungao de classe C3.

(a) Mostre que existe um e um s6 polinémio p de grau < 2 tal que
1 1
p0)=F0); p1)=F1) [ pe)de= [ f(z)da.
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(b) Mostre que existe £ €]0, 1] tal que p(&) = f(£).

(¢) Utilize o resultado da alinea anterior para mostrar que existe M € R tal que

max |f(z) — p(z)| < M/6.

z€[0,1]

6. Seja f € C'[a,b] e suponha que f(a)f(b) < 0e f'(z) # 0,Vz € [a,b]; logo existe um
tnico z € (a,b) tal que f(z) =0.

(a) Sejam zg,Z1,...,%n, n + 1 pontos distintos em [a,b] e sejam yo,y1,..., Y, OS
valores de f nesses pontos, i.e. y; = f(z;),j =0,...,n. Dé uma expressdo para
o polinémio g, € P, que interpola f~'(z) nos nés Yo, Y1, - - , Yn-

(b) Notando que z = f~1(0), utilize o polinémio g3 e os seguintes valores tabelados
para aproximar a raiz da equagéo f(z) =e* —z =0.
¢ | 03 | 04 | 05 | 06
e~ | 0.740818 | 0.670320 | 0.606531 | 0.548812

7. Seja p,(z) o polinémio interpolador de f em n + 1 pontos g, 1, ..., T,, igualmente
espacados no intervalo [a, b] e tais que zy = a e x, = b.

(a) Mostre que, no caso de existir uma constante M > 0 tal que || f™+V||, < M™,
tem-se lim,, .o ||/ — Pn/loc = 0. Conclua que para a fungio f(z) = €3* se verifica

Am pr(z) = f(z)

(b) Prove que limy,_,o0 || f —Pn/|lsc = 0 também no caso em que || f™+Y|| < M (n+1)!,
com M € (0,e/(b— a)).

8. Seja f uma funcdo indefinidamente diferencidvel para x > 0 e tal que |f™(z)| <
M, paratodoxz > 0, e paratodom =0,1,2,... Seja p, o polinémio interpolador
de f nos pontos 0,1 2 3 2 Mostre que

1979797
lim p,(z) = f(x),

n—0o0

para cada z > 0. (EXAME 81.01.96)

9. Seja ps o polinémio de grau < 4 que resolve o seguinte problema de interpolagao de
Hermite
PP ) = fD), =01 pP)=r®w), k=0,1,2.

Prove que , para cada z € [a,b], existe £ = £(x) € (a,b), tal que

(z — a)*(z — b)°
5!

f(z) — pa(z) = o).

Sugestdo: faca F(t) = (f(t) — pa(t)) — (f(2) — pa(@)) i, Q) = (¢ — @)?(¢ — b)*.
(EXAME 81.01.97)
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10. Demonstre a condigéo suficiente do Teorema de Chebyshev (utilize o Teorema de La
Vallée Poussin).

11. Considere a fungéo f(z) = |z|,—1 < z < 1. Por aplicagdo do Teorema de Chebyshev,
prove que a melhor aproximacdo uniforme de f em Ps[—1,1] é dada por

1
pie) =2+, —1<z<l

12. Determine, utilizando o Teorema de Chebyshev e observacées geométricas, a melhor
aproximagdo uniforme da fungéo f(z) =e*, z € [0,1]: no espago Py[0,1]; no espago
P1[0,1].

13. Seja f(z) = (2® +2?)/100, =z € [-1,1]. Determine o polinémio p, € Py[—1,1] tal que

X |f(z) — po(z)| ¢é minimo.

Indique o valor do minimo.

14. (a) Prove que p_,(z) = 2™ — 2'""T,, (z) é a melhor aproximagio uniforme da func¢io
flx)=2", z€[-1,1], em Pp_4[-1,1].
(b) Calcule [[f =}l

15. Seja T,,(z),z € [—1,1] o polinémio de Chebyshev de grau n. Prove que no conjunto
Tn, dos polinémios ménicos de grau n, definidos em [—1,1], o polinémio
T,
Tn == F

¢ a melhor aproximacao uniforme da funcao nula.

16. Considere o espago linear C'[a, ] e o operador definido por

L) = ([ (@), f e ol

(a) Sabendo que L(f + g) < L(f) + L(g), Vf, g € C'([a,b]), prove que L define uma
seminorma (que nio é norma) em C'[a, b].

(b) Recorrendo a teoria da melhor aproximagdo e usando L, mostre que existem
constantes reais &, S tais que

b _ b
/ (cosz + az + §)%dz < / (cosz + az + B)%dz, VYo,B €R.
a a
17. Utilizando o exercicio 14, prove que a melhor aproximacao uniforme da funcao nula,

relativamente ao intervalo [a, b], no conjunto 7, dos polinémios ménicos de grau n, é
o polinémio p* definido por

ern o fb—a\" 2 a+b
p(z)—?( 4 > T"(b—a_b—a>'
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18. Determine a melhor aproximagdo da fungéo nula relativamente a [—1, 3], da forma

3

%+bx2+0x+d.

19. Obtenha os 3 primeiros polinémios ortogonais de Legendre, utilizando a relagao de
recorréncia tripla para polinémios ortogonais. Determine em seguida a melhor aproxi-
magio dos minimos quadrados da funcdo f(z) = z* no espago Pa[—1, 1].

20. Demonstre a seguinte propriedade dos polinémios de Chebyshev T,,(z),n =0,1,...

0, n#m
< T, Ty >= / T (2)Tn(z) dz = { T, n=m=0
v1-— x2 g, n=m
21. Seja E um espaco com produto interno e seja {uo,¥1,...,%y,...} um sistema de

polinémios ortogonais em [a, b] (por ex. obtidos pelo p.o. G.Schmidt).

(a) Demonstre as seguintes propriedades:
(i) Se g, é um polinémio de grau < n, entdo

gule) = 30 SOV .

k=0 < '(/}Iw '(/}k >
(ii) Se gi é um polinémio de grau < k, entdo
< Qg, Y >=0, parak <n-—1.

(b) Seja f € E e considere a norma induzida pelo produto interno. Mostre que
(i)
< f, >
1f = > aryr|| é minima quando a; = fiz/}’;
k=0 19l
(ii)
= (< f7 1/}]6 >)2

2
iz 1wl
22. Considere os seguintes problemas de minimizacao

a)

< IflI>. (Desigualdade de Bessel)

min max |:E—a:v |
a€R ze[—1,1]

H4 alguma contradicdo em relacdo ao que se poderia concluir pelo teorema de Haar 7
b)

min max |z — 1 — az’|
a€lR ge[-1,1]
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