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Capitulo 1

Erros no Calculo Numeérico

Ao resolver um determinado problema matematico por um certo método,
chegamos a resultados que, de um modo geral, nao constituem a solu¢ao e-
zacta do problema, mas apenas valores aprorimados desta. Dai que um dos
problemas fundamentais da Andlise Numérica consiste em avaliar o erro dos
resultados obtidos por um determinado método, ou seja, determinar o valor
maximo que esse erro pode atingir, considerando os dados do problema e os
meios utilizados para o resolver.

Antes de mais, convém fixar o significado de alguns termos que vamos
utilizar frequentemente e as respectivas notacoes. Assim, se z for o valor
exacto de uma certa grandeza e I for um valor aproximado de x , chamaremos
erro absoluto de I e representaremos por e, a diferenca entre os dois valores,
isto é,

e; =T —1I. (1.1)

Note-se, no entanto, que o erro absoluto é um conceito que tem pouco
significado quando se trata de avaliar a precisdo de um valor aproximado. Por
exemplo, se dissermos que o erro absoluto de um certo resultado nao excede
uma milésima , este resultado tanto pode ser considerado muito preciso (se
estivermos a tratar com grandezas da ordem dos milhdes), como pode nao
ter precisdo nenhuma (se o resultado exacto for uma grandeza de ordem
inferior as milésimas). Logo, a precisdo dos resultados numeéricos tera de ser
avaliada de outro modo, por exemplo, através do erro relativo, que é dado
pela razao entre o erro absoluto e o valor da grandeza considerada. Ou seja,
se representarmos o erro relativo por dzx, teremos
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or = (1.2)

Uma vez que o erro relativo nunca pode ser superior a unidade (isso signifi-
caria que o erro da grandeza é superior a ela prépria, em termos absolutos),
é frequente representar-se este erro sob a forma de percentagem.

Agora que ja fixdamos algumas notagoes a propdsito de erros, vamos ana-
lisar as razoes que podem estar na origem do erro dum resultado numérico.
Esta andlise é fundamental, uma vez que , se nao conhecermos a origem
do erro, também nao poderemos, em geral, determinar até que ponto esse
erro afecta o resultado obtido nem saberemos o que fazer para atenuar o seu
efeito.

Em primeiro lugar, quando se resolve numericamente um determinado
problema pratico, ha que formuld-lo em termos matematicos. Isto significa
que determinadas leis que regem os fenémenos naturais sao descritas através
de equagoes que relacionam diversas grandezas. Ao fazeé-lo, torna-se necessario,
frequentemente, ignorar certos aspectos da realidade, cujo efeito se considera
desprezavel. Por exemplo, ao estudar o movimento de um corpo em queda
livre, a pequena distancia da superficie da terra, em certas condicées, pode ser
ignorada a forca de resisténcia do ar e o movimento de rotacao da Terra. Este
processo conduz a simplificagoes significativas no modelo matematico que fa-
cilitam a obtencao de resultados numéricos. Além disso, as equacoes dos
modelos matemdticos contém frequentemente constantes (no exemplo acima
referido, a constante g da gravidade) cujo valor é determinado experimental-
mente, apenas com uma certa precisdo. Os préprios dados do problema (por
exemplo, a posi¢ao e a velocidade inicial do corpo) sao obtidos, geralmente,
por medigoes e, como tal, também estao sujeitos a erros. Todos estes fac-
tores de erro estao relacionados com inezactiddo na formulacdo matemdtica
do problema e os erros deles resultantes sao conhecidos geralmente como
erros inerentes. Sendo os erros inerentes inevitdveis (eles sdo inerentes a
prépria formulagdo matemdtica do problema), é importante saber até que
ponto eles podem influir no resultado final, para podermos ajuizar se a for-
mulacao matematica do problema escolhida estd razoavelmente de acordo
com a realidade. Caso contrario, torna-se necessario procurar outro modelo
matematico.

O segundo tipo de erros que vamos considerar estd directamente rela-
cionado com o método escolhido para resolver o problema matematico e
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chegar a um resultado numérico. Na maioria dos casos, nao sao conheci-
das férmulas que permitam obter a solucao exacta do problema matematico
com um nimero finito de operacées aritméticas. Por exemplo, as solucoes
de uma simples equacdo algébrica de grau superior a 4 ndo podem, de um
modo geral, ser expressas através de uma férmula resolvente. Noutros casos,
embora existam férmulas que exprimem os resultados exactos, a aplicacao
directa destas férmulas exige um tal volume de cdlculos que se torna, de
facto, impraticavel. Estes factos levam-nos, em geral, a abdicar de encontrar
a solucao eracta do problema e a procurar, em vez dela , uma solucao apro-
zimada, obtida, por exemplo, por um método de aproximagoes sucessivas. A
diferenca entre a solucao exacta do problema matemaético e a solugao aproxi-
mada, obtida pelo método utilizado, é designada erro do método. Ao longo
do nosso programa, iremos estudar métodos para resolver diversos proble-
mas matematicos e, para cada método, trataremos de analisar o erro a ele
associado. Nisto consiste precisamente um dos objectivos centrais da Andlise
Numérica.

Finalmente, existe ainda um terceiro factor muito importante que esta na
origem dos erros dos resultados numéricos: a impossibilidade préatica de re-
presentar com exactidao qualquer nimero real. Sabemos que a representacao
de nimeros através de uma sucessdo de digitos (seja no sistema decimal ou
noutro sistema qualquer) sé permite representar exactamente um conjunto
finito de nimeros. Os numeros irracionais, por exemplo, nao tém repre-
sentacao exacta em nenhum sistema. Logo, quando precisamos de efectuar
um certo calculo com nimeros reais, temos, em geral, que os ”arredondar”,
isto é , substituir cada nimero por outro préximo, que tem representacao
exacta no sistema de numeracao escolhido. Os erros resultantes destas apro-
ximacoes chamam-se erros de arredondamento. Na pratica, para chegarmos a
solugdo de um problema, temos de efectuar uma sucessao (por vezes, muito
longa) de operagoes aritméticas, onde os erros de arredondamento podem
ocorrer a cada passo. O efeito total dos erros de arredondamento constitui
aquilo a que se chama o erro computacional. Logo, o erro computacional é a
diferenca entre o resultado que se obteria se fosse possivel efectuar os célculos
sem cometer erros de arredondamento e o valor que se obtém na pratica, ao
efectuar os calculos num certo sistema de representacdo numérica. E evi-
dente, portanto, que o erro computacional depende essencialmente dos meios
de calculo utilizados, em particular, do sistema de representacao de niimeros.
Este erro pode ser reduzido se aumentarmos o ntimero de digitos utilizados



para representar os nimeros, diminuindo assim os erros de arredondamento.
No entanto, convém lembrar que o erro computacional depende também da
ordem pela qual os célculos sdo efectuados (ou, por outras palavras, do al-
goritmo utilizado), pois é isso que determina a forma como os erros se vao
propagar de passo para passo. Uma vez que o mesmo método numérico pode
ser aplicado através de algoritmos diferentes, é essencial escolher aqueles al-
goritmos (ditos estdveis) que nao permitem a acumulagao dos erros, de modo
a que o erro computacional nao adquira um peso excessivo no resultado final.

No exemplo que se segue, tentaremos distinguir os diferentes tipos de
erros cometidos na resolucao de um problema concreto.

Exemplo. Suponhamos que, ao observar um ponto material em movi-
mento, se dispoe de aparelhos que permitem determinar, em cada instante,
a sua posicao e a sua velocidade. Representemos por z,vy, z as suas coorde-
nadas e por v,,v, e v,, as componentes do seu vector velocidade ao longo
de cada eixo. O nosso objectivo é determinar, a cada instante, o espago
percorrido pelo ponto material, desde o inicio da contagem do tempo.

Comecemos por formular matematicamente o problema. Nas condigoes
dadas, o espago s(t), percorrido até ao instante ¢, pode ser expresso através de
um integral de linha, mais precisamente, do integral do médulo da velocidade
ao longo do percurso :

stt) = [ [v(©)laz, (1.3

onde

V()] = \/va(€)? + v, (€)? + v.(€)? (1.4)

e 1o representa o momento inicial.

Uma vez que, na pratica, o integral presente na equagao 1.3 nao pode
ser calculado exactamente, vamos optar por aproximar aquele integral pelo
seguinte método. Admitindo que as medigdes podem ser efectuadas em suces-
sivos instantes ¢, o, . . ., t,, com pequenos intervalos entre si, vamos proceder
como se a velocidade se mantivesse constante dentro de cada intervalo de
tempo [t;,t;11]. Entao, o espago percorrido durante esse intervalo de tempo
é considerado igual a |v(t;)|(t;41 — t;) e, quando t = t,,0 integral do segundo



membro da equagao 1.3 pode ser aproximado pela seguinte soma :
S(tn) ~ Sy, = Z |V(ti)|(ti+1 — tz) (15)
i=1

Vejamos como, neste caso, os diferentes tipos de erros afectariam o resul-
tado final. Em primeiro lugar, mesmo que conseguissemos calcular o valor
exacto s(t) do integral da equacdo 1.3, esse valor podia nao ser exactamente
o espacgo percorrido pelo ponto, uma vez que, para o obtermos, teriamos de
nos basear nos valores da velocidade , v, v, e v,, obtidos experimentalmente
e, logo, sujeitos a erros. Assim, a diferenca entre o espaco de facto percorrido
pelo ponto material até ao instante ¢, e o valor s(t), dado pela equagao 1.3,
pode ser considerado como o erro inerente da solugao deste problema.

Em segundo lugar, temos o erro cometido ao aproximar o integral da
equacao 1.3 pela soma da equacao 1.5. A esse erro, ou seja, a diferenca
s(t,) — Sp, chamaremos o erro do método.

Finalmente, nao esquecamos que, ao calcular a soma da equacao 1.5 ,
vamos inevitavelmente cometer erros de arredondamento, quer ao efectuar as
adicOes, quer ao extrair as raizes quadradas, pelo que obteriamos, de facto,
nao o valor numérico de s,, mas um valor aproximado, que representaremos
por 5,. A diferenca s, — §, constitui, neste caso, o erro computacional.



Capitulo 2

Métodos Numeéricos da
Algebra Linear

Entre os problemas de Algebra Linear que mais frequentemente se encontram
nas aplicagoes da Matematica, encontram-se os sistemas de equacoes lineares
e os problemas de valores e vectores préprios.

Os sistemas de equacoes lineares surgem nas mais diversas situacoes e
as suas dimensoes podem variar desde as unidades até aos milhoes . Como
alguns exemplos tipicos de problemas que conduzem a sistemas de equagoes
lineares, poderemos citar as aproximacoes pelo método dos minimos quadra-
dos; 0 método dos coeficientes indeterminados (utilizado no calculo de inte-
grais, na resolucao de equacoes diferenciais, etc.); e a resolugdo numérica de
problemas de valores de fronteira para equacoes diferenciais.

Nao é de estranhar, portanto, a grande diversidade de métodos que ao
longo da histéria da Matemética foram e continuam a ser criados para a re-
solucao de sistemas lineares. A escolha do método a utilizar para resolver um
determinado sistema depende, essencialmente, da sua dimensao e das suas
propriedades, nomeadamente, do seu condicionamento, propriedade funda-
mental de que falaremos no paragrafo 2.2. Por exemplo, a regra de Cramer,
um dos primeiros métodos conhecidos para a resolucao deste problema, fun-
ciona bem para pequenos sistemas (3—4 equagoes ) mas torna-se praticamente
impossivel de utilizar para sistemas de maior dimensao . (Basta lembrar que
o célculo de um determinante de ordem n envolve n!(n — 1) multiplicagdes ).
Ja o método de Gauss, de que falaremos no pardgrafo 2.3 , permite trabalhar
com sistemas de maiores dimensoes (da ordem das dezenas), mas continua,
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como veremos, a ter grandes limitagoes . Os métodos iterativos, de que
falaremos no paragrafo 2.4, fornecem, em muitos casos, uma boa alternativa
para o calculo de uma solucao aproximada dum sistema linear.

No que diz respeito aos problemas de valores e vectores préprios, eles
também surgem em muitas aplicacdes , em particular, nos modelos matemati-
cos da teoria das oscilagoes , da mecanica quantica e da hidrodinamica. Os
métodos numéricos para a resolucao destes problemas tém algo em comum
com os métodos para sistemas lineares, mas também tém aspectos especificos
importantes, que os transformam num objecto de estudo independente. Tam-
bém neste campo a diversidade dos métodos é muito grande e a escolha
depende essencialmente de dois factores: a dimensao da matriz e o nimero
de valores préprios que se pretende calcular. Falaremos sobre este assunto
no paragafo 2.5 .

Hoje em dia, uma importante direc¢ao da investigacao na analise numérica
consiste na elaboracao e estudo de métodos eficientes que permitam re-
solver sistemas lineares gigantes , cujas dimensoes podem atingir a ordem
dos milhoes . Este objectivo torna-se cada vez mais actual, a medida que
cresce a necessidade de resolver com grande precisao as equagoes dos mo-
delos matematicos das ciéncias aplicadas. Problemas matematicos que até
ha poucos anos eram impossiveis de resolver, devido ao volume de calculos
que envolvem, ficam hoje ao alcance dos investigadores, gracas a utilizagao
dos mais modernos meio de calculo, em particular, dos computadores com
processamento paralelo e vectorial. No entanto, nao podemos esquecer que
estes meios s6 poderao ser utilizados de forma eficiente se os métodos de
calculo evoluirem de modo a poderem tirar partido de todas as suas poten-
cialidades. Dai que a criacao de novos métodos numéricos da algebra linear,
a par do aperfeicoamento dos métodos ja conhecidos, seja um tema de grande
actualidade.



2.1 Complementos de Algebra Linear

Antes de entrarmos no estudo dos métodos numéricos para a resolucao de
sistemas lineares e de problemas de valores préprios, comecaremos por rever
alguns conceitos e teoremas de Algebra Linear, de que necessitaremos para
a analise que vamos efectuar.

2.1.1 Valores Proprios e Formas Candnicas de Ma-
trizes

Seja A uma matriz quadrada de ordem n (real ou complexa). Representare-
mos por AT a transposta de A, ou seja, a matriz cujas linhas sdo as colunas
de A. Por conseguinte,

T _
ij — Qi
Usaremos a notacao A* para representar a transposta da conjugada de A.
Logo,

a

Definicao 2.1.1. A matriz A diz-se hermitiana se for verdadeira a igual-
dade A = A*.

No caso particular de A ser real, entao dizer que A é hermitiana equivale
a dizer que A é simétrica, isto é, que A = AT,

Definicao 2.1.2. Diz-se que a matriz A é unitdria se se verificar
ATA=AA" =1,

onde I representa a matriz identidade.

Deste modo, se a matriz A for unitdria, entdo A* = A~!, onde A~!
denota, como habitualmente, a inversa de A. As matrizes reais unitarias,
para as quais AT = A~!, também se costumam chamar ortogonais.
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Definicao 2.1.3. O nimero A € @ diz-se valor préprio da matriz A se
existir um vector x € ", nao nulo, tal que

Az = Az. (2.1.1)

Nesse caso, diz-se que z é um vector proprio de A associado a .
Como é sabido do curso de Algebra (ver, por exemplo [8]) a existéncia
de solucdes nao nulas da equacao 2.1.1 implica que

det(A — \I) = 0. (2.1.2)

A equacao 2.1.2 é conhecida como a equac¢do caracteristica da matriz A.
Desenvolvendo o determinante do primeiro membro da equacao 2.1.2 por
menores, verifica-se facilmente que este determinante constitui um polinémio
de grau n, em relacao a A. Este polinémio é chamado o polindmio carac-
teristico de A. Visto que os valores préprios de A sao, por definicao , as raizes
do polinémio caracteristico de A, podemos concluir imediatamente que qual-
quer matriz A tem n wvalores prdprios, entre reais e complexos (contando
com as respectivas multiplicidades). Naturalmente, um valor préprio diz-se
multiplo se corresponder a uma raiz multipla do polinémio caracteristico.
No entanto, no caso dos valores préprios, ¢ importante distinguir entre a
multiplicidade algébrica e a multiplicidade geométrica.

Definicao 2.1.4. Chama-se multiplicidade algébrica do valor préprio
A & sua multiplicidade, enquanto raiz do polinémio caracteristico de A. A
multiplicidade geométrica de A é o numero maximo de vectores proprios
independentes, associados a A.

Nota. Como resulta da defini¢ao 2.1.3, os vectores proprios associados a
um dado valor préoprio A formam um espaco linear, chamado o espago proprio
associado a A. A dimensao deste espago nao pode ser superior a multipli-
cidade de A, como raiz do polinémio caracteristico. Por outras palavras, a
multiplicidade geométrica de um valor proprio ndao pode ser superior a sua
multiplicidade algébrica. No entanto, as duas podem ndo ser iguais, como se
pode verificar no exemplo que se segue.
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Exemplo 2.1.5. Seja A a seguinte matriz

o O O
O O ==
oSN OO
N O OO

Neste caso, o polindmio caracteristico de A tem a forma
det(A — M) = (1 —A)?(2—- )~ (2.1.3)
De acordo com a definicao 2.1.3 , os valores préprios de A sao :
Ma=1, A =2, (2.1.4)

ou seja, a matriz A tem dois valores proprios distintos, cada um deles com
multiplicidade algébrica igual a 2. Se resolvermos o sistema linear

(A—20)z =0, (2.1.5)
verificamos que a sua solugao geral pode ser escrita sob a forma
T :Cl (0,0,1,0)+02(0,0,0,1), (216)

onde C7 e (3 sao constantes arbitrarias. Daqui podemos concluir que a
matriz A tem, no maximo, dois vectores préprios independentes associados
ao valor préprio A\34 = 2, o que significa que a multiplicidade geométrica
deste valor prdprio € 2 (igual a multiplicidade algébrica). No caso do valor
proprio Ao = 1, verifica-se que a solugao geral do sistema linear

(A-Ix=0 (2.1.7)
tem a forma
z=C(1,0,0,0), (2.1.8)

onde C' é uma constante arbitraria, ou seja, nao existe mais do que um
vector préprio independente, associado ao valor préprio A; 2 = 1. Neste caso,
a multiplicidade geométrica do valor préprio Ay = 1 € igual a 1, inferior
portanto a sua multiplicidade algébrica.
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Definicao 2.1.6 . Sejam A e B duas matrizes quadradas da mesma
ordem. Entao A diz-se semelhante a B se existir uma matriz P, nao singular,

tal que
B=P AP (2.1.9)

Note-se que, se A é semelhante a B, entao da equacao 2.1.9 resulta que
A=Q1BQ, (2.1.10)

onde Q@ = P71, o que significa que B é semelhante a A. Trata-se, portanto,
de uma relacao simétrica, como seria de esperar. E 1til referirmos aqui
algumas propriedades das matrizes semelhantes.

1. Se A e B forem semelhantes, entdao tém a mesma equacao caracteristica.

Demonstracao . Sejam A e B duas matrizes semelhantes. Entao
existe P tal que

det (B—AI) = det(PT"AP—\I)=

det (P"' (A — \I)P) =
det (P~ ") det (A — X1)det (P). (2.1.11)

Uma vez que det (P~ 1) det (P) = det (I) =1, de 2.1.11 resulta que A
e B tém o mesmo polinémio caracteristico e, por conseguinte, a mesma,
equacgao caracteristica O.

2. Duas matrizes semelhantes A e B tém os mesmos valores proprios.
Se x for um vector préprio de A, associado ao valor préprio A, entao
z = P~z é um vector préprio de B, associado também a ).

Demonstragao . A primeira parte da afirmacao é consequéncia ime-
diata da propriedade 1. Para verificar a veracidade da segunda parte
da afirmacgdo , notemos que , se A e x satisfazem a igualdade

Az =)z, (2.1.12)
entdao também se verifica

PrAP(P'z)=AP 2. (2.1.13)
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Se definirmos o vector z como z = P~'z, e atendendo a que B =
P~1AP, da equacao 2.1.13 resulta

Bz =Mz, (2.1.14)

0 que significa que z é um vector préprio da matriz B , também asso-
ciado ao valor préprio A O.

3. A propriedade 1 significa que o polinémio caracteristico se mantém
invariante, no caso de transformacoes de semelhanca. Uma vez que
o trago de uma matriz (ou seja, a soma dos elementos da sua diago-
nal principal) é igual ao coeficiente do termo em A"~' do polinémio
caracteristico, podemos concluir que duas matrizes semelhantes tém o
mesmo traco . Do mesmo modo se pode provar que duas matrizes
semelhantes tém o mesmo determinante.

Nos préoximos paragrafos vamos utilizar algumas vezes a redugao das ma-
trizes a certas formas, ditas candnicas. Isto significa que vamos, através
de transformacoes de semelhanga, obter matrizes mais simples, que conser-
vam as propriedades fundamentais das matrizes iniciais. A forma canénica
a utilizar depende das propriedades da matriz inicial e dos objectivos que
se pretende alcancar. Algumas das formas mais frequentemente utilizadas
sao a forma normal de Schur,a forma diagonal e a forma de Jordan , de que
falaremos a seguir.

Teorema 2.1.7 (forma normal de Schur). Seja A uma matriz complexa
de ordem n. Entao existe uma matriz unitaria U que reduz A a forma

T =U* AU, (2.1.15)

onde T é triangular superior.

Demonstracao . Este teorema demonstra-se por inducao em n. No
caso de n =1 , a afirmacao do teorema é trivial, com U = [1] . Admitamos
agora que a afirmacgao do teorema évalida para qualquer matriz de ordem
n < k — 1. Vmos mostrar que entao ela também é valida para matrizes de
ordem n = k.

Seja A; um valor préprio de A, e u(") um vector préprio, associado a Aq,
tal que ||u(||; = 1. Comegando com u*), constroi-se uma base ortonormal
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em@*, que representaremos por {u® u®@ . u®}. Seja P, uma matriz de
ordem k, cujas colunas sao constituidas pelos vectores desta base:

Py =[u® @ u®].

Por construgao , as colunas de P; sao ortogonais entre si. Logo,
PyP, = I, ou seja, P! = P;. Definindo a matriz B; como

Vamos provar que B; tem a forma

)\1 Qg ... O
0
B, = 0 Ay , (2.1.17)
0
onde Ay é uma submatriz de ordem k£ — 1 e ap, ..., q; sao certos niimeros.

Para provarmos isso, comecemos por verificar que

AP, = AW u® . u®] =
= [Au®, Au? . Au®)] =
= [Mu®, 0@ o®)], (2.1.18)

onde v\9) = Aul) j =2, ... k.Multiplicando ambos os membros de 2.1.18, &
esquerda, por Py, obtém-se

PrAP =B, = [\ Prub, ... Pro®). (2.1.19)
Notemos ainda que Pju(!) = e = (1,0,...,0). Logo, de 2.1.19 resulta que
By =\ e w® . w®)] (2.1.20)

onde w¥) = P o9 j=2 ...k, ficando assim provada a igualdade 2.1.17.
De acordo com a hipétese da inducgao , existe uma matriz unitaria P, de
ordem k — 1, tal que reduz A, a forma

T=P"A,DP, (2.1.21)
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onde T é triangular superior, de ordem k£ — 1. Seja

1 0 0
p=|" (2.1.22)
SR P, ’ o
0
Entao P, é unitaria e verifica-se
)\1 Y2 Yk /\1 Yo - Yk
Py B P, = 0 |0 =T
2 iz = FA)2*A2p2 - T Y
0 0
(2.1.23)
onde T' é triangular superior. Das igualdades 2.1.23 e 2.1.16 resulta
T=P;,BiP,=P;P'AP, P, =U"AU, (2.1.24)

onde U = P, P,. Resta constatar que U é unitéria, (como produto de duas
matrizes unitdrias), ficando assim o teorema 2.1.7 demonstrado por indugao
0.

Nota. Uma vez que a matriz T, que nos da a forma normal de Schur, é
triangular superior, o seu polinémio caracteristico é

det(T — M) = (t1 — A) ... (tun — \), (2.1.25)

de onde se conclui que os valores proprios de T sao os elementos da sua
diagonal principal. Por conseguinte, e uma vez que as transformacoes de
semelhanga nao alteram os valores préprios (como vimos acima), concluimos
que os valores préprios de A sao os elementos diagonais de T, isto é, \; =
ta,i=1,... k.

A reducao de uma matriz hermitiana a forma diagonal, de que vamos falar
a seguir, pode ser considerada como um caso particular da forma normal de
Schur, com grande significado pratico.

Teorema 2.1.8. Seja A uma matriz hermitiana de ordem n. Entao A
tem n wvalores proprios reais Ai, Ag, ..., A, , nao necessariamente diferentes
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entre si, e n vectores proprios associados u™ u® ... u™ que formam uma
base ortonormal em @™. Além disso, existe uma matriz unitaria U tal que

U*AU = D, (2.1.26)

onde D é uma matriz diagonal cujas entradas ndo nulas sdo os valores
proprios de A :
D= diag()\l,)\g,...,)\n) (2127)

Demonstracao . Pelo teorema 2.1.7 , existe uma matriz unitaria U, tal
que
U*AU =T, (2.1.28)

onde T é triangular superior. Atendendo a que A é hermitiana, de 2.1.28

resulta que
T " =U"A"U =T, (2.1.29)

o que significa que 7" também ¢, neste caso, hermitiana. Se 7" é triangular
superior e hermitiana, entao 7" é diagonal. Além disso, de 2.1.29 resulta que
ti = ti, 1 =1,2,...,n, o que significa que todos os elementos diagonais de T’
sao reais. Logo, pelo teorema 2.1.7, concluimos que todos os valores proprios

de A sdo reais. Sendo assim, temos
T= diag()\l,)\Q,...,)\n), (2130)

onde todos os \; sao reais. Para demonstar a segunda parte do teorema,
representemos a matriz unitaria U sob a forma

U=1[ub, . . . u"), (2.1.31)

onde os vectores u(Y i = 1,...,n formam uma base ortonormal em @™.
Falta mostrar que estes vectores sao vectores proprios de A. Da igualdade
T =U* AU resulta UT = AU. Logo

A0 0
A, ] = w0, ]| ) 0 (2.1.32)
0 ... A
A igualdade 2.1.32 pode desdobrar-se em n igualdades:
AuD) = NuD j=1,....n (2.1.33)
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Estas igualdades significam que os vectores u!/) sdo os vectores préprios da
matriz A, tal como se pretendia demonstrar O.

Nota. Nas condicoes do teorema 2.1.8 , pode-se mostrar que, no caso
particular de a matriz A ser real e simétrica, ela tem n vectores préprios
reais, que podem ser escolhidos de modo a formarem wma base ortonormal
em R™.

O teorema anterior diz-nos que as matrizes hermitianas, que constituem
uma classe com grandes aplicacoes praticas, podem ser reduzidas a uma
forma candnica extremamente simples: a forma diagonal. Em relacao as
matrizes nao hermitianas, tudo o que sabemos, por enquanto, é que podem
ser reduzidas a forma normal de Schur (triangular superior). Este resultado,
como vamos ver, pode ser melhorado, através da forma candnica de Jordan,
que estd mais préxima da forma diagonal.

Definicao 2.1.9. Chama-se bloco de Jordan de dimensado n a uma matriz
da forma

A1 0 ... 0
0 A 1 ... 0
TN = o o], (2.1.34)
0 ... 0 X 1
0 ... 0 0 A

Note-se que qualquer bloco de Jordan de dimensao n tem um unico valor
proprio A, de multiplicidade algébrica igual a n e multiplicidade geométrica
wgual a 1 . Ou seja, tem um unico vector préprio independente, associ-
ado ao valor proprio A. Em particular, um bloco de Jordan de dimensao 1
éconstituido apenas pelo nimero A.

Definigao 2.1.10 Diz-se que uma matriz J se encontra na forma candnica
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de jordan se ela tiver a seguinte estrutura

JuM) 0 ... 0
| 0 ) 0 (2.1.35)
0 0 .. Jo (W)

onde J,,(\;) representa um bloco de Jordan de dimensdo n;, com valor
préprio A;. Note-se que os valores proprios A; dos varios blocos nao sao
necessariamente distintos. Por exemplo, a matriz A, considerada no exem-
plo 2.1.5, encontra-se na forma canénica de Jordan, pois a sua estrutura éa
seguinte:
Jo(1) 0 0
A= 0 Ji(2) 0 , (2.1.36)
0 0  Ji(2)

ou seja, ela decompoe-se num bloco de Jordan, de dimensao 2, correspon-
dente ao valor préprio A;2 = 1, e dois blocos de Jordan, de dimensao 1,
correspondentes ao valor préprio Az 4 = 2.

Uma matriz diagonal também se encontra na forma de Jordan, pois €
constituida por n blocos de Jordan de dimensdo 1 . Sobre a reducao das
matrizes a forma de Jordan existe o seguinte teorema.

Teorema 2.1.11. Para qualquer matriz quadrada A (real ou complexa),
de dimensao n, existe uma matriz nao singular P tal que

PAP =, (2.1.37)

onde J é uma matriz na forma canénica de Jordan. Os elementos );, da
diagonal principal de J, sao os valores proprios de A e o niimero de blocos
de Jordan em que se decompoe a matriz J é igual ao nimero de vectores
proprios independentes de A. Finalmente, o nimero de vezes que cada valor
proprio \; aparece na diagonal principal de J é igual & sua multiplicidade
algébrica.

A demonstracao do teorema 2.1.11 faz parte do curso de Algebra linear,

pelo que remetemos o leitor para qualquer manual desse curso, por exemplo,
[8].
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2.1.2 Normas e Convergéncia em Espacos Vectoriais

Em Andlise Numérica, necessitamos frequentemente de medir os erros de
grandezas aproximadas, o que torna indispensavel o uso de conceitos como o
de norma. Quando o resultado que estamos a considerar é simplesmente um
nimero, a norma introduz-se de forma muito simples, pois é igual ao mddulo
(em R ou em @ , conforme o caso). No caso mais geral de um espaco
vectorial a n dimensGes (R™ ou @™) sdo possiveis diferentes generalizagoes
do conceito de norma, que nds vamos rever neste paragrafo.

Definicao 2.1.12 . Seja E um espago vectorial e N uma funcao de E
em R. Entao N diz-se uma norma se verificar as seguintes propriedades:

1. N(z) > 0,V € V; N(z) =0, ssex = 0.
2. N(az) =|a|N(z), Vx € E,Va e R .

3. N(x+y) < N(z)+ N(y), Vz,y € E (desigualdade triangular).

Utiliza-se frequentemente a notagao ||z||y = N(z) , onde o indice N
junto do sinal de norma serve para especificar a norma considerada (este
indice pode ser omitido, quando nao for necessério fazer essa especificagio ).

Na pratica, utilizam-se muitos tipos diferentes de normas, de acordo com
as grandezas a que se aplicam e os objectivos a alcancar. Seguem-se alguns
dos exemplos mais frequentes, no caso do espago considerado ser R™ ou ™.

Exemplo 2.1.13. Norma euclidiana. A norma euclidiana, que traduz o
conceito habitual de comprimento de um vector, tem a seguinte expressao

zlla = | D |zl (2.1.38)
i=1
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Exemplo 2.1.14. Norma do mdzimo. A norma do maximo, também
frequentemente utilizada, define-se do seguinte modo:
||| = max |z;]. (2.1.39)

1<i<n

Exemplo 2.1.15. p-normas. Mais um tipo de normas frequentemente
utilizadas é dado pela expressao

n 1/p
el = () (21.40)
=1

onde p > 1.

Nota. A norma euclidiana é um caso particular de uma p-norma, com
p = 2. A norma do maximo pode ser obtida como um caso limite das p-
normas, quando p — 0o , 0 que explica a notacao utilizada.

As propriedades 1 e 2 verificam-se imediatamente para qualquer uma das
normas aqui apresentadas. Quanto a propriedade 3, ela verifica-se imedi-
atamente para a norma do maximo, mas requer algum esfor¢o no caso das
p-normas (ver problema 2 de §2.1.4).

Um espaco vectorial no qual estd definida uma norma diz-se um espago
normado.

Num espago normado é possivel introduzir o conceito de conjunto limi-
tado.

Definigao 2.1.16. Seja F um espaco normado, a um elemento de F e r
um nimero real positivo. Chama-se bola de raio r com centro em a, segundo
a norma N, e representa-se por BY(r) o seguinte subconjunto de F :

BN(ry={z € E: |z —a|n < r}. (2.1.41)

Definicao 2.1.17. Um conjunto X, contido num espago normado F,
diz-se limitado, sse existir um numero r > 0, tal que X estd contido numa
bola de raio r com centro no elemento nulo de E.
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Note-se que o conceito de conjunto limitado estd ligado a uma norma
concreta, pelo que, de um modo geral, um conjunto pode ser limitado numa
certa norma, e nao o ser noutra. No entanto, no caso de espacos de dimensao
finita (R™ ou@™), se um conjunto for limitado segundo uma certa norma,
também o é segundo outra norma qualquer. Os dois lemas que se seguem
tém como objectivo a verificacao deste facto.

Lema 2.1.18. Seja E um espaco de dimensao finita, munido com a norma
do mdzimo, e seja B§°(1) uma bola segundo esta norma. Entdo , qualquer
que seja a norma N (z) considerada, existe um nimero r > 0, tal que

N(z) <r, Vz € By°(1). (2.1.42)
Demonstracdo . Seja eV),...,e™ uma base em E. Entdo z pode ser
representado na forma
r= z; e, (2.1.43)
i=1

Utilizando as propriedades das normas, podemos escrever
Ll N (e 1N N (e
N(w) < Dol M) < i o 3Vl (2.1.44)

Uma vez que € B§°(1), sabemos que maxi<;<, |z;| < 1, pelo que a de-
sigualdade 2.1.42 se verifica com r = Y, N(e®), ficando assim o lema
2.1.18 demonstrado.O

Sendo dada uma norma no espaco vectorial F,é possivel definir também
o conceito de continuidade para as fungoes com dominio em E.

Definicao 2.1.19. Seja f uma funcao de £ em R e seja X um subcon-
junto de E, onde F é um espago normado com a norma N. Entao f diz-se
continua em X se e sé se for satisfeita a condicao :

Ve> 036 >0: N(z1—x2) <= |f(x1)— fx2)| <€, Vry,29 € X. (2.1.45)
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Lema 2.1.20. Seja N(z) uma norma no espago vectorial E. Entao N(x)
é uma funcdo continua de E em R .

Demonstragao . Para verificar que a condicao 2.1.45 é satisfeita pela
fungdo N(x) em todo o espago E, consideremos dois elementos arbitrérios
de E, x1 e xo, tais que N(z; — 23) < e. Entdo , da desigualdade triangular
resulta (ver problema 1 de §2.1.4):

IN(z1) — N(x2)| < N(z1 — x2) < €. (2.1.46)

Por conseguinte, a condicao 2.1.45 verifica-se em todo o espaco E , com
0 = ¢, ficando assim demonstrado o lema 2.1.20.0

Podemos agora demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.1.21. Sejam N e M duas normas num espago E de dimensao
finita. Entao existem constantes positivas C7, Cy , tais que

Demonstragao . Basta considerar o caso em que N é uma norma
arbitraria e M é a norma do maximo. Consideremos em F uma esfera S de
raio 1 (segundo a norma do méximo) :

S={zeFE:|]e=1}

Uma vez que S é a fronteira de uma bola de raio 1 pela norma do méaximo,
de acordo com o lema 2.1.18, S é limitado segundo qualquer norma N. Por
outro lado, S é um conjunto fechado. Logo, uma vez que F é um espago de
dimensao finita, S € um compacto. De acordo com o lema 2.1.20, a norma /N
define uma funcgao continua em E. Logo, segundo o teorema de Weierstrass,
N tem um maximo e um minimo em S, pelo que podemos escrever

Além disso, podemos afirmar que C; > 0, uma vez que S nao contém o
elemento nulo de E. Notemos ainda que, se y for um elemento arbitrario de
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E, existe um elemento x € S e um nimero positivo a , tais que y = ax e
ly||oc = . Entao , da desigualdade 2.1.48 resulta que

Cillyllee < N(y) < CallyllecVy € E. (2.1.49)

Fica assim demonstrado o teorema 2.1.21. O
Diz-se que duas normas N e M num espago F sao equivalentes se exis-
tirem constantes positivas C; e Cs, tais que

CiM(z) < N(z) < CoM(x), Vz € E.

Assim, o teorema 2.1.21 significa que todas as normas num espago de di-
mensao finita sao equivalentes.

Exemplo 2.1.22. Determinemos as constantes C; e Cy da desigual-
dade 2.1.47 no caso em que se compara a norma euclidiana com a norma do
maximo em R"™. Temos, por definicao ,

n
l2lla = | > l2il*
i=1

Seja x € S, onde S é uma esfera de raio 1 segundo a norma do méaximo.
Neste caso, verifica-se facilmente que

max [zl = [|(L,1,..., D[z = V/n.
z€S

Por conseguinte, a segunda parte da desigualdade 2.1.47 verifica-se com Cy =
/n. Por outro lado, também é evidente que
min [|zfl; = [[(1,0,...,0)]]z = 1.
Por conseguinte, a primeira parte da desigualdade 2.1.47 também é satisfeita,
com C = 1.0
Finalmente, vamos introduzir o conceito de convergéncia em espagos nor-
mados, extremamente importante para a Andlise Numérica.

Definicao 2.1.23. Seja {x(”)}oo , uma sucessao de elementos de um

n=
espaco normado E. Diz-se que esta sucessao converge para um certo elemento
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. . N, .
r de E , segundo a norma N (simbolicamente, escreve-se z(™ = ) se e s6
se

lim ||z — x|y = 0.

n—00

Do teorema 2.1.21 resulta que, se uma dada sucessao {3:(")}:11 conver-
gir para um certo x em E (espago de dimensdo finita) segundo uma certa
norma N, entao ela converge também para x segundo qualquer outra norma
M. Na realidade, de acordo com a definicao 2.1.23, se z(™ R , entao
||x(”) — z||y — 0. Mas, pelo teorema 2.1.21, qualquer que seja a norma M,
existe uma constante Cy, tal que M(y) < Cy N(y), Yy € E. Logo, podemos
afirmar que

Tim [|o® — zlla < Gy lim [ — af|y =0,
o que significa que a sucessao considerada também converge para x se-
gundo a norma M. Esta observagao permite-nos, enquanto estivermos a
tratar de espagos de dimensao finita, falar de convergéncia sem nos referir-
mos a nenhuma norma em especial. Por isso, diremos simplesmente que a
sUcessao {x(") }:—1 converge (ou tende) para x e escreveremos simbolicamente

™ — x.
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2.1.3 Normas Matriciais

Na andlise de métodos numéricos que vamos efectuar a seguir, teremos de in-
troduzir normas em espacos de matrizes. Sabemos que as matrizes quadradas
de ordem n formam um espaco vectorial de dimensdo n?, topologicamente
equivalente, portanto, ao espaco T ou R”2, conforme se trate de matrizes
de entradas reais ou complexas.

Se encararmos o problema deste ponto de vista, qualquer das normas que
introduzimos em espacos vectoriais também serve como norma matricial. No
entanto, nem todas as normas possiveis tém interesse pratico. Vamos, por-
tanto, comegar por definir algumas condi¢oes suplementares que as normas
matriciais devem satisfazer para nos permitirem alcancar os nossos objec-
tivos. Visto que nos espagos de matrizes estd definido o produto, operacao
que nao existe em todos os espacos vectoriais, é importante que a norma
matricial esteja, num certo sentido, de acordo com essa operagao .

Definicao 2.1.24. Seja M uma norma no espaco das matrizes quadradas
de ordem n (que representaremos, daqui em diante, por L"). A norma M
diz-se regular se e sose for satisfeita a condicao

|ABlar < [l Allss 1 Bllar, VA, B € L. (2.1.50)

As matrizes quadradas sao geralmente utilizadas para representar aplica-
¢oes lineares do espago R™ ou@™ em si préprio. Por isso, é natural exigir
que exista uma certa relacao entre a norma matricial e a norma no espago
vectorial onde é definida a aplicacao .

Definicao 2.1.25. Seja M uma norma no espago L™ e V' uma norma no
espago vectorial E™ (que pode ser R™ ou @™, conforme se trate de matrizes
de entradas reais ou complexas). Diz-se que a norma M é compativel com a
norma V se e s6 se for verdadeira a relacao

IAz|lv < |Allx ||zllv, VA € L, Yz € E™. (2.1.51)

Todas as normas matriciais que vamos utilizar sao regulares e compativeis
com as normas vectoriais conhecidas. Isto torna mais facil obter estimativas
de erro e resultados relativos a convergeéncia.
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Exemplo 2.1.26. Consideremos no espaco L™ a norma F', definida do
seguinte modo:

" 1/2
FA) = |3 |a,-j|2] (2.1.52)

i,j=1

Esta norma é conhecida como a norma de Frobenius.

Da sua defini¢ao resulta que a norma de Frobenius é andloga a norma
euclidiana, definida para os espagos vectoriais e, por conseguinte, satisfaz
todas as condicoes da definicao 2.1.12. Além disso, pode-se demonstrar que
esta norma é regular. Sabendo que ||z|ls < ||z||1, para qualquer vector z,e
utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

- n n 1/2
F(AB) = [ > 1> aw bkj|2] <

ij=1 k=1

[ n n n 1/2
> lawl? \bkj|2] =
1

<
i =1 k=1 k=
o 2 o 1/2
= \aikV] lZ \bkj|2] =
i k=1 kj=1
— F(A)F(B) (2.1.53)

Podemos ainda provar que a norma de Frobenius é compativel com a norma
euclidiana para vectores. Para isso, consideremos um vector x € E™ e uma
matriz A € L™ . Entao , usando de novo a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
temos

01 1/2
Azl = DD aiyz; <
i=1 |j=1
. Ve 1/2
< Z Z|a23|2] [Z |‘TJ|2] =
i=1 | j=1 j=1
= F(4) |zl (2.1.54)

tal como pretendiamos demonstrar.
Uma forma natural de introduzir num espaco de matrizes uma norma que
satisfaz todas as condicoes impostas consiste em induzir neste espaco uma
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norma matricial, associada & norma vectorial considerada. Vamos explicar a
seguir o significado exacto desta expressao .

Definicao 2.1.27. Diz-se que uma norma matricial M em L" estd asso-
ctada a uma certa norma vectorial V em E™ se e s se ela for definida pela
igualdade

A
”A“M: sup || x“V
zeBna0 |||y

Também se diz, neste caso, que a norma M é a norma induzida em L™ pela
norma vectorial V.

Vamos provar que a igualdade 2.1.55 define, de facto, uma norma matri-
cial, reqular e compativel com a norma V .

Para comecar, mostremos que o segundo membro de 2.1.55 é uma grandeza
finita. Em primeiro lugar, note-se que a igualdade 2.1.55 pode ser escrita na
forma

(2.1.55)

|All = sup [|Az|ly, (2.1.56)
z€BM (1)
onde Bj(1) representa uma bola de raio unitdrio com centro na origem.
Assim, sendo B} (1) um conjunto compacto, e uma vez que ||[A x|y é uma
funcao continua em S, pelo teorema de Weierstrass ela tem um maximo
(finito) nesse conjunto.
Verifica-se facilmente que o segundo membro de 2.1.55 satisfaz as condicoes
1,2 e 3 da definicdo de norma. Além disso, da definicdo 2.1.27 resulta ime-
diatamente que uma norma matricial associada a uma certa norma vectorial
¢ compativel com essa norma. Com efeito, da igualdade 2.1.55 obtém-se

[Azllv < [Allw [l]lv (2.1.57)

Por ltimo, verifiquemos que uma norma associada é sempre regular. Sejam
A e B duas matrizes de L™ e x, um vector de E". Entao , de acordo com a
desigualdade 2.1.57

I(AB)zlly = [ABa)llv < [[Allm 1Bzlly < |4l [[Bliw [l]v-

(2.1.58)
Dividindo ambos os membros de 2.1.58 por ||z||y, obtém-se
AB)x
W2 <l 1B, o 20 (2159
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de onde resulta que ||A By < ||Al|a ||B||s- Uma nova definicao de norma
associada, equivalente a 2.1.55, pode ser dada pela igualdade

| Allar = supzesn,|jz)y <1||A z]|v- (2.1.60)

Vamos agora introduzir as normas matriciais que se utilizam mais frequente-
mente, induzindo-as a partir das normas vectoriais, estudadas no paragrafo
anterior. Como acabamos de demonstrar, qualquer norma induzida desse
modo é, por construgao , regular e compativel com a norma vectorial a que
esta associada.

1. consideremos a norma vectorial definida por

lzlh = D Jajl. (2.1.61)
i=1
Tentemos determinar a forma da norma matricial associada a 2.1.61.
Temos
n n
|Az|, = Z Z G Tj| <
1=1|j=1
n n
< 30 (lagl =) =
=1 j=1
n n
= > <|-Tj| Z\azﬂ) <
j=1 i=1
n
< izl max ) ayl- (2.1.62)
j_l,...,ni:1
Representemos por c a grandeza
¢ = max Z |aij|- (2.1.63)

]_::

Queremos provar que a grandeza ¢ é a norma matricial associada a
norma vectorial 2.1.61, ou seja, que

c= sup (2.1.64)

zEE™ 240 ||$||1 .
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Mas, de 2.1.62 obtém-se

< ¢ Vze E" (2.1.65)

Para mostrar que a igualdade 2.1.64 é verdadeira, resta provar que
existe, pelo menos, um vector x € E™, para o qual a inequacao 2.1.62
se converte em igualdade. Seja k£ o indice da coluna para a qual é
atingido o maximo no segundo membro da igualdade 2.1.63. Entao ,
se na desigualdade 2.1.62 substituirmos z = e® = (0,...,1,0,...,0),
obtém-se

Azl

e

1=1

Fica assim demonstrado que a grandeza c, definida pela igualdade 2.1.64,
¢ uma norma matricial em L", associada a norma vectorial 2.1.61.
Atendendo a férmula de calculo desta norma, ela é conhecida como
norma por coluna e identificada através do indice 1. Assim, podemos
escrever:

A
||A||1 — sup || 33”1

c€E™ x#£0 ||l‘||1 .

(2.1.67)

. Consideremos agora no espaco vectorial E™ a norma do méximo:

|z]| 0o = max ;. (2.1.68)

Para qualquer matriz A € L™ temos

n
De 2.1.69 obtém-se
n
14zl < max o) g,a;;j:zlwam. (2.1.70)
Representemos por ¢ a grandeza
n
c= fg%};ﬂi_J&M (2.1.71)
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Entao a desigualdade 2.1.70 adquire a forma
lAz||lw < c||||oo, V& € E™, VA € L". (2.1.72)

Verifiquemos agora que, para um certo vector x € E", a inequagao
2.1.72 se converte em igualdade. Seja k o indice da linha para a qual
é atingido o maximo no segundo membro de 2.1.71. Consideremos um
vector com a seguinte forma

x = (sign(ak1), sign(aka), - . ., sign(ag,))- (2.1.73)

Introduzindo o vector b = A x e entrando em conta com 2.1.71 e 2.1.73,
obtém-se

n
|Az||w = Inax |b;| = by = JZ::1 laki| = ¢, (2.1.74)

tal como pretendiamos demonstrar. Fica assim demonstrado que a
igualdade 2.1.71 define a norma matricial, associada a norma do maximo.
Esta norma é geralmente conhecida como a norma por linha e assinal-
ada com o indice co. Assim, podemos escrever

1Al = max 3 la. (2.1.75)

SNz

. Vamos agora definir a norma matricial, associada & norma euclidiana.
Para isso, comecaremos por definir raio espectral.

Definicao 2.1.28. Seja A € L™ e sejam A1, Ag,..., A\, os valores
préprios de A. Chama-se raio espectral de A e representa-se por r,(A)
o seguinte valor:

ro(A) = max || (2.1.76)

1<i<n

Proposicao 2.1.29. A norma matricial, associada a norma euclidiana
de vectores, tem a forma

IAlls = y/ro(A*A). (2.1.77)
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Demonstragdo . Usaremos a notagdo (u,v) para representar o pro-
duto interno de dois vectores u, v € E™. Note-se que, qualquer que seja
a matriz A € L" |, a matriz B = A*A é hermitiana e, de acordo com o
teorema 2.1.8, tem n valores proprios reais. Pode-se mostrar também
que todos estes valores sdo ndo negativos (ver problema 9 de §2.1.4).
Numerando-os por ordem decrescente, podemos escrever

AM> X >...> )\, >0. (2.1.78)

Além disso, também segundo o teorema 2.1.8, a matriz B = A*A tem
n vectores préprios independentes u™ u® ... u( que podem ser
escolhidos de modo a formar uma base ortonormal em E". Suponhamos
que estes vectores estdo numerados de tal modo que 4 é um vector
préprio associado a A;,2 = 1,...,n. Podemos, pois, decompor um
vector arbitrario x na seguinte forma:

r=3 aju (2.1.79)
j=1
e, utilizando esta decomposi¢dao , podemos escrever
AAz =Y o A" AuD = 3 o\ u. (2.1.80)
Jj=1 j=

Por outro lado, com base na representacao da norma euclidiana através
do produto interno, temos

|Az|? = (Az, Az) = (z, A*Ax). (2.1.81)

Utilizando a decomposi¢ao 2.1.80 no segundo membro de 2.1.81 e com
base na ortonormalidade dos vectores préprios de A* A, podemos escr-
ever:

|Az|z = Z Zozz)\u =

= A\ |jz]3 (2.1.82)
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Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros da igualdade 2.1.82,
e notando que A\; = 7,(A*A),temos

|Az|l2 < \/re(A*A) ||z]||2, Vz € E™. (2.1.83)

Para acabarmos de provar a igualdade 2.1.77, basta indicar um vector
x, para o qual a inequacao 2.1.83 se converta numa igualdade. Seja
z = uM. Entao , por construcdo, Az = A z. Logo

[Az]l; = Mz, z) = Mlzll; = ro(A"A)]2]3. (2.1.84)

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros de 2.1.84 obtém-se
a igualdade pretendida. Fica assim demonstrada a proposicao 2.1.29.
0.

Para terminar este pardgrafo, vamos estabelecer relagoes entre as normas
e o raio espectral das matrizes.

Teorema 2.1.30. Seja A € L". Entao , qualquer que seja a norma
matricial M, associada a uma certa norma vectorial em E™, verifica-se

ro(A) < [[Allar- (2.1.85)

Demonstragao . Seja x um vector préprio de A, associado ao valor préprio
A, tal que |A| = r,(A). Entao

[Azlly = [[Azlly = [A[ll=]lv. (2.1.86)

Entao podemos afirmar que

A
”A”M — sup || w“V

> |Al (2.1.87)
c€E™ x#£0 ||x||V

de onde resulta a afirmacao do teorema. O

Teorema 2.1.31 . Para qualquer ¢ > 0 e qualquer matriz A € L", existe
uma certa norma N (e€), associada a uma norma vectorial em E™, tal que

Al < 71o(A) +e (2.1.88)

33



Demonstracgao . De acordo com o teorema 2.1.11, para qualquer matriz A
existe uma matriz nao singular P, tal que P"* AP = J, onde J é a forma
canoénica de Jordan de A . Seja D uma matriz diagonal com a forma

D = diag(1,¢,€%,...,e" ). (2.1.89)
Logo, existe uma matriz J , semelhante a J e a A, do seguinte modo:
J=D'JD=QAQ, (2.1.90)

onde Q = P D. Entao verifica-se que todas as entradas da matriz J sio
iguais as da matriz J , a excep¢ao das entradas iguais a 1, situadas na supra-
diagonal de J, que passam a ser iguais a €, na supra-diagonal de J. Por
outras palavras, J tem a forma

)\1 j12 0 0

R 0 /\2 j23 0

J=1| ... .. . ], (2.1.91)
0 cee e )\n—l jn—l,n
0 ... ... ... An

onde )\; representa um valor préprio de A e j;_1; = 0 ou ji_1; = €, 1 =
1,...,n. Por conseguinte,

1Mo < 74(A) +e. (2.1.92)
Vamos agora definir uma norma vectorial V(e) do seguinte modo:
zllve = 1Q7" 2lleo, Y2 € E™ (2.1.93)

Seja N (€) a norma matricial, associada a V' (€). Usando as igualdades 2.1.93
e 2.1.90, obtém-se

Allye = Axllye =
Ml = e, Il

= A:L‘ 0o =
o ax_ Q7 Agl

Mhﬁwl Qull =
5 1yl = 110 <

lly IIoo—

ro(A) + €. (2.1.94)

IA
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Fica assim demonstrado o teorema 2.1.31. O.

Dos teoremas 2.1.30 e 2.1.31 resulta que o raio espectral de uma matriz é
o infimo de todas as suas normas (associadas a normas vectoriais). No caso
das matrizes hermitianas, temos r,(A) = ||Al|2 (ver problema 7 de §2.1.4),
0 que significa que, para esta matrizes, a norma euclidiana é a minima de
todas as normas associadas. No caso geral, pode nao existir nenhuma norma
matricial (induzida) que coincida com o raio espectral da matriz, como se
verifica no exemplo seguinte.

Exemplo 2.1.32. Consideremos a matriz

A:<8 3)

Verifica-se imediatamente que r,(A) = 0. No entanto, nenhuma norma de
A pode ter este valor, ja que A nao é uma matriz nula. Podemos, porém,
para qualquer valor de ¢, definir a norma N(¢) de que fala o teorema 2.1.31.
Para isso, basta considerar ||B||y() = €||B||1, VB € L". Nesse caso, teremos
| Al n(e) = €, 0 que estd de acordo com o teorema.

Exemplo 2.1.33. Consideremos a matriz

- (53)

A sua equagdo caracteristica é (1 — A) (2 —X) = 0, de onde os seus valores
préprios sdo A\; = 1, Ay = 2. Logo, 7,(A) = 2. Comparemos este valor com o
de algumas normas de A:

[Alle = maz(4,2) = 4;
Al = maz(5,1) = 5;
|All, = ro(4*4) = V3V5 + 7 ~ 3.7.
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2.1.4 Problemas

1. Seja N uma norma num espaco linear £™. Mostre que
|z = yllv = lllzlly = [lyllvl, Vo, y € E™

2. Prove que a funcao

N(z) = (2 o "

definida no espago linear E™, é uma norma (a norma euclidiana).

Sugestao : Utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz para demonstrar
a desigualdade triangular.

3. Seja M uma norma matricial, associada a uma certa norma vectorial

V.

(a) Prove que ||I||ps = 1, onde I é a matriz identidade.

(b) Mostre que, se A é invertivel, entdo

1

1A v > 5
M7 1Al

4. Demonstre que a norma de Frobenius nao estd associada a nenhuma
norma vectorial.

5. Demonstre as seguintes relacoes entre normas:

[elleo < llzlly < nlzfloo

6. Seja A uma matriz quadrada de ordem n . Supondo que sao conhecidos
os valores préprios de A, determine

(a) os valores préprios de A™! (admitindo que A é invertivel).
(b) os valores préprios de A™, m=1,2,....

(c) os valores préprios de A + ¢, onde ¢ é uma constante. .
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7. Para qualquer matriz quadrada, prove que

(a) ||A]lz = rs(A), se A for hermitiana.
(b) ||AU]|2 = ||U All2 = ||A]||, se U for unitaria.

8. Seja A uma matriz quadrada de ordem n e representemos por F' a
norma de Frobenius.

(a) Mostre que F(AU) = F(UA) = F(A), qualquer que seja a ma-
triz unitdria U.

(b) Se A for hermitiana, prove que

PlA) = |2,

onde \; sdao os valores proprios de A.

(c) Ainda no caso de A ser hermitiana, demonstre a seguinte relacdo

entre normas: 1
—F(A) < [|All, € F(A
\/ﬁ ( )— ” ”2 = ( )

9. Seja A uma matriz quadrada de ordem n e seja B = A* A.

(a) Prove que B é hermitiana.

(b) Mostre que todos os valores préprios de B sao nao negativos.
10. Seja 2 uma matriz quadrada ndo singular de ordem n.

(a) Mostre que a fungio V(z) = ||Q 'z[| define uma norma no
espaco vectorial E™.

(b) Verifique que a norma matricial M, associada & norma V' da alinea
anterior, tem a seguinte expressao :

Al = Q7" AQllx
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2.2 Condicionamento de Sistemas Lineares

Como vimos no capitulo 1, um dos aspectos mais importantes a ter em con-
sideracao quando se quando se analisam métodos numéricos para a solugao
de um determinado problema é a sensibilidade desses métodos em relacao a
pequenos erros nos dados. Se for dado um certo sistema linear

Ax =1b

os dados sao o segundo membro do sistema ( b € R™) e a matriz (A € L"),
que se supoe nao singular. Vamos, portanto, analisar até que ponto um
pequeno erro, em termos relativos, do vector b ou da matriz A, pode afectar
a solucio do sistema. Para isso, representemos por A uma perturbacio da
matriz A:

A=A+ 64, (2.2.1)

onde 0 A representa uma matriz de norma pequena (em comparagao com a
de A). Analogamente, representemos por b uma perturbacao do segundo
membro do sistema:

b=0b+ db. (2.2.2)

Se substituirmos A por A e b por b no sistema inicial, obteremos um novo sis-
tema, cuja solucao representaremos por . Usando uma notacao semelhante
a de 2.2.1 e 2.2.2, podemos escrever

T =z + oz, (2.2.3)

onde dx representa o erro da solucao aproximada Z. O nosso objectivo é
escolhendo uma certa norma vectorial e a norma matricial associada, estimar
o erro relativo de Z em funcdo dos erros relativos de A e b. Por outras

5A &b
palavras, queremos exprimir o quociente |I| |||| em funcao de |I|A|;| e de |I‘|bII|'

Definicao 2.2.1. Um sistema linear diz-se bem condicionado se e s se
a pequenos erros relativos do segundo membro e da matriz correspondem
pequenos erros relativos da solucao .

Para analisarmos o problema do condicionamento, comecemos por con-
siderar o caso mais simples em que A = 0. Nesse caso, temos

Az + 0x) = b + 0b. (2.2.4)
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De 2.2.4 obtém-se
bz = A~ 6b. (2.2.5)

Por conseguinte, qualquer que seja a norma vectorial escolhida, é vélida a
seguinte estimativa para o erro absoluto de z:

1zl < [[A7H]] [|db]]. (2.2.6)
Por outro lado, da igualdade Az = b obtém-se
1ol < [ Al ] (2.2.7)

logo
1 _ [IA]
B U (2.2.8)
lll = [loll

Multiplicando cada um dos membros de 2.2.6 pelo membro correspondente

de 2.2.8, obtém-se
[[6z]]

]l

[168]]
6]
Obtivemos assim a estimativa que procurdvamos para o erro relativo da

solucdo, em funcao do erro relativo do segundo membro. A desigualdade
2.2.9 leva-nos a definicdo de niimero de condicdo de uma matriz.

< A (2.2.9)

Definigao 2.2.2. Seja A uma matriz invertivel. Chama-se ndmero de
condi¢do de A o seguinte valor

cond(A) = ||A]l]|A7Y. (2.2.10)

O numero de condi¢do de uma matriz depende da norma considerada.
Para se especificar a norma, usa-se geralmente o indice p (igual ao da norma
considerada) e escreve-se

condy(A) = [|A]l, [|A™]],. (2.2.11)

Como resulta da desigualdade 2.2.9, o nimero de condi¢ao da matriz A
da-nos a relacao entre o erro relativo da solucao de um sistema linear e o
erro relativo do seu segundo membro. Assim, se o nimero de condi¢ao de A
for alto, dairesulta que pequenos erros relativos do segundo membro podem
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provocar erros muito significativos na solucao , o que significa, por definicao,
que o sistema é mal condicionado.

Note-se, entretanto, que o numero de condi¢do de uma matriz é sempre
maior ou igual a 1, desde que consideremos normas matriciais induzidas (ver
problema 3-b) de §2.1.4). Por conseguinte, um sistema bem condicionado é
aquele que tem o nimero de condi¢ao nao muito maior que 1.

Também se usa a definicao do nimero de condicao através do raio espec-
tral, sendo nesse caso dado pela expressao

cond,(A) = ry(A)r (A7), (2.2.12)
De acordo com o teorema 2.1.30, podemos escrever
cond,(A) < cond,(A), (2.2.13)

qualquer que seja a norma matricial p considerada (p > 1). Daqui resulta que,
se o nimero de condi¢ao cond,(A) for alto, todos os nimeros de condigao
da matriz sao altos, pelo que o sistema émal condicionado. No entanto,
pode acontecer que o sistema seja mal condicionado, mesmo que o nimero
de condigao cond,(A) seja pequeno (ver problema 1 desta seccao).

Atendendo a que os valores préprios de A~! sdao os inversos dos valores
préprios de A (ver problema 6-b) de §2.1.4), o niimero de condi¢ao cond.(A)
pode escrever-se sob a forma

mMaxy,cq(a) |Ail

miny, cq(a) [Ail

cond,(A) = (2.2.14)

No caso de a matriz A ser hermitiana, entdao , como sabemos do problema
7-a) de §2.1.4, a sua norma euclidiana coincide com o raio espectral, pelo que
podemos escrever:

condy(A) = cond,(A). (2.2.15)

Consideremos agora o caso mais geral em que o sistema linear pode es-
tar afectado de erros, nao s6 no segundo membro, mas também na prépria
matriz. Sobre este caso, é conhecido o seguinte teorema.

Teorema 2.2.3. Consideremos o sistema linear Az = b, onde A é uma
matriz invertivel. Sejam dA e b definidos pelas igualdades 2.2.1 e 2.2.2,
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respectivamente, e suponhamos que

1
0A|l < . 2.2.16
1541 < (2:2.16)
Entao verifica-se a seguinte desigualdade:
16| cond(A) {IIMII ||5b||}
< . 2.2.17
ol = T = cond(a) 20 \ 14T+ Tl —

1Al

Observacao . Note-se que a desigualdade 2.2.9, obtida anteriormente, é
um caso particular de 2.2.17, que se obtém fazendo dA = 0. A demonstracao
do teorema 2.2.3 encontra-se, por exemplo, em [1].0

A desigualdade 2.2.17 confirma a nossa conclusao de que os sistemas line-
ares com numeros de condi¢ao altos sao mal condicionados. O exemplo que
se segue mostra como os problemas de mau condicionamento podem surgir
mesmo em sistemas de pequenas dimensoes , com matrizes aparentemente
”bem comportadas”.

Exemplo 2.2.4 Consideremos o sistema linear Az = b, onde

10 7 8 7 32
75 6 5 23

A s 610 ol =3l (2.2.18)
7 5 9 10 31

Verifica-se imediatamente, por substituicao , que a solucao deste sistema é
r = (1,1,1,1)T. Sabe-se que a matriz A é ndo singular. Além disso, ela é,
evidentemente, hermitiana e a sua norma, por linhas ou por colunas, é

1Al = [|Ally = max(32,23,33,31) = 33.
Entretanto, se substituirmos o vector b por um vector l;, tal que

b = (32.1,22.9,33.1,30.9)7,
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a solucao do sistema passa a ser
T = (9.2,-12.6,4.5,-1.1)7,

o que é totalmente diferente da solucao do sistema inicial. Por outras
palavras, uma perturbagao do segundo membro, tal que

[0b]los 0.1
= —~0,3%
10lls 33

leva-nos a uma nova solucao , cuja norma ¢é cerca de 13 vezes maior que a
da solugao original.

Observemos ainda o que acontece se a matriz A sofrer uma ligeira per-
turbacao das suas componentes, sendo substituida por

10 7 81 7.2
~ 7.08 504 6 )
4= 8 598 989 9 ’ (2.2.19)

6.99 5 9 9.98

mantendo-se o segundo membro inalterado. Neste caso, a solugao do sistema

passa a ser
T = (—81,137,-34,22)".

Neste caso, a diferenca em relacao a solucao iniciail é ainda mais acentuada.
Entretanto, a norma da perturbacao é relativamente pequena:

I6A]|s = maz(0.3,0.12,0.13,0.04) = 0.3,

de onde resulta
10 A s 03

~y
— ~ 0 9%-
Al 33 7
Vejamos como interpretar estes factos, com base na teria do condiciona-
mento que expusemos nesta seccao . Para isso, precisamos de conhecer a

inversa de A :

25 —41 10 -6
—41 68 —17 10
10 -17 5 =3
-6 10 -3 2

Al = (2.2.20)
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Podemos imediatamente constatar que
|A™ | = max(82,136,35,21) = 136.

Assim, o niimero de condi¢ao de A, segundo a norma oo (que coincide com
a norma 1 neste caso), tem o valor

conds(A) = condy(A) = 33 x 136 = 4488.

Conhecendo o valor do niimero de condigao , janao nos surpreende o facto de
as pequenas perturbacdes que introduzimos no segundo membro e na matriz
terem alterado completamente a solucdo . Com efeito, a estimativa 2.2.9,
aplicada a este caso, diz-nos que

—— < 4488 x 0,3% = 1346%,

o que explica inteiramente os resultados obtidos, no que diz respeito a per-
turbac¢ao do segundo membro do sistema. No caso das alteragoes produzidas
na matriz A, nao se pode aplicar a estimativa 2.2.17, uma vez que, para a
perturbacgao considerada, nao se verifica a condicao

1
16A]l0 < 77—
(R | %

No entanto, dado o alto valor do nimero de condicao , seria de esperar, de
qualquer modo, que a solugao do sistema ficasse muito alterada, tal como se
verificou.
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Problemas

1. Seja A uma matriz quadrada, de dimensao n, com a forma

1 -1 ... ... =1
o 1 -1 ... -1

o O
o -
O =
—
—_

(a) Calcule A~
(b) Determine os nimeros de condi¢do cond;(A) e cond.,(A).
(c) Sejam by e by dois vectores de R™ tais que

5b = 1oL — baflc
16110

Sejam z; e xo, respectivamente, as solucoes dos sitemas Az = by
e Ar = by. Determine um majorante de

< 107°.

5o = 121 — 22|00
11 {loo

no caso de n = 20. Comente.

2. Seja A a matriz real

1 0 1
A=|1 -1 0|,
a 0 3

onde a € R. Suponhamos que, ao resolver o sistema Az = b, com um
certo valor de a, se obteve a solugdo Z = (1,1, 1). Supondo que o valor
de a esta afectado de um certo erro, de valor absoluto nao superior a €,
determine um majorante de |[[Az|., onde Az é a diferenga entre a
solucao obtida e a que se obteria se fosse conhecido o valor exacto de
a.
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2.3 Meétodos Directos

Para resolver um sistema linear, podemos optar por dois caminhos diferentes:

1. ou procuramos a solucao por um método de aproximacoes sucessivas,
utilizando um método iterativo;

2. ou optamos por reduzir o sistema a uma forma mais simples, de modo
a obter a solucao exacta através de simples substituicoes . Nesse caso,
dizemos que estamos a aplicar um método directo.

Neste paragrafo, falaremos de métodos directos. Quando se utiliza um método
directo, sabe-se que o erro do método é nulo, visto que o método conduz
teoricamente a solucdo exacta do problema. Isto, porém nao quer dizer que a
solugao que se obtém, de facto, seja exacta, visto que, como sabemos, quando
se efectuam calculos numéricos sao inevitaveis os erros de arredondamento.

2.3.1 Método da Eliminacao de Gauss

Um dos métodos mais simples e mais conhecidos para a solucdo de sistemas
lineares é o método da eliminacdao de Gauss. A ideia basica deste método
consiste em reduzir o sistema dado, Az = b, a um sistema equivalente,
Uz = U, onde U é uma matriz triangular superior. Este tltimo sistema
pode ser resolvido imediatamente, por substituicao , comecando pela ultima
equacao . Assim, podemos dizer que a resolucao de um sistema pelo método
de Gauss se divide em trés etapas:

1. Reducao da matriz A a forma triangular superior;
2. Transformagdo do segundo membro do sistema;
3. Resolugao do sistema com a matriz triangular superior.

Vejamos com mais pormenor em que consiste cada uma destas etapas e ava-
liemos, em termo de nimero de operacoes aritméticas, o volume dos célculos
correspondentes.
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1.Redugao da matriz A a forma triangular superior. Suponhamos
que a matriz dada tem a forma

a11 G122 ... Qin
21 Q22 ... Q9

A= m . (2.3.1)
Up1 Gp2 ... Gpp

Admitindo que a;; # 0, esta matriz pode ser transformada, somando a cada
linha (a comegar pela 22), um multiplo da 1%2. Assim, obtém-se uma nova
matriz A®, com a forma:

a1 0(12) a(hﬁ
1 1

P (2.3.2)
0 aSZ) cooalh).

As componentes de A obtém-se através da férmula:

az(]l') = aj; — M4 Gy, (2.3.3)

onde o
my = Zit (2.3.4)

aiil

Continuando este processo, podemos a seguir transformar a matriz A numa
nova matriz A, que serd triangular superior, atéa 22 coluna. Generalizan-
do, vamos efectuar uma sucessao de transformagoes , em que cada transfor-
mada A% tem a forma

aji; aig ... Q1p
0 a%) agz)
A(k) — DI DI - e . - -7- - e . - -7- . 2‘3‘5
0 ... 0 a,(clz Do ag; b ( )
. 0 ... O ag? e al®

As componentes de A®) obtém-se a partir das de A®~Y através da férmula:

ag-c) = agf_l) — mika,(!;-_l), i=k+1,...,n j=k+1,...,n; (2.3.6)
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onde 1
P a’z(k :

h = " (k-1)

gy

(2.3.7)

(neste caso, pressupoe-se que a,(j;l) # 0). Ao fim de n — 1 transformagoes
obtém-se

aj; aipg ... A1p
1 1
0 ag; agn)
A(n_l) — .« .« P .k.i.l P .k.i.l ) (2.3'8)
0 ... 0 agk > a,(m )
0 0 el |
(k1)

No caso de algum dos coeficientes a,, ' ser igual a 0, para se poder aplicar a
eliminacao de Gauss torna-se necessario alterar a ordem das linhas. Note-se
que, se a matriz A for ndo singular, existe sempre uma permutacao das suas
linhas, depois da qual ela pode ser reduzida a forma 2.3.8, com todos os
elementos da diagonal principal diferentes de 0.

2. Transformacao do segundo membro. O segundo membro do
sistema é sujeito a transformacoes andlogas as que se operam sobre a matriz,
de modo a garantir a equivaléncia do sistema resultante ao inicial. Assim,
a transformacao do vector b também se realiza em n — 1 passos, sendo a
primeira transformada, b(!), obtida segundo a férmula:

b(l) = bz — My bla Z = 2, 3, e, N (239)

Analogamente, a k-ésima transformada do segundo membro éobtida pela
férmula:
b = b — mup Y, i=k+1,... 0. (2.3.10)

Os coeficientes m;, sao dados pelas féormulas 2.3.4 e 2.3.7.

3. Resolucao do sistema triangular superior. Depois de reduzido o
sistema inicial a forma triangular superior, com a matriz 2.3.8, a sua solugao
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obtém-se facilmente, mediante um processo de substituicoes sucessivas:

_ b
T aly D
n—2 n—2

_ Y — i e

Tp-1 = (n—2) ’
a’nfl,nfl

(2.3.11)
I — by — E?:z a1, xi‘

a1

Vejamos agora qual o niimero de operagoes aritméticas necessarias para efec-
tuar cada uma das etapas que acabamos de descrever.

1. Redugao da matriz a forma triangular superior. O nimero
de operagoes necessarias para a transformacdo da matriz A estd relacionado
com o numero de vezes que sao aplicadas as formulas 2.3.3 e 2.3.6.

No 12 passo, a férmula 2.3.3 é aplicada (n — 1)? vezes. Isto implica que
se realizem (n — 1)? multiplicagoes e outras tantas adigoes (ou subtracgoes).
Entretanto, para calcular os quocientes da férmula 2.3.4, efectuam-se n — 1
divisoes . Todas estas operagoes continuam a efectuar-se nos passos seguintes
da transformacao , mas em menor niimero, de acordo com a quantidade de
componentes que sao alteradas em cada passo. Em geral, no k-ésimo passo
efectuam-se (n — k)? multiplicagoes e outras tantas adigoes (ou subtracgoes),
assim como n — k divisoes . Assim, o nimero total de multiplicacoes efec-
tuadas durante a transformacdo da matriz, igual ao nimero de adi¢des (ou
subtracgoes ), é

M(n) = AS(n) = :z_j(n— k= M0 1)6(2”_ b (2.3.12)

D(n) = Y (n—k) = - (2.3.13)



Assim, o nimero total de operagoes efectuadas durante a transformacao da
matriz é em termos assimptoticos, para valores altos de n,

3

TO(n) = M(n) + AS(n) + D(n) ~ 2% +0(m?). (2.3.14)

2. Transformacao do segundo membro. Quando transformamos

o vector b, aplicamos a férmula 2.3.10 as suas componentes. Esta férmula

¢ aplicada n — k vezes durante o k-ésimo passo da transformacao , o que

implica n — k multiplicagGes e outras tantas adi¢bes (ou subtracgoes ). As-

sim, o numero total de multiplicacoes efectuadas durante a transformacao do
segundo membro, igual ao nimero de adigoes (ou subtracgoes ), é

M(n) = AS(n) = S (n—k) = ”(”T_l) (2.3.15)

Por conseguinte, o nimero total de operacoes exigidas por esta etapa dos
calculos é, em termos assimptoticos,

TO(n) = M(n) + AS(n) ~ n’. (2.3.16)

3. Resolucao do sistema triangular. Para resolver o sistema triangu-
lar, efectuamos a série de substituicoes 2.3.11. Como resulta destas férmulas,
o numero total de multiplicagoes para resolver o sistema é n(n —1)/2, igual
ao numero total de adigdes (ou subtracgoes ). Quanto ao niimero de divisoes,
é igual a n.

Assim, o nimero total de operacoes efectuadas para resolver o sistema
triangular é, em termos assimptdéticos,

TO(n) = M(n) + AS(n) + D(n) ~ n’. (2.3.17)

Até agora, ao falarmos do método de Gauss, nao entramos em considera-
¢ao com com os erros cometidos durante os calculos. Em §2.2, ja& vimos que
pequenos erros nos dados iniciais do sistema podem afectar muito a solucao ,
se a matriz for mal condicionada. Além dos erros dos dados iniciais, que sao
inevitaveis, ha que ter em conta também o erro computacional, resultante dos
arredondamentos efectuados durante os calculos. Um dos inconvenientes do
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método de Gauss, assim como de outros métodos directos, de que falaremos
adiante, consiste em que esses erros tém frequentemente tendéncia para se
propagar durante os célculos, de tal modo que podem adquirir um peso muito
grande na solucao , mesmo que o sistema seja bem condicionado. No entanto,
o efeito destes erros pode ser muito atenuado, se durante os calculos for usada
uma estratégia adequada, a chamada estratégia de pivot. Vamos ver em que
consiste esta estratégia.

Ao falarmos da transformacao da matriz A, vimos que, para que ela se
pudesse efectuar, é necessario que todos os elementos da diagonal principal
da matriz triangular superior U sejam diferentes de 0. Estes elementos sao
representados por a,(clz_l e sao chamados geralmente os pivots, dada a sua
importancia para a aplicacao do método de Gauss '. Vimos também que,
no caso de um dos pivots ser nulo, se podia mesmo assim aplicar o método,
desde que se efectuasse uma troca de linhas na matriz. Se o pivot nao for
nulo, mas préximo de 0, o método continua a ser teoricamente aplicavel,
mesmo sem trocas de linhas. Sé que, ao ficarmos com um denominador muito
pequeno no segundo membro de 2.3.7, cria-se uma situagao em que os erros de
arredondamento podem propagar-se de uma forma desastrosa. A estratégia
de pivot tem por objectivo evitar que isto aconteca. Assim, em cada passo da
transformacao da matriz, verifica-se o pivot e, caso se considere conveniente,
efectua-se uma troca de linhas que substitui o pivot por outra componente
maior. A estratégia de pivot tem diversas variantes, das quais falaremos aqui
de duas: a pesquisa parcial e a pesquisa total de pivot.

Pesquisa parcial de pivot. Neste caso, em cada passo da transformagao
da matriz, é inspeccionada a coluna k da matriz A%~1) mais precisamente,
as componentes dessa coluna que se situam da diagonal principal para baixo.
Seja

_ (k1)
k= iggl%ﬁ‘aik ‘ (2.3.18)

Se 0 maximo no segundo membro de 2.3.18 for atingido para ¢ = k, isso sig-
nifica que o actual pivot é, em mddulo, a maior componente daquela coluna.
Nesse caso, continuam-se os calculos normalmente. Se o maximo for atingido
para um certo ¢ # k, entdao troca-se de lugar a linha k£ com a linha 7 e s6 de-

lem francés, pivot tem o significado de base, apoio
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pois se prosseguem os cdlculos. Evidentemente, ao fazer esssa troca, também
se efectua uma permutacao correspondente nas componentes do vector b.

Pesquisa total de pivot. De acordo com esta estratégia, mais radical,
é inspeccionada nao sé a coluna k da matriz A®* Y, mas também todas as
colunas subsequentes. Seja

¢y = Inax ‘ag-c_l)‘. (2.3.19)
k<i,j<n

Sejam 7' e j', respectivamente, os valores dos indices i e j para os quais é

atingido o méximo no segundo membro de 2.3.19. Se ¢ nao coincidir com

k, a linha i’ troca de lugar com a linha k. Se, além disso, j' ndo coincidir

com k, entdo a coluna j' também vai trocar de lugar com a coluna k (o que

corresponde a uma troca de lugar entre as incégnitas z; e xy).

Comparando as duas variantes acima mencionadas da pesquisa de pivot,
vé-se que a pesquisa total é bastante mais dispendiosa do que a parcial,
uma vez que exige um numero de comparagoes muito maior. Entretanto, a
pratica do calculo numérico tem demonstrado que, na grande maioria dos
casos reais, a pesquisa parcial conduz a resultados praticamente tao bons
como os da total. Isto explica que, hoje em dia, a pesquisa parcial seja
mais frequentemente escolhida quando se elaboram algoritmos baseados no
método de Gauss.

O exemplo que se segue mostra até que ponto os erros de arredondamento
podem influir na solucdo de um sistema linear, quando é aplicado o método
da eliminacao de Gauss. Vamos ver também como a pesquisa parcial de pivot
pode contribuir para melhorar esta situagao .

Exemplo 2.3.1. Consideremos o sistema linear Az = b, onde

106 0 1 1
A= 1 10% 2 [, b=13]. (2.3.20)
1 2 -1 2
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Se procurarmos resolvé-lo, utilizando o método da eliminacao de Gauss, che-
gamos ao sistema equivalente U x = b’,onde

1076 0 1 1
U = 0 1078 2 — 106 LY = 3 — 106
0 0 2x102-5x10-1 2% 102 —7x 105+ 2
(2.3.21)

Na realidade, a matriz U e o vector b’ que vamos obter nao sao exactamente
os da férmula 2.3.21, devido aos erros de arredondamento. Suponhamos que
os calculos sao efectuados num computador em que os nimeros sao represen-
tados no sistema decimal, com seis digitos na mantissa. Entao , em vez de
U eV, teremos a seguinte matriz e o seguinte vector:

1.00000 x 10~ 0 1.00000 1
U = 0 1.00000 x 1075 —0.999998 x 10¢ |, b = | —0.999997 x 10°
0 0 1.99999 x 10'2 1.99999 x 10'2
(2.3.22)

Assim, ao resolvermos o sistema 2.3.22 por substituicao ascendente, obtemos
sucessivamente:

g 12
= 1233333 X %812 = 1.00000;
6 6 ~
£y = —0.999997 ?010000—5 2.%%%%98 X 10° 3 —  1.00000 x 106;
7 = 1.00000 — 1.00000 x5 _ 0.

1.00000 x 107°

(2.3.23)
Substituindo os valores assim obtidos no sistema dado, verifica-se que eles
estdo longe de o satisfazer, o que indica que este resultado apresenta um
erro relativo muito grande. Este erro, no entanto, nao tem a ver com o
condicionamento do sistema, visto que o numero de condi¢do de A tem o

valor
condyo(A) = [|Alleo||A M| = 3 x 4 = 12;

logo, o sistema nao se pode considerar mal condicionado. Nestas condicgoes ,
temos razoes para pensar que o mau resultado obtido resulta da instabilidade
numérica do método, a qual, como vimos, pode ser contrariada através da
pesquisa de pivot. Vejamos entao que resultado obteriamos, se aplicassemos
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a pesquisa parcial de pivot. Neste caso, comecariamos por trocar a primeira
linha de A com a segunda, visto que as; > aq;. Depois da primeira trans-
formacdo , obterfamos a matriz A, com a seguinte forma:

1 107 2
AW =0 —1072 1-2x107° |. (2.3.24)
0 2—10°° -3

Neste caso, a pesquisa de pivot leva-nos trocar a segunda linha com a terceira,
visto que azs > ag. Depois de efectuar esta troca, realiza-se a segunda
transformacio da matriz, que nos leva ao sistema A®z = b®. Se os cilculos
forem realizados com a precisao acima referida, obtemos a seguinte matriz e
0 seguinte vector:

1.00000 1.00000 x 10~ 2.00000 3.00000
A = 0 2.00000 —3.00000 . b2 = —1.00000
0 0 9.99998 x 10™1 9.99997 x 1071
(2.3.25)
Resolvendo o sistema 2.3.25, obtém-se a seguinte solugao :
-1
o 2.9000 L% 20 — 9.99999 x 10~';
z, = 3.00000 — 2.00000 z3 — 1.00000 x 107% 2z, = 9.99999 x 101,
(2.3.26)

Esta solucao é bastante diferente da que obtivemos, quando nao foi utilizada
a pesquisa de pivot. Se substituirmos estes valores no sistema 2.3.20, vere-
mos que a nova solucao esta correcta, dentro dos limites da precisao utilizada.
Este exemplo mostra-nos como a pesquisa de pivot pode desempenhar um pa-
pel essencial na eliminacao dos problemas da instabilidade numérica quando
se resolvem sistemas lineares pelo método da eliminagao de Gauss.
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2.3.2 Meétodos de Factorizagao

Neste paragrafo, vamos tratar de métodos directos que se baseiam na facto-
rizacao da matriz do sistema linear.

Definigao 2.3.2.Chama-se factoriza¢do LU de uma matriz A a sua re-
presentacao sob a forma do produto de de duas matrizes:

A=1LU,

onde L é triangular inferior e U é triangular superior.
Se for conhecida a factorizacdo LU de uma matriz A, entdo o sistema
linear Ax = b reduz-se a dois sistemas lineares com matrizes triangulares:

Lg = b,
Uz = g,

onde g é um vector auxiliar. Além da solucao de sistemas lineares, a facto-
rizacao LU tem outras aplicagoes , como por exemplo o célculo de determi-
nantes. Com efeito, o determinante de A é igual ao produto dos determi-
nantes de L e U, os quais se calculam imediatamente, dado estas matrizes
serem triangulares:
det L = l11 l22 e lnn;
detU = U11 U22 . . - Upn-

Note-se que, para calcularmos o determinante a partir da defini¢ao , teriamos
de somar, para uma matriz de ordem n, n! parcelas, cada uma das quais é
um produto de n componentes da matriz A. Tal calculo significaria, s6 para
uma matriz de ordem 10, efectuar mais de 30 milhdes de multiplicacoes !
Compreende-se portanto que tal maneira de calcular um determinante nao
é aplicavel na pratica. Em compensacao, se utilizarmos a factorizagdo, o
mesmo determinante pode ser calculado apenas com algumas centenas de
operacoes aritméticas.

Uma vantagem dos métodos de factorizagao consiste em que, uma vez
factorizada uma matriz, se pretendermos resolver varios sistemas diferentes
com essa matriz, basta resolver os sistemas triangulares correspondentes (as
matrizes L e U s6 precisam de ser determinadas uma vez). Isto é muito

54



importante, dado que, como vamos ver, nos métodos de factorizagao a de-
terminacao das matrizes L e U é precisamente a etapa mais dispendiosa, em
termos de nimero de operacoes .

O problema da factorizacdo LU de uma matriz A € L™, ndo singular,
admite sempre multiplas solugées. Com efeito, podemos abordar o problema
como um sistema de n equagoes :

n
aij = Y lgug; i=1,...,m 5=1,...,m (2.3.27)
k=1

onde l;; e ug; sdo as incognitas e representam as componentes das matrizes
L e U, respectivamente. Uma vez que cada uma destas matrizes tem @
componentes nao nulas, o nimero total de incégnitas do sistema é n(n + 1),
superior, portanto, ao nimero de equacoes. Isto explica que o sistema seja
indeterminado, isto é, que ele admita muitas solugoes diferentes. A cada
uma dessas solucoes corresponde uma certa factorizacdo , que se caracteriza
por um conjunto de condi¢des suplementares. Vamos analisar alguns tipos

particulares de factorizacao, com maior interesse pratico.

Factorizacao de Doolittle

Este tipo de factorizacao caracteriza-se pelo conjunto de condigoes :

Vamos mostrar como, a partir destas condigoes, se podem deduzir as férmulas
para as componentes das matrizes L e U, que ficam assim completamente
determinadas.

Seja a;; uma componente da matriz A, com 7 < j. Entdo , atendendo a
forma das matrizes L e U, bem como a condicao 2.3.28, podemos escrever:

i i—1
;5 = Zl,kukj = lekukj +’U,ZJ, 7,:1,,71, j:’[,,,’fl (2329)
k=1 k=1

Da férmula 2.3.29 resulta imediatamente que
i—1
Uij = Q5 — Z lik: Ukj- (2330)
k=1
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A fim de deduzir uma férmula analoga para a matriz L, consideremos o caso
de uma componente a;;, com i > j. Neste caso, em vez da férmula 2.3.29,
temos

J Jj—1
Az = Zlikukj = Zlikukj—i—lijujj, izl,...,n;j:i,...,n. (2331)
k=1 k=1

Daqui resulta '
aij — You21 lik Uk
Ujj

Utilizando as férmulas 2.3.30 e 2.3.32, podem calcular-se todas as compo-
nentes das matrizes L e U. Para isso, basta que todas as componentes da
diagonal principal de U sejam diferentes de 0. Se, durante processo de célculo,
se obtiver alguma dessas componentes igual a 0, entao , tal como acontece
no método da eliminacdo de Gauss, deve-se proceder a alteracoes na matriz
U. Neste caso, o mais pratico é alterar a ordem das colunas de U, mantendo
a matriz L sem alteracao . Isto corresponde a trocar a ordem das colunas
de A, ou seja, a trocar a ordem das incégnitas. Neste caso, ao calcular o
determinante de A com base na factorizacao , deve-se entrar em conta com
as permutacoes efectuadas. Assim,

lij (2.3.32)

det A = (=1)"det L det U, (2.3.33)

onde Nt é o nimero de trocas de colunas efectuadas. A troca de colunas
de L também pode ser aplicada para atenuar os problemas de instabilidade
numérica que podem ocorrer durante a factorizacao . Para isso, usa-se a
mesma estratégia da pesquisa parcial de pivot que acima descrevemos, para
o método de Gauss.

E interessante notar que o método da eliminacao de Gauss é idéntico ao
método de Doolittle, podendo, neste sentido, ser considerado também um
método de factorizacdo . Para verificar isso, recordemos que no método da
eliminacao de Gauss se obtém uma matriz triangular superior U, dada pela
férmula 2.3.8. Além disso, durante o calculo da matriz U sao utilizados os
coeficientes mx, k =1,...,n; i =k +1,...,n, definidos pela férmula 2.3.7.
Se dispusermos estes coeficientes numa matriz de ordem n, preenchermos
a sua diagonal principal com 1 e as restantes posi¢oes com 0, obtemos a
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seguinte matriz triangular inferior:

1 0 0

mo1 1 e 0
L=|.. L ] (2.3.34)

My —1,n—2 1 0

Mpn—2 Mpn—1 1

Teorema 2.3.3. As matrizes L e U, dadas, respectivamente, pelas
férmulas 2.3.34 e 2.3.8,formam uma factorizacdo LU da matriz A, idéntica a
factorizacao de Doolittle.

Demonstracao . Vamos demonstrar as igualdades

(1-1)

a; =y, =100 J=14,...,m; (2.3.35)

mij =l j=1,...,n 1=j,...,n. (2.3.36)

Para isso, basta comparar as férmulas do método de Gauss com as da fac-
torizagao de Doolittle. Em primeiro lugar, sabemos que
. a1 .
aj; = wy, j=1,...,n my = —,1=2,...,n. (2.3.37)
a11

Vamos agora supor, por inducao , que a igualdade 2.3.35 se verifica para as
linhas da matriz U, com indice k = 1,...,7 — 1, e que a igualdade 2.3.36 se
verifica para todas colunas de L, com indice k = 1,...,5 — 1. Verifiquemos
que, nesse caso, as mesmas identidades se mantém validas para a i-ésima
linha de U e para a j-ésima coluna de L. De facto, de acordo com a férmula
2.3.6 do método de Gauss, temos

a; = a; 0 — mgay , (k=1,...,n-1), (2.3.38)

7] 1j

(0)

onde se subentende que a;;" = ay, 1 =1,...,n; j =1,...,n. Aplicando a
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férmula 2.3.38, sucessivamente, com k£ =1,...,7 — 1 obtém-se:

Gy = Gij — My Gy
2  _ (1) (1) _ (1.

Ay = Qi;° — My42 gy, = Qi — My Q15 — My2 Ay (2-3-39)
(i-1) _ (i—2) (i—-2) __ (k—1)

g = Gy — Myi—10;1; = Ek 1mzk: gy -

Se, de acordo com a hipdtese da indugao , substituirmos os coeficientes m; j e

agk]‘” no segundo membro de 2.3.39, por [;; e u;, obtemos a férmula 2.3.30,

1 .
de onde se conclui que a(j ) = Ugj, COM J =4, ..., M.

Considerando agora a j-ésima coluna de L, as suas componentes, de
acordo com 2.3.7, tém a forma

a(a 1)

%‘j

Do mesmo modo como deduzimos a féormula 2.3.39, podemos mostrar que
U — = a; — Z o a(k b, (2.3.41)

Se, no segundo membro da férmula 2.3.40, substituirmos o numerador de
acordo com 2.3.41, obtemos

Z Mk a(k R . .
ak(Jl ) Mo =4, n (2.3.42)
7i

mij =

Mas, de acordo com a hipétese da indugdo , podemos substituir, no segundo
membro de 2.3.42, ag;-*l) por ugj,k =1,...,7 e my por L,k =1...,7i. Entao
o segundo membro de 2.3.42 fica igual ao segundo membro de 2.3.32, de onde
se conclui que m;; = l;;, para todas as componentes da j-ésima coluna da
matriz L. Fica assim provada, por inducao , a afirmacao do teorema.O

Do teorema que acabamos de demonstrar resulta que os métodos de Gauss
e de Doolittle sao idénticos, no sentido em que, dado um certo sistema linear,
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para o resolver segundo cada um desses métodos, efectuam-se exactamente
as mesmas operagoes aritméticas. Em particular, as trés etapas que distin-
guimos no método de Gauss coincidem com as etapas do método de Doolittle
(ou de qualquer outro método de factorizagio ):

1. factorizagdo da matriz A (reducdo da matriz a forma triangular);
2. resolucdo do sistema L g = b (transformagao do segundo membro);

3. resolucdo do sistema Uz = g (resolucdo do sistema triangular supe-
rior).

Entao , de acordo com o que dissemos em relagao ao método de Gauss, pode-
mos concluir que a etapa mais dispendiosa dos calculos, quando se aplica o
método de Doolittle, é a primeira, exigindo cerca de 2n3/3 operacdes ar-
itméticas. As outras duas etapas exigem cerca de n? operagdes cada uma.
Estes numeros também se aplicam a factorizagao de Crout, de que falaremos
a seguir.

Factorizacao de Crout

Outro tipo, bastante comum, de factorizagao (a factorizagao de Crout) baseia-

se nas condicoes
uz =1, 1=1,...,n. (2.3.43)

As formulas para as componentes das matrizes L e U da factorizacao de Crout
deduzem-se da mesma maneira que no caso da factorizagao de Doolittle.
Assim no caso de 1 > j, é vélida a igualdade

J j—1
a,-j=2likukj=2likukj+lij, j=1...,n1=174,...,n. (2344)
k=1 k=1

Daqui obtém-se imediatamente

j—1
lij = Q;j — lek Uk - (2345)
k=1

No que diz respeito a matriz L, partimos da igualdade

% i—1
a'ij = Zlikukj = Zlikuk]‘ —l—l,—iuij; 7;21,...,77,; ]21,,7, (2346)
k=1 k=1
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Da igualdade 2.3.46 resulta

i1
Qij — Do lik U
Li

As férmulas 2.3.45 e 2.3.47, aplicadas alternadamente (comecando com a
primeira coluna de L e acabando com a tltima linha de U) permitem-nos
determinar completamente as matrizes L e U da factorizagao de Crout, desde
que se verifique l;; # 0,7 = 1,...,n. Se, durante o processo de factorizagao
, se verificar que /;; = 0, para um certo 7, procede-se a uma troca de linhas
na matriz L, mantendo U sem alteragao . Esta troca é acompanhada por
uma permutac¢ao analoga das linhas da matriz A e das entradas do segundo
membro do sistema. Tal como no caso da factorizacao de Doolittle, estas
permutacoes implicam uma troca de sinal no determinante, de acordo com a
férmula 2.3.33.

Também no caso da factorizacao de Crout é conveniente aplicar a pesquisa
parcial de pivot, conduzindo a trocas de linhas quando os elementos diagonais
l;; forem pequenos em médulo.

Exemplo 2.3.4. Consideremos o sistema Az = b, onde

2 1 3 5
A=|-2 -1 1, b=|-1]. (2.3.48)
2 4 2 4

Comecemos por factorizar A segundo o método de Doolittle. Como resulta
da férmula 2.3.30, neste caso a primeira linha de U é igual & primeira linha
de A, ou seja,

U1 = 2, U192 = 1, Uiz = 3. (2349)

Calculando os elementos da primeira coluna de L, de acordo com a férmula
2.3.32, obtemos

Iy =1, Iy = @21 = -1, I3 = 931 = 1. (2.3.50)
U11 U11

Passemos ao cédlculo da segunda linha de U. Temos
Uy = G — lypup = 0

U23 = Q23 —121U13 = 4. (2'3'51)
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Como sabemos, sendo uys = 0, nao é possivel prosseguir os calculos sem
alterar a matriz A. Assim, e uma vez que us3 # 0, vamos trocar de lugar
a segunda com a terceira coluna de U, fazendo simultaneamente a mesma
troca em A. Sejam U’ e A, respectivamente, as matrizes resultantes destas
permutacdes. Entao podemos escrever

Upy = Ugs,

2.3.52
’U,IQ3 = U92. ( )

Continuando o processo de factorizacdo com as matrizes U’ e A’, obtém-se

! !
lag = a3 _1131 Ui — a3 — Iy uz _ _21['
bl
Ugg Uz3
! _ ! ! 1 _
Ugs = (g3 — I3y Uiz — l3oUyy = asp — 31 Uiz — lzouge = 3.
(2.3.53)

Recapitulando, obtivemos a seguinte factorizacao de A:

1 0 0 2 31
L=|-1 1 0|,U=1]040]/]. (2.3.54)
1 —i 1 0 0 3

Para obter a solucao do sistema dado, comecemos por resolver o sistema com
a matriz triangular inferior L ¢ = b, de acordo com o método habitual:

g1 = b = 5
—g1 + 92 = b & g = 4 (2.3.55)
g — g/d+g5 = b3 & g5 = 0.

Ao resolver depois o sistema U’ x = g, temos de ter em conta que a segunda,
coluna de U trocou de lugar com a terceira. Isto equivale a uma troca de
lugares entre o e x3. Assim, temos

3y = g3 & @ = 0
43 = g & z3 = 1. (2356)
201 + 323 + 22 = g1 & x = 1.

Se, em vez do método de Doolittle, quisermos aplicar a factorizacao de
Crout, teremos de basear os cdlculos nas férmulas 2.3.45 e 2.3.47. Nesse caso,
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a primeira coluna de L fica igual a primeira coluna de A. Para a primeira
linha de U, obtém-se

a12 1 a13 3
Uil = 1; Ulg = — = —; U3 = — = —. 2.3.57
11 12 I 5 U3 I 5 ( )
Na segunda coluna de L, obtemos:

los = ag — loyuis = 0;
’ 2.3.58
l3a = az — lz1us = 3. ( )
Uma vez que [y = 0, torna-se necessario trocar a segunda com a terceira

linha de L (e, consequentemente, de A). Feita esta permutagdo , obtemos

l’22 = 132 = 3,

S (2.3.59)

Resta calcular as componentes da segunda linha de U e terceira coluna de L :

S
22 (2.3.60)
lyy = ag3 — lyuas — lpusy = 4

Consequentemente, a factorizagao de Crout da matriz dada tem a forma:

2 00 1 1+ 3
I'=|2 30|, U=|01 —3 (2.3.61)
-2 0 4 00 1

A partir de qualquer uma das factorizacoes de A obtidas, utilizando a férmula
2.3.33, calcula-se facilmente o determinante de A

det A = det L' (—1)" = detU' (-1)" = —24.

Se quisermos resolver o sistema dado, com base na factorizacdo de Crout,
basta considerar o segundo membro ' = (5,4, —1)T (uma vez que foi trocada
a segunda com a terceira linha de U), apds o que se resolvem os sistemas
L'g = b e Uz = g, utilizando, como sempre, a substuicdo descendente
(para o primeiro sistema) e a substituigdo ascendente (para o segundo).
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Factorizacao de Cholesky

Os dois tipos de factorizacdo de que faldmos acima existem para qualquer
matriz ndo singular (ainda que seja necessério efectuar uma troca de linhas
ou colunas). Quanto a factoriza¢io de Cholesky, de que vamos falar a seguir,
SO existe para matrizes simétricas e definidas positivas. Embora se trate de
uma restricao muito forte, este tipo de factorizacao nao deixa de ter inte-
resse pratico, visto que estas propriedades sao satisfeitas pelas matrizes que
surgem em muitos problemas de calculo numérico, por exemplo, no método
dos minimos quadrados e em certos problemas de valores de fronteira para
equagoes diferenciais. A grande vantagem desta factorizagdo consiste em
que s6 temos de calcular uma matriz, L, visto que uma matriz simétrica e
definida positiva pode ser representada sob a forma:

A=1LL" (2.3.62)

Isto significa que o nimero de operagdes para resolver um sistema linear
fica reduzido a cerca de metade, quando se compara o método de Cholesky
com outros métodos de factorizacao ou com o método de Gauss. Para es-
tudar melhor as propriedades da factorizacao de Cholesky, comecemos por
demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.3.5. Seja A uma matriz simétrica e definida positiva. Entao
existe uma matriz real, triangular inferior, L, tal que se verifica a factorizagao
2.3.62.

Demonstragdo . Provemos esta afirmagao por indu¢ao em n (ordem
da matriz). Para o caso de n = 1, a afirmagao é trivial, visto que, nesse
caso, A é um nimero positivo e L, a sua raiz quadrada. Suponhamos agora
que a afirmacao do teorema é verdadeira para qualquer matriz de ordem nao
superior a n—1. Seja A o menor principal de A, de ordem n—1. Verifiquemos
que A também é uma matriz definida positiva. Na realidade, se A é definida
positiva, entao verifica-se

> aymiz; >0, Ve e Rz #0. (2.3.63)

i=1,j=1
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Em particular, se considerarmos z = (z1,22,...,%,_1,0), onde z;, i =
1,...,n — 1 sao numeros reais arbitrarios, de 2.3.63 resulta

n—1

Z Qij T; T > 0; (2364)

i=1,j=1

o que significa que A também é definida positiva.
Vamos procurar uma matriz triangular inferior L, de ordem n, com a
forma

- l 7; 2 ] , (2.3.65)

onde L é uma matriz de ordem n — 1, v € R"™!, 2 € R. Queremos provar
que, para essa matriz L, se verifica

T _ L 0 Lr Y| o4 A ¢
s [EO)[E 2] cuc A s s
onde ¢c € R"'ed = a,, € R. Por hipétese da inducio , existe uma

matriz real, triangular inferior IA/, tal que
A=1LI" (2.3.67)

Resta provar que existe um vector v € R"™' e um ndmero real z, para os
quais se verifica a igualdade 2.3.66. Quanto a existéncia de -, ela resulta de
o sistema iv = ¢ ter soluc¢do .De facto, a matriz L é ndo singular, uma vez
que

(det L)?> = det A > 0

(visto que A é definida positiva).Mostremos agora que existe um nimero real
z, para o qual a igualdade 2.3.66 é verdadeira. Para que a igualdade 2.3.66
seja verdadeira, deve verificar-se

det A = (det L)? 22 > 0. (2.3.68)

Uma vez que det A > 0,a equagao 2.3.68 tem duas raizes e o valor de z
pode ser determinado, escolhendo a raiz positiva. Assim, o teorema fica
demonstrado, por indugao . O
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Observacao . Note-se que o problema da factorizacao de Cholesky ad-
mite mais do que uma solugao . Isso verifica-se pela equacgao 2.3.68, a qual

admite duas raizes reais:
vVdet A
219 = :I:

’ det L
Por convencao , escolhe-se sempre a raiz positiva desta equagdo , o que sig-
nifica que todos os elementos da diagonal principal de L sao positivos.

(2.3.69)

Vejamos agora, em termos praticos, como se pode calcular a matriz L da
factorizacao de Cholesky. Seja a;; uma componente de A, com 7 > j. Entao,
da igualdade 2.3.62 resulta

J Jj-1
Q5 = Zlikljk = Zlikljlc +lijljj,j=1,...,n; T=1J,...,MN. (2370)
k=1 k=1

No caso de 7 = j, da igualdade 2.3.70 obtém-se a férmula para os elementos
da diagonal principal de L:

i—1
Li = y|aw — Y B i=1,...,n (2.3.71)
k=1

De acordo com o teorema 2.3.5, todos os elementos da diagonal principal de
L sao reais, pelo que o segundo membro de 2.3.71 é sempre real. Uma vez
calculado [;;, podemos obter as restantes componentes da j-ésima coluna de
L. Da férmula 2.3.70 resulta:

Jj—1
Qij — Yg—1 lik Lk |
)

Lij

Assim, usando as formulas 2.3.71 e 2.3.72, alternadamente, pode ser obtida
a factorizacao de Cholesky da matriz A.
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Exemplo 2.3.6. Consideremos a matriz de ordem n com a forma geral

4 2 0 ... 0
2 5 2 0
N B (2.3.73)
0 ... 2 5 2
0 ... 0 2 5

Trata-se de uma matriz simétrica tridiagonal, isto é

Matrizes com estas caracteristicas aparecem frequentemente nas aplicacoes.
Vamos tentar obter a sua factorizacdo de Cholesky. Como nao é simples
determinar, a partida, se a matriz dada é definida positiva, vamos tentar
utilizar as férmulas 2.3.71 e 2.3.72 e verificar se elas sdo aplicaveis. Comece-
mos, como sempre, pela componente /1. De acordo com 2.3.71, o seu valor

é 0 seguinte:
lll = \/Q11 = 2. (2374)
As restantes componentes desta coluna sao dadas pela féormula 2.3.72:

loy = f21 = I;
(2.3.75)
y = %L = 0, k=3,...,n.

Vamos provar agora, por inducao , que as restantes colunas da matrix L tém
a mesma estrutura, isto é para a coluna j, verifica-se:

i = %
lj—}—l,j = 1; (2376)
l@j = 0; Z=]+2,,n
Para a primeira coluna, as formulas 2.3.76 j4 estao provadas. Suponhamos
agora que estas férmulas sao validas para todas as colunas, até a j — 1.
Vejamos o que acontece com a coluna j. De acordo com a férmula 2.3.71,
podemos escrever

j1
Lij = a|ai; — 2B = \Jaj; — 12, = 2. (2.3.77)
k=1
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Depois, aplicando a férmula 2.3.72, obtemos

al. .
i1, = —]g;’] = 1 2579
li,j = 0; Z:j+2,,n

Fica assim provado que a factorizagao de Cholesky da matriz dada é definida
por uma matriz triangular inferior com a forma

2 0 0 ... 0]
1 2 0 ... 0
=% 1 2 0 (2.3.79)
0 ... 1 2 0
0 ... 0 1 2

O determinante de A pode ser calculado com base nesta factorizagao :
det A = (detL)* = (linloy ... lpy)* = (2™)? = 4™ (2.3.80)

Uma vez que a formula 2.3.80 é valida para qualquer n, ela pode servir para
calcularmos os menores principais da matriz A dada. Assim, temos

A =4, Ay =47 ... A, = det A = 4",

Fica assim provado que todos os menores principais de A sao positivos, de
onde resulta que A é definida positiva.
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2.3.3 Problemas

1. Mostre que se a matriz A for tridiagonal, isto é se se verificar a;; = 0,
se [i—j| > 1, entdo as matrizes L e U da sua factorizacdo pelo método
de Crout satisfazem as condigoes

lij =0, seit<jout>j+1;
u; = 0, se1>jour < j+1.

2. Considere a matriz quadrada de ordem n com a forma geral

9 3 0 ... 0
3 10 3 ... O
0 ... 3 10 3
0 ... 0 3 10

(a) Obtenha a forma geral da factorizacao de Crout desta matriz.
(b) Com base na factorizagao obtida, calcule DetA.

(c) Resolva o sistema Az = b, onde b = (0,0, ...,1)%.

)

(d) Prove que esta matriz é definida positiva e determine a sua fac-
torizagao de Cholesky.

3. Considere o sistema linear

10%z + vy = 0.5
z + y = 1

(a) Resolva o sistema pelo método da eliminacdo de Gauss.

(b) Suponha que o sistema é resolvido numa calculadora onde os
nimeros sao representados num sistema de virgula flutuante, ape-
nas com 6 digitos na mantissa. Que solu¢do obteria nesse caso?
Compare com a solucao exacta.

(c) Suponha que o sistema é resolvido na mesma méquina, mas usan-
do pesquisa parcial de pivot. Qual é o resultado nestas condigoes?
Compare com o resultado da alinea anterior e comente.
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4. Considere o sistema linear

r + 10y = 0.5x10°
z + y = 1.
Mostre que este sistema é equivalente ao da alinea anterior.

Serd que, neste caso, a pesquisa parcial de pivot permite superar
os efeitos dos erros de arredondamento, como acontecia na alinea
anterior? Justifique.

Resolva o sistema, utilizando o método da pesquisa total de pivot.
Comente.
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2.4 Métodos Iterativos para Sistemas Lin-
eares

Neste pardgrafo, vamos estudar alguns métodos iterativos, utilizados no
calculo aproximado de solugoes de sistemas lineares. Antes disso, porém,
vamos apresentar alguns conceitos gerais, relativos aos métodos iterativos, e
que nos voltarao a ser uteis nos capitulos posteriores.

2.4.1 Nocoes Basicas sobre Métodos Iterativos

Em muitos problemas matematicos, quando se revela impossivel ou muito
dificil calcular a solucao exacta de uma certa equagao , opta-se por obter
um valor aproximado dessa solucao . Esse valor aproximado é geralmente
obtido por um método de aproximacoes sucessivas, ou método iterativo, em
que cada nova aproximacao é obtida a partir da anterior (ou das anteriores),
através de um algoritmo conhecido, pretendendo-se deste modo tornar o erro
de aproximacao cada vez mais pequeno.

Definigao 2.4.1. Seja E um espac¢o normado ¢ X um subconjunto de FE.
Chama-se método iterativo a p passos em E (definido sobre X) a qualquer
aplicacdo ¥, que a cada sucessdo de p elementos (&,...,&-1) € X?, faz
corresponder uma sucessdo infinita {z(*)}2
z®) € E | com as seguintes propriedades:

1. Os primeiros p termos da sucessio {z(¥}2°  sdo os dados:

W =¢,i=0,...,p— 1.

2. Os restantes elementos elementos de {z(")}$°, sdo obtidos a partir
destes, de acordo com a férmula

2lk9) = §(a¥, gk, k),

ey

onde ¢ é uma fungao conhecida (chamada a fun¢ao iteradora) com
dominio em X? e valores em F.
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Naturalmente, na pratica s6 se calcula um numero finito de termos da
sucessdo {x(*)}2  (também chamados iteradas), tantos quantos necessérios
para alcancar a precisao pretendida. Por isso, a cada método iterativo estao
geralmente associados critérios de paragem, isto é, regras que nos permitem
verificar se uma dada iterada tem ou ndo a precisao exigida.

Definigao 2.4.2. Dizemos que um método iterativo ¥ a p passos, definido
sobre x, éconvergente para um certo x € E, num certo dominio A C X?,
se, para quaisquer valores iniciais (&,...,&—1) € A se verificar z® -
quando k — oo (segundo a norma em E).

Note-se que, tal como foi provado no paragrafo 2.1, a convergéncia em
espacos de dimensao finita nao depende da norma considerada. Dai que,
no caso dos métodos iterativos para sistemas lineares, que vamos estudar
nos préximos paragrafos, a convergéncia numa certa norma é equivalente a
convergéncia noutra norma qualquer.

Exemplo 2.4.3 . Consideremos um método iterativo a 1 passo, definido
sobre X = R, com a funcio iteradora ¢(z) = z% . Se for dado um certo
elemento & € R, fica inteiramente definida uma sucessdo {z(*}22,. com a
seguinte forma:

x(O) = 507
D = () = (z) = &,
#® = & k=23, .. (2.4.1)

Vejamos em que dominio converge este método iterativo. E evidente que, se
|&] < 1, entdo ¥ — 0. Ou seja, o método é convergente para 0 no dominio
A={& e R |&] < 1}, Se tivermos & = 1, entdao %) = 1,Vk € N, ou
seja, 0 método converge para 1. Se & = —1, entdo 2*) = (=1)k,Vk € N,
pelo que o método diverge. Por dltimo, se tivermos |£| > 1, entdo a sucessao
{z®)}20 ¢ ilimitada, pelo que o método também diverge nesse caso.
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Exemplo 2.4.4. Consideremos o método a 2 passos, definido em R,
com a funcao iteradora ¢(x,y) = 3y — 2z. Para qualquer par ordenado
(&,&) € R2este método gera uma sucessdo {x(¥)}22,  com os seguintes
elementos:

.T(O) - 60,
2 = &,
g®t2) = p(z® DY = 3D _ 9,k =0,1,2,... (2.4.2)

A fim de estudar a convergéncia deste método, consideremos a equagao com
diferencas
g® 2 3p(E+D) 4 9 — 0, (2.4.3)

A equacao caracteristica correspondente é

N —3\A+2=0 (2.4.4)
e as suas raizes sao A\; = 1,y = 2. Por conseguinte, a solucao geral da
equacao 2.4.3 tem a forma

$(k) = Cl + 02 Qk, (245)

onde as constantes C; e Cy sao determinadas, para cada solucdo particular,
a partir dos elementos iniciais (&, &), mediante a resolugao do sistema de
equacoes :

Ci + G = &

01 + 202 = 51.

A solucao deste sistema é

Cy & — &
O, = 26 — & (2.4.6)

Da forma da soluciio geral 2.4.5 resulta que a sucessio {z(¥)}%°  é convergente

se e s6 se (', = 0. Substituindo na férmula 2.4.6, conclui-se que o método
iterativo considerado tem o seguinte dominio de convergéncia:

A = {(%:&) € R?:¢& - & = 0}.
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Para valores iniciais dentro desse dominio, o método iterativo gera uma
sucessao constante, com a forma

t® =0, =286 -6 =&, k=0,1,...

Se os valores iniciais nao pertencerem a A, entdo o método iterativo gera
uma sucessao ilimitada, logo divergente.

Para efeitos praticos, interessa-nos nao sé que um método iterativo seja
convergente, mas também que convirja rapidamente, isto é, que nos permita
alcancar a precisdo necessaria com um nimero ndo muito grande de iteracoes.
Quanto a este aspecto, os métodos iterativos distinguem-se entre si pela
ordem de convergéncia.

Definigdo 2.4.5. Seja {z(*)}2° uma sucessdo convergente para z num
espaco normado F. Diz-se que esta sucessao tem ordem de convergéncia nao
inferior a r (onde r € R™) se existir uma constante positiva C, tal que

|z*D) — z|| < C, ||2®) — 2|, Vk € N. (2.4.7)

Se r for o maior de todos os niimeros reais, para os quais a sucessao {2},
tem ordem de convergéncia nao inferior a r, entao diz-se que esta sucessao
tem ordem de convergéncia r.

Definicao 2.4.6 Diz-se que uma sucessao converge linearmente ou tem
convergéncia linear se tiver ordem de convergéncia r =1 .

Definicao 2.4.7 Diz-se que uma sucessao tem convergéncia supralinear
se tiver ordem de convergéncia r > 1. Em particular, se tiver ordem de
convergéncia r = 2, diz-se que tem convergéncia quadrdtica.

Definicao 2.4.8. Seja {z*)}2 ; uma sucessdo convergente para x num
espaco normado E, com ordem de convergéncia r. Chama-se factor as-
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simptotico de convergéncia ao infimo de todas as constantes C,, para as
quais é satisfeita a condigao 2.4.7.

Exemplo 2.4.9. Consideremos de novo o método iterativo do exem-
plo 2.4.3 . Seja & tal que |§,| < 1. Nesse caso, de acordo com o que
verificAmos, a sucessao {x(k)},;”;o, gerada pelo método iterativo, converge
para x = 0. Determinemos a ordem de convergéncia. De acordo com a
férmula 2.4.1 , temos

|z*+) — z|| = [2%FD| = |22, (2.4.8)
Logo, verifica-se
||x(k+1) — g = ||x(k) — z|?, Vk € N. (2.4.9)

De acordo com a definicdo 2.4.5, esta sucessao tem ordem de convergéncia
nao inferior a 2. Como facilmente se verifica, para r > 2 nao existe nenhuma
constante C, para a qual seja satisfeita a condigao 2.4.7. Por conseguinte,
a sucessao considerada tem ordem de convergéncia 2 ou, de acordo com a
definicao 2.4.7, tem convergéncia quadrdtica.

Da igualdade 2.4.9 resulta que a sucessao satisfaz a condi¢ao 2.4.7 com
a constante C, = 1, mas nao a satisfaz com nenhuma constante inferior a 1.
Logo, de acordo com a definicao 2.4.8, o factor assimptotico de convergéncia
desta sucessao € 1.

Além da convergéncia, outra propriedade importante dos métodos itera-
tivos é a sua estabilidade.

Definigao 2.4.10. Um método iterativo ¥ a p passos, definido no con-
junto X, diz-se estdvel em A C X, se existir uma constante C > 0, tal
que

max[|lz™ — y™|| < C max & — ]l V&0 € A7, (2.4.10)

neN

onde {2} e {y™} sdo , respectivamente, as sucessdes geradas a partir de
&= (8,8, agp—l) en=(n,m,-.. anp—l)'
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Por outras palavras, um método iterativo diz-se estavel se, a dois con-
juntos proximos de valores iniciais, £ e 7, ele faz corresponder sucessoes
igualmente préximas. Note-se que se um método iterativo for convergente,
em todo o espago, para um certo elemento z, entdo ele também é estavel
em todo o espago (nesse caso, diz-se incondicionalmente estdvel). Mas se ele
s6 for convergente num certo subespago X, entao pode nao ser estavel nesse
sub-espaco.

Nos préximos paragrafos, vamos analisar alguns métodos iterativos para
o calculo aproximado da solucao do sistema linear

Az = b, (2.4.11)

onde A € L™ e b € L™ Suponhamos, como habitualmente, que a matriz A
¢ nao singular, pelo que o sistema 2.4.11 tem uma tnica solugao .

O primeiro passo para a deducao de um método iterativo consiste, geral-
mente, em reduzir o sistema a uma forma adequada. Com este fim, vamos
supor que a matriz A pode ser decomposta na soma de duas matrizes M e N,
que apresentam certas propriedades especiais. Entao o sistema 2.4.11 pode
ser escrito, de novo, sob a forma

Mz =b— Nu. (2.4.12)

Os sistemas 2.4.11 e 2.4.12 sao equivalentes. Entretanto, a forma do sis-
tema 2.4.12 sugere-nos que a sua solugao pode ser aproximada por um método
iterativo a 1 passo, em que a iterada z*t1) pode ser obtida a partir da ante-
rior resolvendo o sistema

Mz®t) = p — Nz® g =01,2,... (2.4.13)

A féormula 2.4.13 estana base de uma série de métodos iterativos para sis-
temas lineares. A ideia basica destes métodos consiste em definir as matrizes
M e N de tal modo que a solucao do sistema 2.4.13 seja imediata. Nos
proéximos paragrafos, analisaremos dois casos particulares de métodos basea-
dos na férmula 2.4.13, que sao conhecidos como método de Jacobi e método
de Gauss-Seidel.
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2.4.2 Método de Jacobi

O método de Jacobi é um exemplo de um método que se baseia na formula 2.4.13.
Neste caso, o sistema 2.4.11 é reduzido a forma 2.4.12, utilizando a decom-
posicao da matriz A na soma A = M; + N;, onde as matrizes M; e N;
tém, repectivamente, as formas

a1q 0 - 0 0 Q19 e Q1p
MJ _ 0 age ... 0 : NJ _ 91 0 e Qop . (2414)
0 e 0 Upn Gp1 --. OGp-1n 0

Ou seja, M; é uma matriz diagonal, cujos elementos sao as entradas da
diagonal principal de A, enquanto N; difere de A apenas por ter a diagonal
principal preenchida por zeros. Neste caso, dada a forma simples de M;, o
sistema 2.4.13 pode ser escrito, por componentes, sob a forma

n
(077} ng—t—l) = bz — Z Q35 Tj, 1 = 1,2,...,n (2415)
=L
Do sistema escrito sob a forma 2.4.15 deduz-se imediatamente a funcao iter-
adora do método de Jacobi:

L0 = L lbi - ¥ aijxg.k)] ,i=1,2,...,n; k=0,1,..., (2.4.16)

1
i
(% .
w J=1,5#1

Para aplicar o método de Jacobi, como qualquer método iterativo a 1 passo,
escolhe-se uma aproximacao inicial

& =20 = (x§°),...,x<°>) € E"

n

(em geral, arbitraria) e, a partir dela, constroi-se uma sucessdao de vectores
{z®)}2° onde cada termo é obtido a partir do anterior, de acordo com a
féormula 2.4.16.

Exemplo 2.4.11. Consideremos o sistema linear em R3:

2.’171 + X9 = 2
— X9 —+ 2.%3 =1
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Este sistema pode ser escrito na forma matricial Az = b, onde

2 1 0 2
A=|-1 2 1(,b=|2]. (2.4.18)
0 -1 2 1

Logo, a férmula 2.4.16 tem, neste caso, o seguinte aspecto

—_

(k+1) _ & (k)

xl - 2[2 $2]a

k+1 1 k k
ngr) = 5[2+m§)—x§,)],
k+1) _ 1 ®)]. 1. _

Y = 2[1+x2],k_0,1,...

Assim, se a aproximacao inicial for, por exemplo, (% = (1,1,1)7, obtém-se
a primeira iterada com a forma

W _ Ly -1
1

2V = F2+1-1 =1
1

#) = J+1=1

As iteradas seguintes podem ser calculadas exactamente do mesmo modo.

Note-se que as formulas do método de Jacobi nao podem ser aplicadas
se algum dos elementos da diagonal principal de A for nulo. No entanto,
esta dificuldade pode ser facilmente ultrapassada, se trocarmos a ordem das
linhas da matriz de modo a que o(s) elemento(s) nulos deixem de estar na
diagonal principal. Uma vez definido um método iterativo para a aproxi-
magcao da solucao de um sistema, ¢ fundamental saber em que condi¢oes esse
método gera uma sucessao que converge para a solucao exacta. Nos teoremas
que se seguem, estabelecem-se condicoes sobre a matriz A que garantem a
convergéncia dos métodos iterativos considerados. Para qualquer método,
baseado na férmula 2.4.13, os erros das iteradas, que representaremos por
e®) k=0,1,..., satisfazem a igualdade

e®t) = g6+ g — _MIN@E® —2); k=0,1,2,... (2.4.19)
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A igualdade 2.4.19 também pode ser escrita na forma
et = ce®: k=0,1,2,... (2.4.20)

onde
C =-M"N. (2.4.21)

Como veremos adiante, é das propriedades da matriz C' que depende a con-
vergéncia dos métodos iterativos que estamos a analisar. No caso do método
de Jacobi, atendendo a forma das matrizes M; e N,;, dadas pelas igual-
dades 2.4.14, deduz-se que a matriz C tem a forma

__ai2 __ai2
0 o o
. —er o _am
C = CJ = —MJ_ NJ = @22 @22 . (2422)
—8n1 __On-1n 0
Qnn e Qnn

Vejamos entao que propriedades deve apresentar a matriz C para garantir a
convergéncia de um método iterativo. Em primeiro lugar, notemos que da
igualdade 2.4.20 resulta imediatamente uma formula que exprime o erro de
qualquer iterada através do erro da aproximagao inicial:

e®) = Cke®: £ =0,1,2,... (2.4.23)

Definicao 2.4.12 Uma matriz C' € L", que representa uma aplicagao
linear no espacgo vectorial E™, diz-se convergente se e s6 se
lim C*z = 0, Vo € E™. (2.4.24)
k—o0
Estamos agora em condi¢des de formular o teorema que nos dd uma

condicao necessaria e suficiente para a convergéncia dos métodos iterativos
baseados na férmula 2.4.13.

Teorema 2.4.13. Seja {z(F}$°, uma sucessio em E", gerada pela
férmula 2.4.13, com certas matrizes M e N, tais que M + N = A. Entao
esta sucessao converge para a solucao do sistema Ax = b , qualquer que seja
a aproximagao inicial &, se e s6 se a matriz C = —M ™! N for convergente.
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Demonstracao .Condi¢do suficiente. Seja C' uma matriz convergente e
seja e®) o erro da k-ésima iterada. Entdo , de acordo com as férmulas 2.4.23
e 2.4.24, temos

lim e® = lim C*e® = 0, (2.4.25)
k—o0 k—o0
qualquer que seja o vector ) € E", independentemente da norma consid-
erada. Isto significa que o método iterativo converge, qualquer que seja a
aproximacao inicial z® € E" .

Condicao necessdria. Suponhamos que C' nao é convergente. Entao existe
um vector v € E™ tal que a sucessdo {C*¥ v}, ndo converge para o vector
nulo. Seja 29 = z + v, onde z é a solucdo exacta do sistema. Entdo , de
acordo com 2.4.23, temos e*) = C*v e, de acordo com a definicio de v, a
sucessdo {e®)}2  ndo tende para o vector nulo. Isto, por sua vez, significa
que o método iterativo ndo é convergente, no caso da aproximacgao inicial
t© =gz +v.0

Na pratica, pode nao ser facil averiguar se a matriz C' é ou nao conver-
gente. Vamos a seguir apresentar dois teoremas que nos ajudam a verificar
esta propriedade.

Teorema 2.4.14. Seja C' € L". Se existir uma norma matricial M,
associada a uma certa norma vectorial V', tal que

1C]|ar < 1 (2.4.26)

entao a matriz C' é convergente.
Demonstracao . Seja x um vector arbitrario de E™. Entao , de acordo
com as propriedades das normas matriciais, temos

IC* zlly < IC*lar llzllv < (ICan)* llzllv- (2.4.27)

Da desigualdade 2.4.27 resulta imediatamente que, se ||C||y < 1, entdo
li k = 2.4.2
Jim [IC*2lly = 0, 2.0.29
o que significa, por defini¢ao , que a matriz C é convergente.Ol
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Teorema 2.4.15. Para que a matriz C' € L™ seja convergente é necessario
e suficiente que
r.(C) < 1. (2.4.29)

Demonstracao .Condicdo suficiente. Se tivermos 7,(C) = p < 1, de
acordo com o teorema 2.1.31, para qualquer € > 0, existe uma norma matri-
cial N(e) tal que

ICllne < p+ e (2.4.30)

Se considerarmos € = 1—;3 , obtemos

+1
ICllne < pT <L (2.4.31)

Da desigualdade 2.4.31 resulta, pelo teorema 2.4.14, que a matriz C' é con-
vergente.

Condi¢cao necessdria. Suponhamos que a condicao 2.4.29 nao se verifica,
isto é, que 7,(C) > 1. Entdo existe, pelo menos, um valor préprio A de
C, tal que |A\| = p > 1. Seja v um vector préprio de C, associado ao valor
préprio A. Entao , para qualquer norma vectorial, verifica-se

IC* vl = [IA*ll = [AF]Jo]l. (2.4.32)

Da igualdade 2.4.32, visto que |A\| = p > 1, resulta que a sucessao {C* v},
nao converge para o vector nulo, pelo que a matriz C' nao é convergente.(l

Se aplicarmos os teoremas 2.4.14 e 2.4.15 ao caso particular do método
de Jacobi, obtemos critérios de convergéncia para este método. A fim de
formularmos estes critérios numa forma mais concisa, vamos introduzir mais
algumas definicoes .

Definicao 2.4.16. Diz-se que a matriz A € L™ tem a diagonal estrita-
mente dominante por linhas, se forem satisfeitas as condigoes :

n
J=Lj#i
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Definicao 2.4.17. Diz-se que a matriz A € L™ tem a diagonal estrita-
mente dominante por colunas, se forem satisfeitas as condigoes :

n

> lail < lagl, j=1,....n. (2.4.34)
i=1,i#j

Dos teoremas 2.4.13 e 2.4.14 resulta o seguinte critério de convergéncia
para o método de Jacobi.

Teorema 2.4.18. Se a matriz A tiver a diagonal estritamente dominan-
te por linhas, entao o método de Jacobi converge para a solucao do sistema
Az = b, qualquer que seja a aproximacao inicial (¥ € E™.

Demonstracao . Se a matriz A tiver a diagonal estritamente dominante
por linhas, das desigualdades 2.4.33 resulta

) %y izt n (2.4.35)

j=rysi |aiil

De acordo com a forma da matriz C;, dada por 2.4.22, as desigualdades
2.4.35 implicam

n

ICslloo = max  3° 2yl 1, (2.4.36)

De acordo com o teorema 2.4.14, a condicao 2.4.36 garante que a matriz Cy é
convergente. Isto, por sua vez, implica, de acordo com o teorema 2.4.13, que
o método de Jacobi é convergente, qualquer que seja a aproximacao inicial.Od

Um critério andlogo é valido no caso de a matriz A ter a diagonal estri-
tamente dominante por colunas.

Teorema 2.4.19. Se a matriz A tiver a diagonal estritamente domi nante
por colunas, entao o método de Jacobi converge para a solucao do sistema
Az = b, qualquer que seja a aproximacao inicial z(® € E".

Demonstracao . Suponhamos que a matriz A satisfaz as condigoes
2.4.34. Seja D uma matriz diagonal com a forma D = diag(aiq, ..., Gny)-
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Entao , a semelhancga do que se faz no problema 10 do paragrafo 2.1.4, pode-
mos definir uma norma matricial M pela igualdade

ICllar = ||PDC D1, VC € L™ (2.4.37)
Das condicoes 2.4.34 obtem-se facilmente que
ICsllar = [IDC; D71 < 1. (2.4.38)

De acordo com o teoremas 2.4.14 e 2.4.13, da desigualdade 2.4.38 resulta que
o método de Jacobi converge para a solucao do sistema Ax = b, qualquer
que seja a aproximacdo inicial z(® € E™. O

Exemplo 2.4.20 Voltemos ao sistema do exemplo 2.4.11 . Recordemos
que a matriz A daquele sistema tem a forma

2 1 0
A=|-1 2 1]. (2.4.39)
0 -1 2

Verifica-se facilmente que esta matriz nao tem a diagonal estritamente dom-
inante por linhas, uma vez que, neste caso,

ag1| + |ags| = 2 = [ag].

Do mesmo modo se pode verificar que aquela matriz também nao tem a
diagonal estritamente dominante por colunas. Por conseguinte, os teore-
mas 2.4.18 e 2.4.19 nao sao , neste caso, aplicaveis. Vejamos se é possivel
aplicar directamente o teorema 2.4.15.

A matriz C, neste caso, tem a forma:

0 -1/2 0
c,=\12 0o =-1/2]. (2.4.40)
0 1/2 0

Os valores préprios desta matriz sao as raizes da equacao

A
/\3—1-5 = 0.
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Determinando estas raizes, obtém-se

0 1
—, A3 = ———.
N ARG

Por conseguinte, o raio espectral de C; é

)\1:0,)\2:

1
ro(Cy) = |Ao] = 7 < 1.

Logo, pelos teoremas 2.4.13 e 2.4.15, podemos concluir que o método de
Jacobi converge para a solucao do sistema considerado, qualquer que seja a
aproximagao inicial.
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2.4.3 Método de Gauss-Seidel

Um outro método iterativo que se enquadra igualmente no esquema definido
pela formula 2.4.13 é o método de Gauss-Seidel. Este método caracteriza-se
pela decomposicao da matriz A do sistema na forma

A = Mg + Ng, onde Mg e Ng sao ,respectivamente, as matrizes:

0 a2 ... ... A1p
le ao 8 0 0 23 ... QAop
Mg = | 2t 7% , Ng = | ...
o 0 Ap—1,n
aml an,g P an’n 0 0
(2.4.41)

Neste caso, nao sendo a matriz Mg diagonal, a obtencao de férmulas explicitas,
por componente, para cada iterada, nao é imediata. Para obtermos estas
férmulas, vamos decompor a matriz Mg, por sua vez, na soma Mg = T + D

; S ) S ;
onde

0 0 .. 0 a; 0 ... 0
7| 0 Ol p= |V o 0 (2.4.42)
api --- Gp-15, O 0 0 ... apy
Entao a férmula iteradora 2.4.13 pode ser escrita sob a forma,
(T + D) 2% = b — Nga®. (2.4.43)
Desta equacgao , por sua vez, obtém-se
Dz*t) = p — Ngz®) — T gk+D, (2.4.44)

Da férmula 2.4.44 é facil obter uma férmula iteradora explicita, andloga a
férmula 2.4.15, que define o método de Jacobi:

1 i—1 n
.T,Ek—f_l):;(bi—zaij.’bg-k—'—l)— Z aijacg-k)>,i:1,2,...,n;k=0,1,....
% j=1

j=it+1

(2.4.45)

Note-se que no segundo membro da férmula 2.4.45 aparecem componentes do
vector (1) que se pretende definir com esta férmula. Essas componentes
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sao as que tém o indice j = 1,...,72 — 1. Logo, para se poder calcular a
componente com um certo indice 7, tém de estar calculadas todas as com-
ponentes de indice inferior. Ou seja, a férmula 2.4.45 sé pode ser aplicada
por ordem crescente do indice . Esta particularidade distingue o método
de Gauss-Seidel do de Jacobi. Isto explica que o método de Gauss-Seidel
também seja conhecido como método das substituicoes sucessivas, enquanto
o método de Jacobi, segundo esta terminologia, é o método das substitui¢oes
stmultaneas.

Exemplo 2.4.21 . Vamos mostrar como se aplica o método de Gauss-
Seidel no caso do sistema Ax = b, considerado no exemplo 2.4.11. Recorde-
mos que a matriz A e o vector b deste sistema sao , respectivamente,

2 1 0 2
A=|-1 2 1(,b=]|2]. (2.4.46)
0 —1 2 1

Por conseguinte, a férmula 2.4.45, aplicada a este sistema, adquire a forma

w+1) _ Lo )
T = 3 [2 Ty ],
1
xgkﬂ) = 3 [2 + :ngﬂ) - xgk)] ,
1
A = L a ) k=0,
Se utilizarmos de novo a aproximacdo inicial z® = (1,1,1), a primeira

iterada, neste caso, sera:

o _ lp_qg-t
1 1 3
(1)
= —12 — — 1 = =
2 2[+2 ] 1
<1>:1[1 §]:Z
3 2 i i)

Vamos agora averiguar as condigoes que garantem a convergéncia do
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método de Gauss-Seidel. Representemos por C's a matriz

De acordo com o teorema 2.4.13, o método de Gauss-Seidel converge, qual-
quer que seja a aproximacao inicial, se e s6 se a matriz C's for convergente.
Para isso, de acordo com o teorema 2.4.15, é necessario e suficiente que o raio
espectral daquela matriz seja menor que 1. Notemos, no entanto, que, difer-
entemente do que acontecia no caso do método de Jacobi, a matriz Mg nao
¢ diagonal, pelo que a sua inversa, em geral, nao pode ser expressa por uma
formula simples. Torna-se conveniente, portanto, conhecer alguns critérios
que nos permitem averiguar a convergéncia do método de Gauss-Seidel, sem
ter que calcular a matriz Clg.

Proposigao 2.4.22. Sejam Mg e Ng as matrizes definidas pelas férmulas 2.4.41,
sendo Mg uma matriz nao singular. O método de Gauss-Seidel converge para
a solucao do sistema Az = b, qualquer que seja a aproximacao inicial, se e
s6 se todas as raizes da equacao

Det(A Mg + Ng) = 0 (2.4.48)

forem, em moédulo, menores que 1.

Demonstracao . A equacao dos valores proprios da matriz C's tem a
forma

Det(—=Mg' Ng — XI) = 0. (2.4.49)

Multiplicando ambos os membros de 2.4.49 por —det Mg obtém-se a equagao
2.4.48. Logo, as duas equagoes sao equivalentes, ou seja, os valores proprios
de Cs sado as raizes da equagao 2.4.48. Por conseguinte, o raio espectral de
Cs é menor que 1 se e sO se todas as raizes da equacao 2.4.49 forem, em
modulo, menores que 1. Logo, de acordo com o teorema 2.4.15, esta condicao
¢ necessaria e suficente para a convergéncia do método de Gauss-Seidel. O

Exemplo 2.4.23. Voltando ao sistema do exemplo 2.4.21,verifiquemos
se este sistema satisfaz a condicao do teorema 2.4.22. Neste caso, temos

220 1 0
AMs + Ng = | =X 20 1 |. (2.4.50)
0 —X\ 2\
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Logo, a equacao 2.4.48, para este sistema, tem a forma
Det(AMs + Ns) = 8X° + 43> =4X*(2A + 1) = 0. (2.4.51)
As raizes desta equacgao sao
AL = A =0, \3=-1/2. (2.4.52)

Daqui, pelo teorema 2.4.22, podemos concluir que o método de Gauss-Seidel
converge para a solucao do sistema Ax = b, qualquer que seja a aproximagao
inicial. Também podemos constatar que r,(Cs) = |A3] = 1/2.

Pode-se mostrar ainda que o método de Gauss-Seidel, tal como o de
Jacobi, converge sempre que a matriz do sistema tem a diagonal estritamente
dominante por linhas. Para isso, comecemos por introduzir as seguintes
notacoes :

i—1 a'ij n aij
a =2 |12, 8= ) 2. (2.4.53)
j=1 @i j=it1 | Qi
Sendo conhecidos «; e £;i = 1,...,n, define-se a grandeza n através da
férmula 5
(2

Note-se que, se a matriz A tiver a diagonal estritamente dominante, por
linhas, entao a; + B; < 1,7 =1,...,n, de onde resulta que n < 1.

Teorema 2.4.24. Seja A uma matriz com a diagonal estritamente dom-
inante, por linhas. Entao o método de Gauss-Seidel converge, qualquer que
seja a aproximagao inicial e é valida a estimativa do erro

el < 7" [le® - (2.4.55)

Demonstracao . Da férmula 2.4.45 deduz-se facilmente que o erro da
k-ésima iterada do método de Gauss-Seidel satisfaz a igualdade

1 i—1 n
AR — (— T ay et — 3 aijeg.’“)) L i=1,2,...,m k=0,1,....

Qi j=1 j=it+1
(2.4.56)
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Tomando o médulo de ambos os membros da igualdade 2.4.56 e entrando em
conta com as defini¢oes das grandezas «; e 3;, obtém-se

€] < i [|e® Dl + Bille®loe, i =1,2,...,m5 k=0,1,.... (2.4.57)
Seja m o indice para o qual se verifica |e(!t1)| = |le+1)]| . Entdo , es-

crevendo a desigualdade 2.4.57, com 7 = m, obtém-se
1% e < am [ Dlloe + fnlle® s k=01, (2458)
Daqui resulta
1e* |0 (1 — am) < Bulle® |, k=0,1,.... (2.4.59)

Visto que a,,, < 1, podemos dividir ambos os membros de 2.4.59 por 1 — a,,
e obter

Bm

1 — o

le* ]|y, <

le® oo < nl|e® |0, k=0,1,.... (2.4.60)

Da desigualdade 2.4.60 resulta a estimativa do erro 2.4.55. Por outro lado,
uma vez que a matriz tem a diagonal estritamente dominante, por linhas,
n < 1. Logo, a desigualdade 2.4.55 implica que

lim ||e(’“)||Oo =0,
k— 00

0 que garante a convergéncia do método de Gauss-Seidel, qualquer que seja
a aproximagao inicial . O
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2.4.4 Rapidez de Convergéncia dos Métodos Iterativos.
Analise do Erro

Nos paragrafos anteriores, estudamos as condicoes que garantem a convergéencia
dos métodos iterativos de Jacobi e de Gauss-Seidel. Atendendo aos resulta-
dos ja obtidos, vamos agora classificar estes métodos e compara-los quanto
a rapidez de convergéncia. Considerando qualquer norma vectorial V' e a
norma matricial M, a ela associada, podemos afirmar que, para qualquer
método iterativo que verifique a igualdade 2.4.20, se verifica

le® Dl < NICar 1™l (2.4.61)

Daqui resulta, de acordo com a definicao 2.4.5, que se um método deste
tipo convergir, ele tem, pelo menos, ordem de convergéncia 1. A rapidez
de convergéncia depende, naturalmente, das propriedades da matriz C' e da
aproximacao inicial escolhida. Nalguns casos especiais, pode acontecer que
a ordem de convergéncia seja superior a 1 ou até que a solugao exacta seja
obtida com um nimero finito de iteracoes . No entanto, na maioria dos casos
com interesse pratico, verifica-se que a ordem de convergéncia dos métodos
aqui analisados é precisamente 1, ou seja, a convergéncia €linear. Como
sabemos, a rapidez de convergéncia de métodos da mesma ordem é carac-
terizada pelo factor assimpético de convergéncia. Para avaliar esse factor,
recorre-se frequentemente ao limite

(k+1)
c; = lim 7”6 v

. 2.4.62
0 ey (2.4.62)

A existéncia do limite ¢; depende das propriedades da matriz C e da norma V'
considerada. Além disso, para a mesma matriz C', o limite pode ter diferentes
valores, conforme a aproximacao inicial escolhida. Pode-se mostrar que, se
a matriz C tiver um tnico valor préprio A € R, tal que |\ = r,(C) ,
entdo, para a maioria das aproximacoes iniciais, o limite c¢; existe e verifica-
se 1 = r,(C) . Logo, se o limite ¢; existir e o método iterativo vonvergir,
entao 0 < ¢; < 1 e este valor pode ser tomado como o factor assimptético de
convergeéncia. Isto significa que, para valores de ¢; préximos de 0, teremos
convergencia rapida, enquanto que para valores de ¢; préximos de 1 teremos
convergéncia lenta (isto é, sdo necessirias muitas iteragdes para atingir uma
dada precisao ). Na prética, o valor de ¢; nao pode ser obtido directamente
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da férmula 2.4.62, uma vez que os valores ||e**V]; e [le®®)||y; ndo sdo, em
geral, conhecidos para nenhuma iterada. Por isso, recorre-se frequentemente
a igualdade

kD) k) — k) o (k) — ek L ekl — C(z® — g+,
(2.4.63)
Desta igualdade depreende-se que a diferenca entre iteradas sucessivas varia
com k do mesmo modo que o erro e*) (ambas estas grandezas satisfazem
uma relacao do tipo 2.4.20. Logo, se o limite 2.4.62 existir, também existe o
limite
”x(lﬁ—l) _ x(k)”V
k—oo ||;E(k) - g;(k—l)”V'

(2.4.64)

e os dois limites (¢; e ¢}) tém o0 mesmo valor, para a maioria das aproximagoes
iniciais. A férmula 2.4.64 pode ser utilizada na pratica para avaliar ¢} e, logo,
c1. Com esse fim, calcula-se, para sucessivos valores de £, a razao

B ||x(k+1) _ x(k)”V

&) —
[® = &)y

até que o seu valor estabilize. O ntimero assim obtido é tomado como
uma estimativa de ¢;. Por outro lado, os valores de %) também podem ser
utilizados para obter estimativas do erro e*). Na realidade, se considerarmos
um valor ¢, tal que 7®) < ¢y, Vk > ky (aqui kg representa a ordem a partir
da qual o valor de r¥) estabiliza), podemos esperar que, para k > kg, se
verifique

(k+1) ” (k+1)

le® V]l = |l2®+D = zfly < e [|l2® — ]|y (2.4.65)
Por outro lado, da desigualdade triangular, temos

l2® = zlly < [|2® — 2®*D |y + (]2 — 2y (2.4.66)
Das desigualdades 2.4.66 e 2.4.65 resulta

le® — ally < [2® — 2®Dfy + ell2® — ]y, (2.4.67)

de onde
[ — ally (@ — e2) < [2® — =Dy, (2.4.68)
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Uma vez que ¢ < 1, por construcao , da desigualdade 2.4.68 obtém-se

(k) _ .(k+1)
@y = o® — affy < B2 =2 lv, (2.4.69)
1 — Co
De 2.4.69, utilizando 2.4.65, obtém-se também
le® Dy = [lz5D — 2]y < —Z—[|la® — gy, (2.4.70)

1—62

A desigualdade 2.4.70 permite-nos majorar o erro de uma dada iterada, bas-
tando para isso conhecer a diferenca entre as duas ultimas iteradas e o valor
de c,.

Exemplo 2.4.25 . Regressando, mais uma vez, ao sistema linear que
foi analisado no exemplo 2.4.21, vamos efectuar uma andlise do erro, para
os métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel. Com este fim, foi aplicado cada
um destes métodos ao sistema considerado. Partindo da aproximacao inicial
z© = (0.5,0.8,1.0), foram efectuadas iteracdes até que fosse satisfeita a
condicao

|z® — z*+D|, < 0.01.

Em cada iteracio foi avaliada a norma ||z®*) — z*+1||, e, a partir da 22
iteracdo , a razio r*) correspondente. Os resultados obtidos no caso do
método de Jacobi sao dados na tabela 2.1, enquanto os resultados obtidos
para o método de Gauss-Seidel se encontram na tabela 2.2. Nestas tabelas
verifica-se nitidamente que os valores de r*) tendem para ¢; = 0.7071, no
caso do método de Jacobi, e para ¢; = 0.5, no caso do método de Gauss-
Seidel. Estes valores coincidem com os raios espectrais das matrizes C; e
C's, respectivamente (ver exemplos 2.4.20 e 2.4.23). Com base nestes valores,
podemos obter estimativas do erro para cada um dos métodos.

Para o método de Jacobi, de acordo om a férmula 2.4.69, considerando
ce = 0.70711, temos

Co

ez < —Z—[s® — 2®], < 0.0242.

1—02
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k xgk) xé’“) xgk) |z®+D — 2®)||, (k)

1 0.6 0.75 0.9 0.15

2| 0.625 0.85 0.875 0.106066 0.7071064
31 0.575 0.875 0.925 0.07500 0.7071066
41 0.5625 0.825 0.9375 0.05303 0.7071069
5| 0.5875 0.8125 0.9125 0.03750 0.7071068
6 | 0.59375 | 0.8375 | 0.90625 0.02652 0.7071083
7| 0.58125 | 0.84375 | 0.91875 0.01875 0.7071075
8 [ 0.578125 | 0.83125 | 0.921875 0.01326 0.7071061
9 1 0.584375 | 0.828125 | 0.915625 0.00938 0.7071068

Tabela 2.1: Resultados do método de Jacobi para o exemplo 2.4.25

k xgk) xgk) xgk) ”x(k—i—l) _ m(lc)||2 (k)

1 0.6 0.8 0.9 0.141421

2 0.6 0.85 0.925 0.055902 0.3952846
31 0.575 0.825 0.9125 0.037500 0.6708187
41 0.5875 | 0.8375 | 0.91875 0.018750 0.5

5 1 0.58125 | 0.83125 | 0.915625 0.009375 0.5

Tabela 2.2: Resultados do método de Gauss-Seidel para o exemplo 2.4.25
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No caso do método de Gauss-Seidel, tomando ¢, = 0.5, temos

@, < —2

|z® — W), < 0.01.

1—62

No exemplo que acabamos de ver, constatamos que o método de Gauss-
Seidel convergia mais rapidamente que o de Jacobi, o que resulta de o raio
espectral da matriz C'g ser inferior ao da matriz C';. Vamos ver que este caso
nao é uma excepgao , no que diz respeito a relagao entre os dois métodos.

A fim de compararmos o método de Gauss-Seidel com o de Jacobi, quanto
a rapidez de convergéncia, consideremos o caso em que a matriz A do sistema
tem a diagonal estritamente dominante por linhas. Neste caso, de acordo com
os teoremas 2.4.18 e 2.4.24, ambos os métodos convergem para a solucao
exacta, qualquer que seja a aproximacao inicial escolhida. Além disso, para
o método de Jacobi é valida a estimativa do erro

”e(k)”oo S ,U*k ”6(0)”00’ k= 1’2’ et (2'4'71)

onde p = ||Cyl|o - Recordando a forma da matriz C;, dada por 2.4.22, e as
definicoes das grandezas «; e (3;, dadas por 2.4.53, podemos concluir que

p = max (a; + ;). (2.4.72)
Por outro lado, para o método de Gauss-Seidel, segundo o teorema 2.4.24, é
valida a estimativa do erro

||e(k)||oo S 77k ”6(0)“007 k= 172’ e (2'4'73)

Para estabelecer uma relacao entre a rapidez de convergéncia dos dois métodos,
basta-nos portanto comparar o parametro p da férmula 2.4.71 com o parametro
1 da féormula 2.4.73. Atendendo a definicao de p segundo a férmula 2.4.72,
temos

Bi _ (1 —a; — ) S ai(1— )
1—Cki 1—0@ - 1—C¥i

(i +Bi) — > 0,

de onde resulta imediatamente

p=m, (2.4.74)
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quando a matriz A tem a diagonal estritamente dominante por linhas. Isto
explica que na maioria dos exemplos praticos, em que entram tais matrizes,
a convergéncia do método de Gauss-Seidel seja mais rdpida que a do método
de Jacobi.

Exemplo 2.4.26. Consideremos o sistema Ax = b, onde A é uma
matriz de ordem n com a forma geral

o 2 0 0
2 5 2 0
o ... 2 5 2
0O ... 0 2 5

Neste caso, verifica-se imediatamente que a matriz A tem a diagonal estrita-
mente dominante, por linhas, pelo que tanto o método de Gauss-Seidel como
o de Jacobi convergem, qualquer que seja a aproximacao inicial. Além disso,
atendendo as férmulas 2.4.53, temos

o; = 51 = 2/5, 1= 1,2,...,7},.
Daqui, pelas férmulas 2.4.72 e 2.4.54, obtém-se imediatamente

po=4/5, n = 2/3.

Assim, neste exemplo verifica-se a desigualdade 2.4.74. Por conseguinte, é de
esperar que, no caso deste sistema, o método de Gauss-Seidel convirja mais
rapidamente que o de Jacobi.

Note-se, porém, que esta comparacao entre os dois métodos s6 é valida
para matrizes com a diagoal estritamente dominante por linhas. No caso
geral, nem sempre o método de Gauss-Seidel é mais rapido que o de Ja-
cobi, havendo mesmo casos particulares em que o segundo é convergente e o
primeiro nao .

Um aspecto importante a salientar é que os métodos iterativos para sis-
temas lineares, quando convergem para qualquer aproximacao inicial, sao
estdveis (ver definicdo 2.4.10). Ou seja, partindo de dois vectores iniciais
préximos, & e 1y , obtém-se sempre duas sucessdes {2} e {y™} igualmente
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préximas, convergindo para o mesmo vector = (solu¢ao exacta). Esta pro-
priedade é de grande importancia pratica, uma vez que no calculo numérico
sao inevitaveis os erros se arredondamento, os quais, como ji vimos, podem
propagar-se ao longo de uma sucessdao de operacoes , conduzindo a erros
muito grandes no resultado final. Esta situagao verifica-se, por exemplo, na
resolucao de sistemas lineares por métodos directos, mesmo que eles sejam
bem condicionados. Os métodos iterativos, desde que sejam aplicados a sis-
temas bem condicionados, sao sempre estaveis, ou seja, quando se usam estes
métodos nao ha perigo de os erros de arredondamento cometidos nos céalculos
poderem resultar em erros significativos no resultado final. Isto representa,
portanto, uma importante vantagem dos métodos iterativos sobre os directos,
sobretudo quando se trata de resolver sistemas de grandes dimensoes .
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2.4.5 Optimizacao de Métodos Iterativos

Como vimos nos paragrafos anteriores, os métodos de Jacobi e de Gauss-
Seidel nao sao aplicaveis a qualquer sistema linear e, mesmo quando teorica-
mente aplicaveis, podem ser pouco eficientes, se a sua convergeéncia for lenta.
Neste paragrafo, vamos introduzir novos métodos iterativos, que tém em co-
mum o facto de dependerem de um certo parametro, por vezes chamado o
parametro de relazacdo . O nosso objectivo é, variando esse parametro, obter
um método iterativo adequado para cada sistema linear.

Método da Iteragdo Simples.Este método também é conhecido como
método de relaxacao linear. Comegaremos por reduzir o sistema Ax = b a

forma
z=z—w(Az —b), (2.4.75)

onde w é um numero real. Para qualquer w # 0, o sistema 2.4.75 é equiva-
lente ao inicial. Do sistema, escrito nesta nova forma, deduzimos imediata-
mente a férmula iteradora

2D = 20 _yAz® —p), k=0,1,... (2.4.76)

Vamos analisar a convergéncia do método da iteragao simples em fun¢ao do
parametro w. Da férmula 2.4.76 e do sistema 2.4.75 obtém-se a seguinte
férmula para o erro do método:

et = e®) _, 4e® = Cw)e®, k=0,1,... (2.4.77)

onde
Cw) =1-wA. (2.4.78)

Seja r(w) o raio espectral de C'(w). Com base no teorema 2.4.15, podemos
podemos afirmar que o método converge, para qualquer aproximacao ini-
cial, se e s6se for satisfeita a condi¢do r(w) < 1. Assim, dado um certo
sistema linear, o nosso objectivo é averiguar para que valores de de w é sa-
tisfeita esta condigdo e determinar o valor we, que minimiza r(w). A este
valor corresponde, em principio, a maior rapidez de convergéncia. No caso
geral, trata-se de um problema complexo, que nao pode ser resolvido ana-
liticamente. Na maior parte dos casos, limitamo-nos, portanto, a determinar
empiricamente o valor wey.Isto significa que se testam diferentes valores de
w, sempre com a mesma aproximacao inicial, até se encontrar aquele que nos
permite atingir uma dada precisao com um numero minimo de iteragoes .

96



Entretanto, nalguns casos particulares, é possivel determinar a prior:i os
valores admissiveis de w e o valor wy, que minimiza r(w). Consideremos,
por exemplo, o caso em que todos os valores proprios de A sao reais positivos
. Numeremos esses valores préoprios de tal modo que

0 <A << <

Consideremos agora a matriz C(w), definida por 2.4.78 . Por construcao , os
valores proprios desta matriz sao

M = 1 — LO)\Z', 7,:1,,TL
De acordo com a defini¢ao de raio espectral, temos

r(w) = max || = max [1 — w A
i=1,...,n 1=1,...,n

Uma vez que todos os valores proprios de A sao positivos e estao compreen-
didos entre A\; e A\,, é evidente que, para valores de w, positivos e préximos
de 0, se verifica

0 S Hn S :U/n—1< S M-

Daqui resulta que, para tais valores de w, temos
rw)=m =1—wl.

Por outro lado, para valores suficientemente altos de w , verifica-se que todos
os valores p; sao negativos e

0< - < —po< ... < —fhn.
Por conseguinte, para tais valores de w, o raio espectral de C'(w) é dado por
rw)= —p, =wA, — L.

Daqui, e entrando em conta com o significado geométrico deste problema,
que estd representado na figura 2.1, podemos concluir que a fun¢io r(w) tem
a seguinte expressao analitica:

=1- <
rw) =4 M WAL, W S Wopt, (2.4.79)
—Un = WA, — 1, S€W > Wept-
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Na férmula 2.4.79, o valor w,,: representa o ponto onde r(w) deixa de ser dado
pela fungao 1 — w); (decrescente) e passa a ser dado pela fun¢ao w, — 1
(crescente). Por conseguinte, este valor é precisamente aquele que minimiza
a funcao r,. Este valor determina-se resolvendo a equacao

1 - wopt)\l = wopt)\n - 1a

de onde
2
=
Da igualdade ?? resulta imediatamente que o minimo da fungéo r(w) tem o
valor

(2.4.80)

A — M1
An + A
Para determinar o intervalo de valores admissiveis de w, isto é, aqueles para
os quais r(w) < 1, temos de resolver a equagao

r(wopt) = (2.4.81)

WeypAn, — 1 = 1,

de onde 9
Wsup = )\_ (2482)

n
Conhecido o valor de wg,,, podemos afirmar que o método da iteracio sim-
ples converge para a solucao do sistema, qualquer que seja a aproxrimacao
inicial, desde que o valor de w pertenca ao intervalo |0, wg,,|[. A andlise que
acabamos de fazer tem uma interpretacao geométrica simples que é ilustrada
pelo grafico da fig.??

Exemplo 2.4.28.Consideremos o sistema Ax = b, onde

2 1 1
A=|131]. (2.4.83)
12 2

N W o=

Os valores préprios de A sao :

M=1 XA =3-13=1.268 )\ = 3+V3=4.732.
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Figura 2.1: Interpretacao geométrica da optimizacao do parametro w para o
método da iteracao simples.
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Uma vez que todos os valores préoprios de A sao positivos, podemos aplicar
a este sistema os resultados que acabamos de obter. De acordo com estes
resultados, o método da iteracdo simples converge para solugdo do sistema
considerado, qualquer que seja a aproximacao inicial, desde que o valor de
w pertenca ao intervalo |0, wsy,[. Neste caso, o valor de wsy,, dado pela
férmula ?7, é

2
Woup = - = 04226, (2.4.84)

Além disso, de acordo com a férmula 7?7, o valor de w que proporciona a
convergéncia mais rapida, neste caso, é
2

oy = ——— = ().3489. 9.4.85
Wort = NS+ A ( )

O raio espectral de C(w), correspondente a weyt, tem o valor

A = AL 6511, (2.4.86)

) =5

Método de Jacobi Modificado. Com base no método de Jacobi, é
possivel definir um novo método iterativo que também pode ser optimizado
mediante a escolha adequada de um certo parametro. Este método é con-
hecido como método de Jacobi modificado. Para deduzirmos a respectiva
férmula iteradora, comegamos por escrever o sistema Ax = b sob a forma

r=z—-wD Az — b), (2.4.87)

onde w é, como antes, um parametro real e D representa, como habitual-
mente, a matriz diagonal D = diag(ai1, ags, ..., 0n,) . Sempre que w # 0,
o sistema 7?7 é equivalente ao sistema inicial. A partir do sistema, escrito
na forma 7?7, a férmula iteradora do método de Jacobi modificado obtém-se
pelo processo habitual:

D) = 2®) _ ;DY (Az® — b), k=0,1,... (2.4.88)

Note-se que, no caso de w = 1, a férmula ?? se reduz a férmula do método
de Jacobi habitual. Da férmula 7?7 obtém-se, por componentes, as seguintes
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féormulas:

1
xgkﬂ) = —|wh +(1-w)z;’ —w Z aij T J ,i=1,...,n k=0,1,...
@i J=1,j7

(2.4.89)
A férmula 2.4.20, que relaciona os erros das iteradas do método de Jacobi,
pode ser generalizada para o método modificado:

e*t) = Cy(w)e®, (2.4.90)

onde Cj(w) é a seguinte matriz:

l—w —w22 —w e
ain a1
w1 —y L. -
Crw) = | Yam an | (2.4.91)
Ann Gnn e

O processo de optimizacdo , neste caso, consiste em determinar o valor de
w que minimiza o raio espectral de Cy(w). Nem sempre este valor pode ser
determinado analiticamente. Vamos ver num exemplo concreto como pode
ser resolvido este problema.

Exemplo 2.4.29. Consideremos de novo o sistema do exemplo 2.4.28.
Neste caso, a matriz C;(w) tem a forma

1—-w —w% —w%
Cilw) =| —wz 1-w -w;g (2.4.92)
—w% —w l-w

Os valores préprios de C;(w) sao

)\1:)\2:1— )\3=1—2w.

55
Os graficos destes valores proprios, como fungoes de w, estao representados

na fig. 7?. Com o auxilio destes graficos, podemos conluir que a fungao r(w),
neste caso, tem a forma:

M =1 = w/2, sew < wept,
rw) = { =3 =2w— 1, sew > wWep. (2.4.93)
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O valor de wg,; obtém-se resovendo a equagao

1 — Wopt = 2w0pt - ]_, (2494)
de onde resulta 1
wopt = g

Como ja sabemos, é para este valor de w que se obtém, em principio, a
convergéncia mais rapida. O raio espectral de C;(w), neste caso, tem o valor
Wopt 3
T(Wopt) = 1 — —— = —.
( 0;0) 2 5
A convergéncia do método de Jacobi modificado, neste caso, estd garantida
para qualquer valor de w, pertencente ao intervalo 0, ws,,[, sendo o valor de
weyp Obtido a partir da equagao

gy — 1 = 1.

Por conseguinte, w,,, = 1, valor que corresponde ao método de Jacobi ha-
bitual. Isto significa que, no caso do sistema considerado, a convergéncia do
método de Jacobi habitual nao estd garantida para qualquer aproximacao
inicial.

Método das Relaxagoes Sucessivas. Este termo é utilizado para de-
signar uma generalizacdo do método de Gauss-Seidel, de aplicacao frequente.
Representemos por z(¥) a k-ésima iterada do método das relaxacoes sucessi-
vas. A fim de escrever numa forma concisa as formulas deste método, vamos
introduzir o vector auxiliar z#*Y | que se define do seguinte modo:

SktD) Db — T 2%+ — Ny x(k)), k=0,1,... (2.4.95)

onde D, T e Ng sao as matrizes definidas pelas férmulas 2.4.41 e 2.4.42.
Conhecendo o vector z(#*1) a iterada z**t1) define-se pela férmula

g®D = D 4 (1 — w)z®, k=0,1,... (2.4.96)

onde w representa, como habitualmente, um parametro real, que pode ser
utilizado para optimizar o método. E evidente que, para w = 1, este método
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A

U] = === === —- - - - ==

Figura 2.2: Determinagdo geométrica de r(w) para a matriz A do exemplo
2.4.29.
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coincide com o de Gauss-Seidel. Vamos deduzir a forma da matriz Cs(w), que
¢ uma generalizacao da matriz Cs para qualquer valor de w. Substituindo a
férmula 7?7 em ?7?, temos

g® ) = Db —Ta*) - Ngz®) + (1 —w)z®, k=0,1,... (2.4.97)
Da igualdade ?? obtém-se

I+ wD'T)z%) = D% —wD ' Ngz® 4+ (1 —w)z®, k=0,1,...

(2.4.98)
Admitindo que a matriz I + wD™!T é invertivel, multiplicamos ambos os
membros de 77 a esquerda pela sua inversa e obtemos

g™ = (I4+wD'T) " (wD b —wD ' Ngz® 4 (1 —w)2®), k =0,1,...

(2.4.99)
Finalmente, podemos escrever a igualdade 7?7 sob a forma
g* ) = (I + wD™IT) 'w Db + Cg(w) 2, (2.4.100)
onde
Cs(w)= (I + wD'T) " (=wD' Ng + (1 — w)I). (2.4.101)

Para optimizar o método das relaxagoes sucessivas, temos de escolher w de
modo a minimizar o raio espectral de Cg(w). De um modo geral, nio é
possivel determinar analiticamente w,y;, uma vez que, mesmo para sistemas
pequenos, a determinagao de r(w) envolve cdlculos demasiado complicados.
No entanto, sao conhecidos alguns factos que facilitam a determinacao de
Wept POT meios empiricos. Pode-se provar que, para qualquer matriz quadrada
A, uma condicdo necessdria para a convergéncia do método das relaracoes
sucessivas € que o valor de w pertenca ao intervalo J0,2[. No caso de a matriz
A ser simétrica e ter todos os valores proprios positivos, a mesma condi¢Go
€ necessdria e suficiente para a convergéncia do método.

Exemplo 2.4.30. A titulo de exemplo, aplicAmos os trés métodos i-
terativos estudados neste pardgrafo (iteragdo simples, Jacobi modificado e
relaxacoOes sucessivas) a resolu¢do do sistema Az = b, onde A é a matriz
considerada nos exemplos 2.4.28 € 2.4.29, b = (4,5,5). Foi utilizada sempre
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a aproximacao inicial 2(® = (0,0, 0), com diferentes valores de w dentro do
intervalo ]0, 2[. O critério de paragem utilizado foi

”x(lﬁ—l) o x(k)“Q < 10—5-

O numero de iteracoes efectuadas em cada caso estd indicado na tabela 2.3
(s6 foram considerados os casos em que o critério de paragem foi alcangado
com menos de 200 iteragdes ).

Os resultados obtidos, pelos métodos da iteracao simples e de Jacobi mo-
dificado, estao de acordo com o estudo tedrico efectuado nos exemplos 2.4.28
e 2.4.29. Com efeito, no caso do método de Jacobi modificado, o nimero
minimo de iterages (26) é obtido com w = 0.8, o que coincide com o valor
de w,y; anteriormente obtido. No caso do método da iteracdo simples, o
nimero minimo de iteragoes registado corresponde a w = 0.3, o que também
estd de acordo com o valor de wy calculado ( we = 0.349). Os interva-
los de valores admissiveis de w também foram confirmados pela experiéncia.
Quanto ao método das relaxacOes sucessivas, verificou-se que tem um inter-
valo de valores admissiveis de w maior que qualquer dos outros dois métodos
(aproximadamente (]0,1.7[). Em particular, confirmamos que o método de
Gauss-Seidel é convergente para este sistema. Além disso, constatou-se que
o nimero minimo de iteracoes , entre os valores de w testados, corresponde
a w = 1.1, tendo-se registado, para este valor de w, 11 iteragoes .
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PRIORICNNE)
011169175 | 61
02 8 | 94 | 31
03] 56 | 64 | 21
04] 38 | 49 | 114
051 26 | 39

0.6 25 | 33
0.7] 22 | 28
0.8 19 | 26

09| 16 | 58

1.0] 13

1.1 11

1.2 12

1.3 14

14| 17

1.5 19

16| 31

1.7 64

Tabela 2.3: Comparacao da rapidez de métodos iterativos na resolucao do
sistema do exemplo 2.4.30. (1) Método das relaxagdes sucessivas. (2) Método
de Jacobi modificado. (3) Método da iteracdo simples.
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2.4.6 Problemas

1. Considere o sistema linear

T+ 2z = 2
—-r+y =0
r+2y—3z2 = 0

(a) Prove que o método de Jacobi converge para a solugao exacta
deste sistema, qualquer que seja a aproximagcao inicial.

(b) Mostre que, no caso de se usar o método de Gauss-Seidel, nao
estd garantida a convergéncia para qualquer aproximacao inicial.
Indique uma aproximacio inicial (®) (diferente da solucio exacta),
tal que a sucessio {z(¥)} seja convergente; e uma aproximacio
inicial (¥, partindo da qual o método divirja.

2. Consideremos um sistema Az = b, onde A é uma matriz quadrada de

ordem 2 e seja
12 G21

ayy 22

(a) Prove que a convergéncia do método de Jacobi para a solugéo do
sistema estd garantida desde que se verifique |r| < 1.

(b) Para que valores de r estd garantida a convergéncia do método de
Gauss-Seidel?

(c) Suponhamos que, para ambos os métodos, a convergéncia esta
garantida e que existe o limite
le®+ V]l

¢ =\ S,

Determine c;, para cada um dos métodos.

(d) Nas condigoes da alinea anterior, partindo de uma aproximacao
inicial arbitraria (9, quantas iteractes é necessario efectuar (uti-
lizando cada um dos métodos) para obter uma aproximacao z*),
tal que |[e®)]| <€ ?

3. Seja A uma matriz triangular inferior, nao singular, de ordem n. Pretende-

se resolver um certo sistema Ax = b, partindo de uma aproximagao
inicial arbitréria.
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(a) Se aplicarmos o método de Gauss-Seidel, podemos garantir que a
solucao exacta é obtida com um numero finito de iteragoes .Jus-
tifique e diga quantas.

(b) A mesma pergunta, em relagdo ao método de Jacobi.

4. Seja A uma matriz quadrada real, de ordem 2, tal que os seus valores
préprios sao complexos:

/\1,2 = q + ib.

Considerando a solucao de um sistema linear com a matriz A, pelo
método da iteragao simples, determine

(a) o intervalo de valores de w, para os quais estd garantida a con-
vergéncia do método.

(b) o valor w,p, para o qual se obtém, em principio, a maior rapidez de
convergéncia, e o valor correspondente do raio espectral de C(w).

5. O método de Jacobi modificado e o das relaxacoes sucessivas podem ser
entendidos como generalizagoes do método da iteracao simples, cujas
férmulas iteradoras tém o aspecto:

2® ) = 2® _ K (Az® — p),
onde K é uma certa matriz, dependente de A.

(a) Mostre que K = D!, no caso do método de Jacobi modificado.

(b) Deduza a expressao de K, para o método das relaxagoes sucessivas.
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2.5 Métodos Numéricos para o Calculo de
Valores e Vectores Proéprios

Os problemas algébricos de valores préprios aparecem frequentemente na
matematica aplicada. Em particular, quando se resolvem problemas de valo-
res proprios para equagcoes diferenciais, diferentes tipos de aproximacoes con-
duzem, em geral, a problemas algébricos de valores préprios. As dimensoes
destes sao tanto mais elevadas quanto maior for a precisao que se pretende
obter na solucao do problema inicial. Em §2.1.1, expusemos os principais
conceitos relativos ao problema de valores e vectores préprios de matrizes
quadradas. No texto que se segue, debrugar-nos-emos sobre alguns aspectos
numéricos deste problema.

2.5.1 Localizagao de Valores Proéprios

Consideremos, como habitualmente, uma matriz quadrada A de ordem n.
Antes de passarmos ao calculo numérico dos seus valores préprios, convém
fazer uma analise prévia que nos permita ter uma ideia aproximada sobre
a natureza e a localizacao dos mesmos. Recorde-se que, de acordo com
a definigdo de valores préprios (ver §2.1.1), qualquer matriz, real ou com-
plexa, tem n valores préprios em @ (contando com as respectivas multipli-
cidades). Em particular, se A for uma matriz hermitiana, de acordo com o
teorema 2.1.8, estes valores sdo todos reais. Além disso, neste caso, sabemos
que a matriz A tem n vectores préprios linearmente independentes, que for-
mam uma base ortogonal no espago R™. Estes factos, por si sé, explicam
que as matrizes hermitianas (e, em particular, as reais simétricas) formam
uma classe ”priveligiada” no que se refere a problemas de valores e vec-
tores proprios. Nos paragrafos que se seguem, veremos que muitos métodos
numeéricos para calculo de valores proprios se simplificam bastante quando
se trata de matrizes hermitianas, podendo mesmo nao ser aplicaveis no caso
geral.

O nosso primeiro objectivo é determinar um majorante para o raio espec-
tral da matriz A. Isto significa determinar um circulo no plano complexo que
contenha todos os valores préprios de A (ou, no caso de estes serem todos
reais, um intervalo que os contenha). De acordo com o teorema 2.1.30, temos

ro(A) < ||Allar, (2.5.1)
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onde M representa qualquer norma matricial, associada a uma norma em E™.
Assim, podemos sem grande dificuldade calcular o majorante pretendido.
Note-se porém que a majoracao 2.5.1 pode ser bastante grosseira, pelo que
nao podemos tirar dela conclusdes validas sobre a ordem de grandeza dos
valores préprios ( ||Al|a pode ser muito maior do que o raio espectral).

O nosso objectivo seguinte, bastante mais ambicioso, é localizar cada
um dos valores préprios. Ou seja, para cada valor préprio A; determinar
um circulo no plano complexo (ou um intervalo real, no caso de matrizes
hermitianas) que o contenha. Vamos ver o que nos diz um conhecido teorema
sobre esta questao .

Teorema 2.5.1 (Gerschgorin). Seja A uma matriz de ordem n e seja A
um valor préprio de A. Entao sao vélidas as seguintes afirmacoes :

1. X pertence, pelo menos, a um dos circulos Z;, definidos pelas féormulas:

Zi = {2 €Q@: |z — ax| < ri}, (2.5.2)
onde .
ri = lagl,i=1,2,...,n. (2.5.3)
=1,

2. Se a reuniao de m daqueles circulos formar um conjunto conexo S,
disjunto dos restantes m — n circulos, entao S contém exactamente
m valores préprios de A (contando com as respectivas multiplicidades
algébricas).

Demonstracao . Seja A um valor préprio de A e seja x um vector proprio
associado a A. Seja k o indice da componente de = para a qual

loxl = max [z:] = [|l2/|oo-

De acordo com a defini¢ao de vector proprio, temos

(Az) = D agjzj = Ay,

=1
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de onde resulta .

(A — ag)z), = Z Qfj Tj,
=L,k
n
A= anlled € X gl o] < rellel (2.5.4)
=Lk

Dividindo ambos os membros da igualdade 2.5.4 por ||z||o, Obtém-se a primeira
afirmacao do teorema.

Para demonstrar a segunda segunda afirmagao consideremos a familia de
matrizes

A(e) = D + €E,
onde D = diag(ai1,a92,---,0n,), E = A — D, 0 <€ < 1. Representemos
os valores préprios de A(e) por A;(€),i = 1,...,n. Uma vez que \;(¢) sdo

as raizes do polinémio caracteristico de A(e) , cujos coeficientes sdo fungoes
continuas de e, estes valores proprios também sao fungoes continuas de e.
Para cada uma dessas fungoes verifica-se \;(0) = ag, A;(1) = A;. Represen-
temos por Z;(€) os circulos

Zi(e) = {z€@: |z — a;| < ers},

onde r; é definido por 2.5.3. De acordo com a primeira parte do teorema,
para cada e > 0 verifica-se \;(¢) € Z;(¢),i = 1,...,n. Por outro lado, se para
um certo ¢, Z;(€) ndo intersectar nenhum circulo Z;(¢), j # 1, entdo os gréficos
das funcoes correspondentes aos restantes valores proprios nao intersectam
Z;(€), pelo que Z;(e) nao pode conter outros valores préprios, além de \;(e).
No caso de m circulos se intersectarem, formando um conjunto conexo S,
entao esse conjunto contém exactamente m valores proprios. Esta afirmacao
mantém-se valida para qualquer valor de €, no intervalo ]0,1]. No caso de
€ = 1, obtém-se a segunda afirmagao do teorema. O

Corolario. Se, na féormula 2.4.29, somarmos ao longo de cada coluna de
A (e nao ao longo de cada linha), obtemos as grandezas:

n

= > layl,j=12,...,n (2.5.5)
i=1,i£j
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Os coeficientes r; estdo para a matriz AT como os coeficientes 7; estdo para
A. Logo, as afirmacoes do teorema de Gerschgorin aplicam-se a AT, com os
valores de r; substituidos pelos de r.. Mas como os valores préprios de AT
sao os mesmos que os de A, podemos concluir que as afirmacées do teorema
de Gerschgorin sdo validas, quer com os valores de r;, quer com os de 7.
Podemos assim aplicar o teorema nas duas formas e combinar os resultados
de modo a obter uma localizacao mais precisa dos valores préprios.

Exemplo 2.5.2. Sendo dada a matriz

11 0 0
12 1/20
A=lo1 6 1|

00 2 7

vamos localizar os seus valores préprios, segundo o teorema de Gerschgorin.
Neste caso, os circulos Z; sdo dados pelas férmulas (ver figura 2.3):

Zy ={z€@: |z — 1] < 1},
Zy = {z€@: |z — 2| < 3/2},
Zy = {z€@: |z — 6| < 2},
Zy ={z€C@: |z — 7| < 2}

Os circulos Z; e Z; intersectam-se, formando o conjunto S; = Z;|J Z5. Por
seu lado, os circulos Z3 e Z, intersectam-se entre si mas nao intersectam Z;
nem Z,. Se representarmos a sua reuniao por So, estamos na presenca de
dois conjuntos S; e Sy, cada um dos quais é conexo. Logo, de acordo com
o teorema de Gerschgorin, temos dois valores proprios de A em S; e outros
dois em S,.

Para podermos aplicar também o coroldrio do teorema de Gerschgorin,
calculemos os valores de 7, dados por 2.5.5:

rm=r =1 r =2 ry=5/2 r=1

Neste caso, a reunido dos conjuntos Z;,i = 1,...,4 forma um conjunto
conexo S, ao qual pertencem todos os valores proprios de A. Combinando as
afirmagoes do teorema de Gerschgorin e do corolario, podemos afirmar que
a matriz A tem 2 valores proprios em Sy (que estd contido em S) e outros
dois em S3 NS .
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Figura 2.3: Interpretacao geométrica do teorema de Gerschgorin para o ex-
emplo 2.5.2.
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2.5.2 Condicionamento do Problema de Valores Proprios

Ja vimos em §2.2 que pequenos erros relativos na matriz de um sistema
linear podem dar origem grandes erros relativos na sua solugao . Nesse caso,
diziamos que o sistema linear era mal condicionado. O condicionamento do
problema, de valores préprios define-se de modo parecido, mas considerando
os erros em termos absolutos. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, cujos
valores préprios sao Aq,..., A,. Suponhamos que A é substituida por uma
certa matriz A, tal que A’ = A + FE, a que chamaremos a matriz perturbada.
Pressupoe-se que a matriz F, que representa a perturbacdo de A, tem a norma
pequena, em comparagao com a de A (pode tratar-se, por exemplo, dos erros
de arredondamento que afectam as componentes de A). Seja A um valor
proprio de A’. Naturalmente,diremos que o problema de valores préprios
é bem condicionado, se existir, pelo menos, um valor préprio \; de A que
seja proximo de A.Neste sentido, é natural relacionar o condicionamento dos
valores préprios com o minimo das distancias de A aos valores préprios de
A. Mais precisamente, o problema de valores préprios para A diz-se bem
condicionado se, a pequenos valores de || E'|| corresponderem pequenos valores
de minj<;<, |A; — A|l. O exemplo que a seguir apresentamos mostra que nem
sempre assim acontece, ou seja, que, embora a perturbacado seja pequena, os
valores préprios de A’ podem ser bastante distantes dos de A.

Exemplo 2.5.3. Consideremos as matrizes

| 101 —=90 ;| 101 —€ =90 — €
A_lllo —98]’A_[ 110 —98

Partindo do principio que € tem um valor préximo de 0, a norma de E é
pequena em comparagao com a de A, mais precisamente, ||E||; = €. Verifica-
se, por calculo directo, que os valores préprios de A sao

)\1:1, )\2:2,

enquanto que os de A’ sao

!
1,2

(3—€+=vI—88c+e). (2.5.6)

N | —
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Desenvolvendo o segundo membro de 2.5.6 em série de Taylor, quando € — 0,
obtém-se as seguintes férmulas aproximadas:

!

~ 1 —¢/2 + 207 +O(€?)
1 )
b a2 —€/2 — 207e + O(é?). (2.5.7)

Vemos assim que

mini:m ‘)\Z — /\11| = ‘)\1 — )\Il|
mini:m ‘)\Z — /\12| = ‘)\2 — )\12|

~ 206.5¢,

~ 207.5¢.

Ou seja, um pequeno erro nas componentes de A pode gerar erros muito
maiores nos seus valores préprios. A razao do aumento, neste caso, atinge
mais de 200 vezes, em termos absolutos, pelo que se pode dizer que o problema
de valores proprios para esta matriz € mal condicionado.

Quando se trata de aplicar métodos numéricos para a determinacao de
valores e vectores proprios de uma matriz, € importante averiguar previa-
mente o condicionamento do problema, pois, se o problema for mal condi-
cionado, até os erros de arredondamento podem provocar alteragoes significa-
tivas dos resultados numéricos. A seguir, formulamos um dos mais conhecidos
teoremas sobre o condicionamento do problema de valores proprios.

Teorema 2.5.4 (Bauer-Fike). Suponhamos que A é uma matriz que tem
a forma candnica de Jordan diagonal, isto é, existe uma matriz nao singular
P tal que
P'AP = diag(\1, Mg, ..., \y) = D.

Seja E uma perturbacdo de A e A um valor préprio da matriz perturbada
A" = A+ E. Entao , para qualquer norma matricial M (associada a uma
certa norma vectorial) verifica-se

min (A — M| < [Pl 1Pl (1B (2.5.8)

1<i<n

A demonstracdo deste teorema encontra-se em [1]. O
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Uma consequéncia imediata do teorema anterior consiste em que, se A
for uma matriz hermitiana, para qualquer valor préprio A de A’ verifica-se
i — X! < |E],. 2.5.

ain A = Al < [|E]2 (2.5.9)

Esta majoragdo resulta da desigualdade 2.5.8, atendendo a que, quando A é

hermitiana, P é unitdria (ver teorema 2.1.8) e, por conseguinte, ||Plls = 1.

Isto permite-nos afirmar que o problema de valores proprios é bem condi-

cionado para qualquer matriz hermitiana. No caso geral, o condicionamento

do problema de valores préprios, sempre que se verifiquem as condigoes do

teorema 2.5.3, depende da norma de P.

Definigao 2.5.5. Seja A uma matriz que satisfaz as condicoes do teo-
rema 2.5.4 e M uma norma matricial. Chama-se numero de condi¢cdo do
problema de valores prdprios para A (na norma M) & grandeza

K(A) = |Pllm 1P~ |-

Exemplo 2.5.6. Consideremos de novo a matriz A do exemplo 2.5.3.
O teorema 2.5.4 pode ser aplicado a esta matriz, uma vez que todos os
seus valores préprios sao reais e distintos. Para o aplicarmos, precisamos
de conhecer a matriz P, a qual é constituida pelos vectores proprios de A.
Sabendo que A\; = 1, obtém-se facilmente um vector préprio associado a Aq,
com a forma v; = (1,10/9). Para o valor préprio Ay = 2, um vector préprio
associado serd ve = (1,11/10). Assim, a matriz P tem, neste caso, a forma

1 1
P= l 10/9 11/10 |

Para averiguar o condicionamento dos valores préprios de A falta-nos deter-
minar P~

100 —90

Pl l —99 90

Assim, se considerarmos, por exemplo, a norma por colunas, temos

K(A) =P [|IP7H, = 417.9.
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Se considerarmos a perturbacao de A introduzida no exemplo 2.5.3, temos
1Bl = e
Asssim, segundo o teorema 2.5.3,

min |\ — A < [Pl Pl | Bl = 4179 (2.5.10)

Esta majoracao estd de acordo com os resultados obtidos no exemplo 2.5.3.
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2.5.3 Meétodo das Poténcias

Um dos métodos mais simples para a determinacao de valores e vectores
préprios de matrizes é o método das poténcias. Este método, no entanto,
s6 nos permite determinar directamente um dos valores préprios da matriz
(o de maior médulo), pelo que nem sempre é indicado. Seja A uma ma-
triz real quadrada de ordem n, cuja forma canénica de Jordan é diagonal.
Representemos por \; os valores préprios de A, ordenando-os de tal forma
que
A1l > [Ae] > > A

Representaremos por z; um vector préprio associado ao valor préprio A;, i=1,. ..

Definicao 2.5.7.Dizemos que A; é o valor préprio dominante de A se \;
for o tnico valor para o qual se verifica

Ml > N i=2,.. 0

(Admite-se o caso de o valor préprio dominante ser miltiplo).

Note-se que uma matriz pode nao ter nenhum valor préprio dominante,
no caso de se verificar |\;| = |)\o|, mas \; # Ao. Neste pardgrafo, con-
sideraremos apenas matrizes com um valor proprio dominante \;. Este
valor proprio serd sempre real, pois doutro modo o seu complexo conju-
gado também seria valor préprio de A e A\; nao seria dominante. Se a matriz
nao tiver um valor proprio dominante, entao o método das poténcias nao é,
de um modo geral, aplicavel.

O método das poténcias é um método iterativo, segundo o qual se cons-
troi uma sucessao de vectores {2(¥)}2  que converge para o vector préprio ;.
Paralelamente, determina-se uma sucessao numeérica {/\gk)},;“;o, que converge
para \;. Assim, comeca-se por escolher um vector z(¥) (em geral, aleatério)
que constitui a aproximagcao inicial do vector préprio. Este vector deve ape-
nas satisfazer a condicao

129l = max 2] =1.
i=1,...,n ¢

)

Para construir cada aproximacdo 2z, determina-se previamente o vector
auxiliar w®, através da férmula

w® = A kD, (2.5.11)
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Conhecido o vector w®), a iterada z*) define-se do seguinte modo:
(k)
PON. (2.5.12)
(873

onde oy ¢ a componente de w®*) que tem maior médulo (se houver mais do
que uma componente nessas condigoes escolhe-se a que tiver menor indice).
As relagoes de recorréncia 2.5.11 e 2.5.12 definem o esquema iterativo do
método das poténcias. A féormula 2.5.12 garante que, para qualquer n, se
tem ||z®)|| = 1. Verifiquemos que a sucessdo {z(¥}2°  converge para um
vector colinear com x;.

Comecamos por demonstrar, por inducao , que, para um termo genérico
da sucessao , se verifica

K Ak 2(0)

= _— k=12, ... 2.5.13
Ok ||Akz(0)||oo7 g ) ( )

onde o} ¢ um factor de sinal, isto é, s6 pode ter o valor 1 ou —1.
Vejamos o caso kK = 1. De acordo com as férmulas 2.5.11 e 2.5.12,

ey A 20
w z
= =0 — 2.5.14
Admitamos agora que a féormula 2.5.13 é vélida para £k = m > 1. Entao
podemos escrever
Lm+1) wm Y = u Az = luam—Am-H 20 (2.5.15)
Qi1 |4 20| oo [ A 20"

onde y = £1. Considerando 0,1 = po,, a igualdade 2.5.15 é a aplicagao
da féormula 2.5.13 no caso k = m + 1. Assim, a formula 2.5.13 fica demons-
trada por inducao . O

Vamos agora utilizar a férmula 2.5.13 para demonstrar a convergéncia do
método das poténcias. Uma vez que, por hipdtese, os vectores préprios de A
formam uma base em R™, podemos escrever

29 =3 q;a;. (2.5.16)
j=1
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Vamos admitir que o coeficiente o; deste desenvolvimento é diferente de zero,
o que, em geral, se verifica, se 2(9 for aleatério. Utilizando a igualdade 2.5.16,
obtém-se

Ak Z(O) = ;-L:l Q; Ak T; =
= Sho o Ny = (2.5.17)
A.
= M [orm+ Sy o5 (3 2]
Atendendo a que A; é o valor préprio dominante, temos % < 1,j=2,...n.
Nk
Por conseguinte, (%i_l\) — 0, quando k& — oo, 7 = 2,...,n. De 2.5.17 e
2.5.13 conclui-se entao que
MNeag x
*) g1 e T
2% & oy = Jy : (2.5.18)
[AulF o [z [EFY]P
onde gy = =+£1. Se o vector z; tiver uma tunica componente de modulo
maximo, entao, a partir de um certo k, teremos g = const. No caso de

haver mais do que uma componente de x; com o mdédulo maximo, entao
o sinal J} depende da iterada. Em qualquer dos casos, podemos sempre
assegurar que o método das poténcias converge, verificando-se

lim d2® = 2!, (2.5.19)

k—00

1
[ENES
uma estimativa da norma do erro de z*), podemos utilizar a igualdade 2.5.17.
Considerando no segundo membro de 2.5.17 o primeiro termo do somatério e
ignorando os restantes (que convergem mais rapidamente para 0), obtém-se

onde 7 representa o vector préprio normalizado: =} = . Para obtermos

k

A
2, (2.5.20)

12% — Graille < C |
At

onde C' é uma constante real (ndo depende de k). Concluimos, portanto,
que a sucessio {dy 2¥)}22 , converge linearmente para x'.

Entretanto, o método das poténcias permite-nos também construir uma
sucessao numérica \¥ que converge para \;. Com esse fim defina-se

k
A = Tm e =12, (2.5.21)



onde m é o indice de uma das componentes (em geral, escolhe-se a com-
ponente de maior médulo de 2~V para garantir que o denominador nao
se anula). A fim de obtermos uma estimativa do erro de )\gk) procede-se do
mesmo modo que no caso de z¥) Transformando a igualdade 2.5.21 de acordo
com 2.5.11 e 2.5.13, temos

(k—1) Ak ,(0)
A= T = (A 0), (2.5.22)

Aplicando a férmula 2.5.17 no numerador e no denominador de 2.5.22, obtém-
se

N [or 21 + Tjo 0505/, (2.5.23)
1 - — n ’ o
M e + Tfp 050/ M)

)] | 2524

Por conseguinte, a sucessao {/\gk)},ﬁ"zo também converge linearmente para A;.

Nas féormulas 2.5.20 e 2.5.24 verifica-se que o factor assimptético de con-
vergéncia, em ambos 0s casos, é ks = R—fl, o que significa que a convergéncia
do método das poténcias é tanto mais rapida quanto mais pequeno for este
quociente. Uma vez que, em regra, o valor de A\, ndo é conhecido, nao
¢ possivel determinar, a priori, o factor assimptdtico de convergéncia. No
entanto, se forem conhecidas trés aproximacgoes sucessivas de \;, nomeada-
mente )\gk*l), )\gk) e )\gkﬂ), ¢ possivel obter uma estimativa de k., utilizando
uma féormula andloga a que se aplica no caso de métodos iterativos para sis-
temas lineares (ver §2.4.4). Assim, se for conhecido que limy_,q )\gk) = A,

define-se R%) pela férmula

de onde se conclui que

AW =y,

R® = L k=2,3,.... (2.5.25)

Uma vez que /\gk) converge linearmente para A;, podemos afirmar que o
médulo de R converge para o factor assimptético ks. Assim, a partir de
uma certa ordem k, os valores de |R®)| dio -nos boas aproximagdes de k.
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Estas aproximacgoes podem ser utilizadas, em particular, para obter estimati-
vas do erro, a semelhanca do que fizemos no caso dos métodos iterativos para
sistemas lineares. Mais precisamente, repetindo as operacoes que efectudmos
nas férmulas 2.4.66 a 2.4.70, obtém-se as seguintes estimativas do erro:

1

‘)‘gk) -\ < ﬁ\Aﬁk“) — )\gk)\, (2.5.26)
koo
A=A < T A ), (2.5.27)

Assim, conhecendo apenas a diferenca entre as duas ultimas iteradas e um
valor aproximado de ko, obtido com base em R*), podemos majorar o erro
de qualquer aproximagcao de A, obtida com base no método das poténcias.

Exemplo 2.5.8 . Consideremos a matriz real
2 =2
R
Os seus valores proprios podem ser determinados directamente: Ay =6, Ay = 1.
Utilizamos este exemplo simples para ver como funciona o método das poténcias.
Partindo da aproximacao inicial z®) = (1, 0), obtivemos os valores de w*) z(¥)
e /\gk), de acordo com as férmulas 2.5.11, 2.5.12 e 2.5.21, respectivamente. Os
valores obtidos estao representados na tabela 2.4. Nesta tabela, além das su-
cessivas aproximagoes do vector proprio 1, sao apresentadas as aproximagoes
)\gk) do valor préprio dominante e, a partir de £ = 2, os valores do quociente

R™)_ definido pela férmula 2.5.25. Com base na férmula 2.5.27, obtém-se a
seguinte estimativa do erro de )\gﬁ):

0.166 ()

© | <
R I R TTAA

— | = 0.000641. (2.5.28)

Comparando o valor aproximado )\§6) com o valor exacto de A, verifica-se

que a estimativa obtida estd muito proxima do valor real do erro. Isto esta

relacionado com o facto de utilizarmos uma boa aproximacao para k. Com

efeito, o valor R(®), utilizado na estimativa do erro, é muito préximo do valor
— A _ 1

exacto de ko, que, para este exemplo, é ko, = Y=g -
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w%k) wék) z§’“) zék) )\gk) R®)

2 -2 1 -1 2
4 -7 —0.571429 | 1 7
—3.14286 | 6.14286 | —0.511628 | 1 |6.14286 | 0.136
—3.02326 | 6.02326 | —0.501931 | 1 |6.02326 | 0.1622
1
1

—3.00386 | 6.00386 | —0.500321 6.00386 | 0.1626
—3.00064 | 6.00064 | —0.500053 6.00064 | 0.1656

DT W N |

Tabela 2.4: Resultados da aproximacao numérica, pelo método das poténcias,
do valor préprio dominante e de um vector préprio associado (exemplo 2.5.8)
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2.5.4 Aceleracao de Convergéncia

Quando se utilizam métodos iterativos para aproximar as raizes de uma certa
equagdo (em paticular, os valores préprios de uma matriz) assumem grande
importancia as chamadas técnicas de aceleragdo de convergéncia, que nos
permitem melhorar significativamente a precisao dos resultados, sem que
isso implique um grande aumento do volume dos célculos.

A ideia fundamental da acelera¢do de convergéncia, que hoje em dia cons-
titui um dominio em expansao da andlise numérica, consiste em transformar
uma sucessao inicial dada (em geral, aproximagoes sucessivas da grandeza que
se pretende calcular) noutra sucessao, que converge para 0 mesmo limite, mas
mais rapidamente.

Por exemplo, suponhamos que ¢ dada uma certa sucessao de nimeros
reais {7(™},cn, da qual se sabe que converge linearmente para um certo
r € R. A partir dessa sucessao , pode obter-se uma nova sucessao {y(")}ne N
que converge também para x, mas com uma ordem de convergéncia igual a
2 (quadratica). Uma transformacao de sucessoes deste tipo chama-se um
método de extrapolagdo . Um dos métodos de extrapolacao mais conhecidos,
que se aplica a sucessoes de congergéncia linear, éa extrapolacio de Aitken.

A extrapolacdo de Aitken é aplicdvel sempre que os termos da sucessao
inicial satisfazem a igualdade aproximada

2" — & ke (a™ — 1), (2.5.29)

onde = é o limite e ky € o factor assimptético de convergéncia da sucessao.
No caso de utilizarmos o método das poténcias, as aproximacoes sucessivas
do valor préprio dominante, como vimos no paragrafo anterior, convergem
linearmente e satisfazem uma igualdade aproximada, idéntica a 2.5.29. Vi-
mos também que, no caso da convergéncia linear, o factor assimptético de
convergéncia pode ser estimado, uma vez conhecidos trés termos consecutivos
da sucessao, pela seguinte igualdade aproximada:

pmt1) )

koo ™ oy —gmn

(2.5.30)
Substituindo 2.5.30 em 2.5.29 obtém-se

PR PO Ay (A O (2.5.31)



Note-se que, se a igualdade 2.5.31 se verificar exactamente para uma certa
sucessao (como acontece para as progressoes geométricas), dela pode obter-se
imediatamente o limite dessa sucessao, resolvendo-a como uma equagao em
ordem a x. Nesse caso obteremos

(x(n—l—l) _ x(n) )2

(x(n+1) — aj(”)) — (x(n) —,x(n*l))’

(n+1) _

T =1 n=1,2,... (2.5.32)

Na maioria dos casos que nos interessam, a igualdade 2.5.31 é apenas apro-
ximada, pelo que dela apenas podemos obter um valor aproximado de z.
Representando esse valor por ¥, temos

(CC(”_H) o x(n))2

(n+1) _ ,.(n+1) _ -
’ - @mﬂ)—xw)—(ﬂm_xmqn’"—1ﬂwn(25%)

A extrapolacio de Aitken consiste em substituir a sucessio inicial {2(™},en
pela nova sucessio {y™},cn, cujos termos sio obtidos pela férmula 2.5.33.
Este método de extrapolagao é estudado com profundidade em [4]. Em
particular, estd provado que, se a sucessao inicial for convergente, a nova
sucessao converge para 0 mesmo limite e que, se a convergéncia da sucessao
inicicial for linear, entdo a convergéncia de {y(")}ne ~ € pelo menos, quadratica.

Daqui resulta o grande interesse pratico da extrapolacao de Aitken, quando
se utilizam métodos iterativos de convergéncia linear, como é o caso do
método das poténcias. No exemplo que se segue, vamos ver como a extra-
polagao de Aitken permite acelerar a convergéncia do método das poténcias,
aplicado a um caso concreto.

Exemplo 2.5.9. Voltando a matriz do exemplo 2.5.8, consideremos a
sucessao {)\gk)}ke ~ que aproxima o valor préprio dominante daquela matriz.
Na tabela 2.5 estao repressentados varios termos da sucessao )\gk), bem como
os respectivos erros. Além disso, nesta tabela estao representados os ter-
mos correspondentes da sucessio u*), obtidos mediante a extrapolacio de
Aitken, seguidos dos seus erros. Pela andlise desta tabela verifica-se que a
extrapolacao de Aitken permite obter resultados muito mais precisos, com

um custo relativamente baixo em termos de calculo.
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AT = AP u® [ = B
7 1
6.14286 0.14286
6.02326 0.02326 6.00387 0.00387
6.00386 0.00386 6.00010 0.00010
6.00064 0.00064 6.00000 | < 0.000005

O U W N

Tabela 2.5: Aceleracao da convergéncia do método das poténcias através da
extrapolacao de Aitken.
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Capitulo 3

Equacoes e Sistemas
Nao-Lineares

Neste capitulo, trataremos de métodos iterativos para a determinacao de
raizes de equagoes e sistemas ndo-lineares. Naturalmente, o cdlculo destas
raizes levanta problemas mais complexos que a resolucao dos sistemas lin-
eares, estudados no capitulo anterior. A prépria existéncia de raizes reais de
uma equagao nao-linear é, por vezes, dificil de averiguar. A determinagao
destas raizes através de féormulas explicitas é, na grande maioria dos casos,
impossivel.

Tomemos como exemplo uma equagao algébrica de grau n, cuja forma
geral é:

A 2" + ap_1 2" P+ .+ a1z + ay = 0.

Embora seja conhecido que uma equacao deste tipo tem n raizes complexas,
nem sempre é facil determinar quantas dessas raizes sao reais e, no caso de
n > 4, ndo existem féormulas resolventes para as calcular.

Se considerarmos o caso mais geral de uma equacao com a forma

onde f é uma certa funcao real, de varidvel real, nao é simples, na maioria
dos casos, saber se a equacao tem raizes reais ou quantas tem. Assim, quer
para averiguar a existéncia de solucoes de uma equacgao ou sistema nao-
linear, quer para aproximar essas solugoes , somos levados a fazer um estudo
prévio da funcdo f, aplicando conhecimentos de andlise matematica. Um dos
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instrumentos de andalise mais importantes a que vamos recorrer é o teorema
do ponto fixo de Banach, de que falaremos no préximo paragrafo.
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3.1 Método do Ponto Fixo

Ao estudarmos os métodos iterativos para sistemas lineares, vimos que uma
das maneiras de resolvermos um sistema consistia em reduzi-lo a forma

x =9+ Cuz, (3.1.1)

onde g € R™,C € L". Este procedimento pode ser generalizado para equagoes
ou sistemas nao-lineares, ficando neste caso a equagao (ou o sistema) reduzido
a forma

z = G(z), (3.1.2)

onde G éuma funcao, definida num certo conjunto X.

Definicao 3.1.1. Seja X um conjunto num certo espago normado E e
G uma aplicacao de X em E. Entao x € X diz-se um ponto fixo de G se e
sése r = G(x).

Assim, calcular as raizes da equacdo (3.1.2) equivale a determinar os
pontos fixos de G.

Um método iterativo muito simples, utilizado para aproximar o(s) ponto(s)
fixos de uma dada fungao G é o chamado método do ponto fizo, que con-
siste no seguinte. Escolhendo como aproximacao inicial um certo (¥ € X,
constroi-se uma sucessio {z¥)}, ., tal que

L+ G(:c(k)), k=0,1,... (3.1.3)

Se a funcao G, a que chamaremos funcao iteradora, for continua em X,
verifica-se facilmente que, caso a sucessao considerada convirja, ela s6 pode
convergir para um ponto fixo de G. Com efeito, admitamos que a sucessao
converge e representemos o seu limite por z. Entdo podemos escrever

k—00 k—00

G(z) =G (,}im x““)) = lim G(z®) = lim 2**Y = 2, (3.1.4)
—00

donde resulta que z é um ponto fixo de G.

No entanto, o método do ponto fixo nem sempre converge. A sua con-
vergéncia depende da funcao iteradora e da aproximacao inicial escolhida.
Vejamos um exemplo simples.
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) -2 -1 2
)| —1.8646 | —1.6321| 5.3891
)| —1.8451 | —1.8045 | 216.997
) | —1.8420 | —1.8355 | 1.7 x 10%
)
)
)
)

@ | —1.8415 | —1.8405
z®) | —1.8414 | —1.8413
z® | —1.8414 | —1.8414
27 | —1.8414 | —1.8414

Tabela 3.1: Sucessoes obtidas pelo método do ponto fixo para o exemplo
3.1.2

Exemplo 3.1.2. Seja £ = R. Consideremos a equagao
flz) =€ —2z —2=0. (3.1.5)
Esta equacao também pode ser escrita na forma
x =€ —2. (3.1.6)

Neste caso, determinar as raizes da equagao (3.1.5) equivale a calcular os
pontos fixos da fun¢ao G(z) = e* —2. Uma vez que G(—1) < —le G(-2) >
—2, pelo teorema do valor intermédio conclui-se que esta fung¢ao tem um
ponto fixo no intervalo] — 2, —1[. Designemo-lo z;. De modo andlogo se
verifica que ela tem um ponto fixo no intervalo ]1,2[, que designaremos z,.
Por outro lado, pelo teorema de Rolle a equacdo (3.1.5) nao pode ter mais
que duas raizes, visto que f'(z) = e* — 1 sése anula em z = 0. Logo a
funcao G, neste caso, tem exactamente dois pontos fixos, que sao as raizes da
equagio (3.1.5). Tentemos obter aproximagoes de z; e zy através do método
do ponto fixo. Se tomarmos como aproximacao inicial z(® = —2, obtemos
a sucessao que estd representada na primeira coluna da tabela (3.1). Se
tomarmos como aproximacao inicial £ = —1, obtemos a sucessido que se
encontra na segunda coluna. Em ambos os casos, os nimeros obtidos indicam
que as sucessoes convergem para o mesmo limite, aproximadamente igual a
—1.8414. De acordo com o que acima dissemos, este é o valor do ponto fixo z;.
Se, no entanto, tomarmos como aproximacao inicial z(® = 2, obtemos uma
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sucessao divergente. Se tentarmos outras aproximacoes iniciais, verificaremos
que as respectivas sucessoes ou convergem para z;, ou divergem. Em nenhum
caso se obtém uma sucessao que convirja para zs.

A fim de investigar as condi¢oes que garantem a convergéncia do método
do ponto fixo, vamos recorrer a um teorema importante da analise, conhecido
como o teorema do ponto fizo. Antes de o podermos formular, necessitamos
de introduzir algumas definigoes.

Definicao 3.1.3. Seja F um espago normado, X C E e G uma funcao
de X em E. A funcdo G diz-se lipschitziana em X, se e s6 se existir uma
constante ¢, tal que

|G (x1) — G(z2)]| < qllz1 — z2||, Vz1,29 € X. (3.1.7)

Ao infimo de todas as constantes ¢, para as quais a desigualdade (3.1.7)
se verifica, chama-se constante de Lipschitz de G em X e representa-se por

LG,X-

Definigao 3.1.4. Diz-se que G' é uma contrac¢ao (ou uma funcdo con-
tractiva) em X se e s6 se G for lipschitziana em X e Lg x < 1.

Exemplo 3.1.5. Seja F = R e G(zr) = z% Verifiquemos para que

valores de r a fun¢do G é contractiva em X = [—r,7]. Temos
|G(z1) — G(z3)| = |23 — 23] = |21 — @2|.|11 + 2] (3.1.8)
Se x1 e x9 pertencerem a X, podemos escrever
Ty + 22| < r 4+ 1r = 2r (3.1.9)
Substituindo (3.1.9) em (3.1.8), obtém-se

|G(z1) — G(x2)| < 2r|z1 — 29, (3.1.10)
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donde se conclui que G é lipschitziana em X, com a constante Lg x = 2r.
Por conseguinte, se r < 1/2, podemos afirmar que G é contractiva em X.

No caso de fungoes de uma varidvel real, a condi¢ao de contractividade
pode ser expressa noutros termos, tornando-se mais facil a sua verificacao.

Teorema 3.1.6. Seja G uma funcdo com dominio em X = [a, b] e valores
reais e suponhamos que G € C'([a,b]). Entdo G é contractiva em X se e s6

se

G'(2)] < 1. 3.1.11
max |G'(z) (3.1.11)

Demonstragao. Pelo teorema de Lagrange, quaisquer que sejam z; e
To, pertencentes a [a, b], existe & € [x1,x2], tal que

|G(z1) — G(z2)] = |G'(&)||z1 — 2. (3.1.12)
Entao podemos afirmar que a constante de Lipschitz de G é

Le = max |G'(z)] < 1, (3.1.13)
z€[a,b]
donde se conclui que G é contractiva em [a, b].
Demonstremos agora a inversa. Suponhamos que existe em [a, b] um certo
y, tal que |G'(y)| > 1. Entretanto, pelo teorema de Lagrange, para qualquer
h > 0, existe § € [0, 1] tal que

G(y+h) — G(y)| = |G"(y + 6h)| h. (3.1.14)

Visto que G’ é continua em [a, b],para qualquer p < 1, existe hg tal que
|G'(y + 6ho)| > p. Escrevendo a desigualdade (3.1.14) com h = hy, obtém-se

Gy + ho) — G(y)| = |G'(y + 0ho)| ho > phy. (3.1.15)

A desigualdade (3.1.15) implica que G nao é contractiva em [a, b], ficando
assim demonstrado o teorema. O

No caso mais geral em que G' é uma fun¢ao de R™ em R"™, com derivadas
parciais continuas, a contractividade pode ser verificada através da sua matriz
jacobiana.
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Definicao 3.1.7. Seja G uma funcgao vectorial, tal que
G(z) = (G1(x), Ga(x), ..., Gp(x)),

onde G; é uma funcao escalar com dominio em X C R™. Se em X exis-

tirem as derivadas parciais gGi,i,j € {1,...,n} chama-se jacobiana de G e
;j

representa-se por Jg a matriz

909Gy 9Gy
o1 Tt Qxp
G2 G
Jo(z) = | = on | (3.1.16)
9Gn 9Gn
o1 Tt Oz

Teorema 3.1.8. Seja X um conjunto convexo ! em R™ e G uma funcao
vector com dominio em X e valores em R™. Entdo, se as derivadas parciais

gTCi?,i,j € {1,...,n} forem continuas em X e se

supgex||Ja (@) < 1, (3.1.17)

G é contractiva em X (segundo a norma do méximo).

Demonstracao . Sejam z; e x5 dois elementos de X. Segundo o teorema
de Lagrange para funcoes de n variaveis, para cada fun¢ao G; existe um ponto
&;, pertencente ao segmento [x1, Ts], tal que

Gz(xl) - G,(SEQ) = (VGZ(fZ),.QIl - SEQ), (3118)
onde
VGs(z) = (gfgf) ie{l,...,n}, (3.1.19)
1 n

e os paréntesis curvos no segundo membro de (3.1.18) denotam o produto
interno de vectores. Note-se que todos os pontos &; pertencem a X, uma vez

1Um conjunto X diz-se convexo se, para quaisquer x;,z» pertencentes a X, todos os
pontos do segmento [z, 2] também pertencerem a X.

133



que este conjunto é convexo. De (3.1.18) e (3.1.19) obtém-se

Gi(z1) — Gi(xa)| < maxj=y,_nl|21; — 25| X7y Z—f;(&) = [[VGi(&)ll1 |71 — 22|00,
ie{l,...,n}.
(3.1.20)
Seja i’ o indice para o qual se verifica
Gir(21) — G (22)| = [|G(21) — G(22)]|oo-
No caso de i = ¢/, a desigualdade (3.1.20) toma o aspecto
|G (1) — G(@2)]lo < [[VGir(&r)ll1 |21 — 22| co- (3.1.21)
Atendendo a que
IVGe(€lh < max 3 2% g) = elell < 1. (3:1.22)
DAY 1_1SiSnj:16$j ) G\ ] ) et

de (3.1.21) resulta que G é contractiva em X, segundo a norma do méximo.
O

Nalguns casos, pode ser mais cémodo considerar em R"™ outras normas
que ndo a do maximo, por exemplo, a norma ||.||;. Por isso enunciamos aqui
o seguinte teorema, analogo a 3.1.8.

Teorema 3.1.9. Seja X um conjunto convexo em R™ e G uma funcao
vectorial com dominio em X e valores em R™. Entao , se as derivadas parciais

gf;,i,j € {1,...,n} forem continuas em X e se

supgex||Ja(z)|1 < 1, (3.1.23)

G é contractiva em X (segundo a norma |||1).

Para nao nos tornarmos repetitivos, nao apresentamos a demonstragao
deste teorema, que pode ser obtida por um raciocinio semelhante ao do teo-
rema anterior.
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Estamos agora em condicoes de formular o teorema do ponto fixo, para
espacos normados de dimensao finita, por exemplo, os espacos R™.

Teorema 3.1.10 (Teorema do ponto fizo). Seja E um espago normado
de dimensao finita ¢ X um sub-conjunto fechado de E. Seja G uma funcao
contractiva em X, tal que G(X) C X. Entao sdo verdadeiras as afirmagoes

1. G tem um tnico ponto fixo z em X.

2. Se {2}, for uma sucessio de termos em E tal que z(¥ € X e
2+ = G(2®),Vk € N, entdao 2 — 2.

3. Se G satisfaz em X a desigualdade (3.1.7) com a constante ¢ < 1, entao
sao validas as desigualdades

|z — 2| < gl]lz™ — 2||, Vn e N. (3.1.24)

|2 — 2@ vm € N. (3.1.25)

(ll) — <
X ¥4

Demonstracao . Em primeiro lugar, note-se que se z® € X, entdo
+®) € X, Vk, visto que G(X) C X. Comecemos por provar que a sucessio
de que se fala no ponto 2 é convergente. Para tanto, basta provar que ela é
uma sucessao de Cauchy. Uma vez que GG é contractiva em X, existe uma
constante ¢ < 1, tal que

|G (z1) — G(x2)|| < ql|lz1 — 22||, V1,29 € X. (3.1.26)

Em particular, se tivermos dois termos consecutivos da sucessao considerada
verifica-se
|z*+) — 2®)|| < g lz® — 2*Y]|, Vk e N. (3.1.27)

Sejam agora z(™ e z(™ dois termos quaisquer da sucessio , com n > m.
Entao podemos escrever
2™ — 2| = ||z — =D 4 =D — g(=2) 4y gmtl) _ glm)|| <
la®) = 2D 4+ o0 — gD 4 [ - g,
(3.1.28)
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Das desigualdades (3.1.27) e (3.1.28) obtém-se

20 = 2| < (T L+ g 1) [ — 2| <

3.1.29
St D) fa® - 2, (3:1.29)

|
7" (q
A soma que figura no segundo membro de (3.1.29) é a soma de uma progressao

geométrica de razao q. Como ¢ < 1, podemos escrever

n—m—1 m
Y ¢ < 4 VneN. (3.1.30)
k=0 l—gq

Substituindo (3.1.30) em (3.1.29), obtém-se

T fe® = 2O, Vn > m. (3.1.31)
—q

(m) _ )| <
o™ — 2| < -

Da desigualdade (3.1.31) resulta que Ve > 0, existe ng € IN tal que
|2 — ™| < €, Ym,n > ng. (3.1.32)

Daqui resulta, por definicao que a sucessao considerada é uma sucessao de
Cauchy e, logo, converge. Representemos por z o seu limite. Uma vez que X
é fechado, z € X. Provemos agora que z é um ponto fixo de G. Utilizando
o facto de G ser contractiva, podemos escrever

|27 = G(2)|| = G(™) = G| < qlla™ =2, Vm.  (3.1.33)

Logo ||z(™*) —G(2)|| — 0, de onde resulta que ™ — G(z), quando m — oo.

Por conseguinte, G(z) = z, tal como se pretendia demonstrar. Fica assim
demonstrado o ponto 2 do teorema. A desigualdade (3.1.24), por sua vez,
resulta de (3.1.33). Quanto a desigualdade (3.1.25), ela obtém-se de (3.1.31),
se fizermos n tender para infinito. Resta-nos provar que z é o lnico ponto
fixo de G em X. Suponhamos que existem dois pontos fixos de G em X e
representemo-los por z e 2. Uma vez que G é contractiva, temos

IG() =G = 11" =2l < qll' - 2], (3.1.34)

donde
I = 2[[ (1 — q) < 0. (3.1.35)
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Uma vez que 1 — g > 0, de (3.1.35) resulta que 2’ = z. O

Exemplo 3.1.11. Consideremos de novo a equac¢ao do exemplo 3.1.2:
ef—r—2=0. (3.1.36)

Vimos que esta equacdo tem uma e sé uma raiz no intervalo X = [1,2], a
qual representdmos por z;. A equagdo (3.1.36) pode ser escrita na forma
G(z) = z, onde G(z) = e® — 2. Verifiquemos se a fun¢do G satisfaz em X
as condicoes do teorema do ponto fixo. Uma vez que G é diferenciavel e se
verifica

' _ 1
rglee}g(\G ()] = e <1, (3.1.37)

Podemos afirmar, de acordo com o teorema 3.1.8, que G é contractiva em
X e a sua constante de Lipschitz éLgx = e™'. Resta-nos verificar que
G(X) C X. Neste caso, uma vez que G é cresente em X, basta-nos verificar

os valorees da funcao nos extremos do intervalo. Assim temos
G(-1)=e¢'-2=-1632; G(-2)=e¢?—2=—1.865. (3.1.38)

Uma vez que G(—1) € X e G(—2) € X, podemos concluir que G(X) C
X. Logo, podemos aplicar o teorema do ponto fixo, o qual nos diz que a
funcao G tem um tnico ponto fixo em X.Por construcao , esse ponto fixo é
a raiz z; da equacdo (3.1.36).Segundo o mesmo teorema, o método do ponto
fixo vai convergir para z;, qualquer que seja (¥’ € X. Em particular, as
sucessoes que estao representados nas primeiras duas colunas da tabela (3.1)
convergem para z;. Com base na desigualdade (3.1.25), podemos obter a
seguinte estimativa do erro:

2 — | < %Lr(l) — 2O, ¥Ym e N. (3.1.39)
—e
Em particular, no caso de 2(¥) = —2 e m = 4, obtém-se
2™ — 2| < 0.003923; (3.1.40)
no caso de (9 = —1 ¢ m = 4, obtém-se
2™ — 2| < 0.0183. (3.1.41)
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No que diz respeito a raiz z, , situada no intervalo [1, 2], é facil verificar que a
funcao G considerada nao é contractiva em nenhuma vizinhanga desta raiz.
Com efeito, verifica-se
min |G'(z)] = e' > 1. (3.1.42)
z€[1,2]
Neste caso, podemos afirmar que o método do ponto fixo, com a funcao
iteradora considerada, nao converge para z,, qualquer que seja a aproximacao
inicial.

Exemplo 3.1.12. Consideremos o sistema de duas equacoes

{3x1+ 2 =0

2 1 3e = 1 (3.1.43)

Vamos utilizar o teorema do ponto fixo para provar que este sistema tem
uma Unica raiz no conjunto

X = {(z1,22) e R*: —1/3 <2, <0; 0< 25 < 1/3} (3.1.44)
Com esse fim, o sistema (3.1.43) pode ser reescrito na forma z = G(z), onde
.’.UZ
Gi(z1,22) = —3
(3.1.45)
—a?
Go(z1,29) = - 3 -

Verifiquemos se a fungdo G, definida por (3.1.45), satisfaz as condigbes do
teorema do ponto fixo em X. Em primeiro lugar, constata-se que o conjunto
X é um quadrado, contendo a sua fronteira, pelo que é convexo e fechado.
Além disso, vemos que as derivadas parciais de GG1 e G5 sao continuas em X,
de tal modo que a jacobiana de G tem a forma

0 219

T3
Ja(z1,22) = (3.1.46)

_ 23 0
3
Assim, podemos escrever
2|z9| 2|z

|G (z1, 22)||c = maz (%, %) (3.1.47)
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de onde resulta que

V]

la(z1, 22)|lo < = < 1 V(x1,22) € X. (3.1.48)

©

Com base no teorema 1.8 podemos, portanto, afirmar que G é contractiva
em X (segundo a norma do maximo) com a constante ¢ = %. Para podermos
aplicar o teorema do ponto fixo, precisamoas também de verificar que
G(X) C X.

Seja x = (x1,x9) € X. Entao

Gi(z1,20) = —? € [-1/3,0]
(3.1.49)

Golr,s) = S5 € [0,1/3),

Por conseguinte, temos (G4 (z1,22), Ga(x1,22)) € X, de onde se conclui que
G(X) C X.

Logo, a funcao G satisfaz as condig¢oes do teorema do ponto fixo em X.
Assim, podemos garantir que aquela fun¢do tem um unico ponto fixo em
X, que, por constru¢do , serda unica raiz do sistema (3.1.43) no referido
conjunto.

Podemos também aplicar o método do ponto fixo para aproximar a raiz
considerada. Tomemos como aproximacao inicial qualquer ponto do conjunto
X, por exemplo, a origem das coordenadas: z(¥) = (0,0). Entdo obtém-se
as seguintes aproximacoes sucessivas:

A = @000 = 0 (3.1.50)
) = Gy(0,0) = L

2P = Gi(0,1/3) = -4 (3.1.51)

22 = Gy(0,1/3) 3

Tentemos agora obter uma estimativa do erro da iterada . De acordo com
a desigualdade (3.1.25), podemos escrever

2
12® — 2|0 < 1q—||x(1) — 29|, (3.1.52)
—q
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onde ¢ = Z. Neste caso, temos ||z(1) — 20|, = 1/3; logo

41 4

Esta tltima estimativa poderia ser refinada se, em vez da desigualdade (3.1.25),
aplicassemos a desigualdade

o) = 2l < ) — 2™, 3154
—4q

que também se pode deduzir do teorema do ponto fixo. Nesse caso obteriamos

2
12? = 2]l < ——[2® — 20|

= = 3.1.55
= 1-9¢ 189 ( )
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