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INSTITUTO SUPERIOR TECNICO
Licenciatura em Matematica Aplicada e Computacao

MATEMATICA COMPUTACIONAL

Resolugao do Exame de 28 de Junho de 2010

T
g, tem um tnico ponto fixo z, em } 5 7T|: =1
< hy, hu(z)=g,(r) — 2, tem um unico zero em [

Esta segunda proposi¢ao é uma consequéncia do teorema do valor
intermédio de Bolzano e do teorema de Rolle, pois:

hu<g):,u—g>0, hy(m) =—m <0

b, (r) = pcos(r) —1<0, Vze [g,ﬂ']

Sendo g € C*(V., ), onde V., é uma vizinhanca de z,, entao:

: = /
(i) a sucessdo converge para 2, se |g,(z,)] <1
para x, suficientemente perto de z,;

(ii) a sucessao nao pode convergir para z, se |g,(z,)| > 1
(excepto se ”excepcionalmente” zj, = 2, para algum k).

Conclui-se portanto que o valor de pu, uy, tal que
190, ()| = =3, (20,) = 1
onde z,, satisfaz a equacao

G (Zﬂb> = Zu,

¢ o valor pretendido. Este sistema de equagoes pode escrever-se:

{ ey sin(z,,) = 2, { 2, +tan(z,,) =0
ou

= +/1+ 22,

22 COS(ZM;> =-1



Para concluir que este valor existe e é inico basta mostrar que a funcao
f(z) = 2+ tan(z)
d . . . 7T .
tem uma Unica raiz no intervalo 5 +¢,m|, com € > 0 suficientemente pequeno.

Este resultado é uma consequéncia dos teoremas do valor intermédio e de Rolle:

f(g+s)<o, flm)=7>0

f'(2) = 2+ tan?(z) > 0, Vz € [g + aw}

(C)ZO )

Determinacao da raiz z,, da equagao f(z) =0 em } 5 7r[:

f(z) = z + tan(z)

Escolha do sub-intervalo que contém a raiz: [ = [2.0,2.1]

Condigoes suficientes de convergéncia do método de Newton Vzy € I:
(0) f € C*(I)
(i) f(2.0) f(21) <0
(i) f'(z) =2+ tan?(z) >0, Vz €1

(iii) f”(2) = 2tan(z) (1 + tan?(2)) <0, Vz €1

) f(2.0) f(2.1)
= 0.02 1 = (0.0792 1
Método de Newton:
f(szl)
Bm = Zm—-1 " 5, m>1
' f/(szl)
1 om max,es | f7(2)]
- <= (K - =B K =
2y — Zm| < K (K |z, — 20|) i i |F'(2)

min |£'(2)] = [£/(2.1)] = 4.92358

= K =2.56263
max If"(2)] = |f"(2.0)| = 25.2346

2o = 2.0 |2, — 20| <0.1



K |2, — 70| < 0.256263 < 1

X
20 |01

2.02731 | 0.0256
2.02875 | 0.00168

[\)HOS

2y, = 2.02875 L ¢, 0.0 <e <0.00168.
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Condigao de convergéncia: 7,(C(w)) < 1, Clw)=1-wA
1—A
det(C(w) — M) = det((1 — \) I — wA) = w? det (A - I) =0
w
L= A2 =atiff & ANo=1-waTFiws
w
ro(C(w)) = [Ai] = o] = [(1 - wa)? + w?B2"? = [(0® + f2)w? — 20w + 1]'/*
r.(Cw) <1 & wla®+8)w—2a] <0
2—a <w<0, se a<0
. a? + (3
O método converge para %
I<w< m, se a>0
(b)15

O método converge mais rapidamente para o valor de w, wWopt,

para o qual r(w):=r,(C(w)) ¢é minimo.

o+ 3% -«

r(w)

rw)=0 < w=

r'(w) = w

" o 0424—52 . [w(a2+52)_a]2 7 (w0 _ a2+52
W== OO e e oy

>0
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Melhor aproximacao minimos quadrados:

¢*(x) = a*¢o(x) + b* 1 (x), do(x) =1, ¢1(z) = 2°

=~ =

1
== =

(b)20
Férmula dos trapézios composta (f € C([a,b])):

M-1

b—a .
hM_ M ) -Tj_a—i_]hM? 3_0717 7M
1 J
M =4 a=0, b=1 hM_Z’ mJ:Z’ 7=0,1,2,3,4
f(z) = exp(z?)

Wy = é {f (o) + f(wa) + 2[f (21) + f(2) + f(23)]} = 1.49068



g9(z) = 2° f ()
Wy = % {g9(z0) + g(z4) +2[g(21) + g(x2) + g(x3)]} = 0.569173

Erro da férmula dos trapézios composta (f € C?*([a,b])):

b—a
?h?w nax £ (2)]

B (] = |1 - 1) <
~ 1 "
[wy — | < Toz Jnax |f"(2)]

1
a7 < - /i
[wy — s < To3 Jnax 19" ()]

max | f”(z)] = [f"(1)] = 6e
z€[0,1]

pois f”(z) = 2(1 + 22?) f(x) é positiva crescente para z > 0.

max [g"(x)| = |¢"(1)| = 24e
z€[0,1]

pois ¢"(x) = 2z(3 + T2 + 22%) f(z) é nao negativa crescente para x > 0.

lwy — 1By| < 332 < 0.0850
|wy — 1| < g < 0.340
(c)25
v =il condu(d) (A=Al , v i
[yl — 1= ”‘ﬁ;ﬂ“’ cond(A) | All oo [[wllso
A=Al
%condo@(z@ <1

|w — 0|00 = max{|w; — Wy, jwg — W]} < 0.340
wp € [U~J1 — |U)1 — ?I)l‘ ,U~}1 + |w1 — ’U~}1|] C]140, 158[
Wy € [U~J2 — |U}2 — 'LDQ‘ ,U~}2 -+ |w2 — U~}2|] C]0229, 0910[

|wl|oo = max{|w|, |wa|} > 1.40



00 00 .
A—A= =  [|[A— Al £0.143 x 1073
0.0 3—0.143

5
Al =
Al = 5

Mf{z:élf-§(1115><10—3
| Al oo

P 4 4 -7
91 -7 28
175

condyo (A) = [|A]|oo]| A7 oo = o < 19.5

B 140
= A 1Hoo =9

||A_AH00
[ Alloo

[ 19.5
[yl 1—0.224x 102

cond,o(A) <0.224 x 1072 < 1

(0.115 x 1072 4 0.243) < 4.74

[4]20
E(f) = 1(f) = I2(f) = I(f = p2) = T(vW5)

a+b

v(:l:):f[a,c,b,:zc], WSZ(m—G)(l'—C)(x—a), Cc =
Introduzindo a fun¢ao u definida por:

M@:/%%@@ o (x) = Wy(x)

Ex(f) = /abv(x)Wg(a:) dr = /abv(:c)u’(:v) dx

Integrando por partes:

Sendo u(a) =0, wu(b) =0 o primeiro termo é zero.

Sendo u(x) >0, Vz € [a,b], o teorema do valor médio para integrais permite
escrever



Ey(f) = /(1) / w(@)dr, 1 elab

Usando a definicao de derivada da diferenca dividida e a relacao desta
com a derivada da funcao resulta:

A
24

v'(n) = fla,c,b,n,m] = § €la, bf

Atendendo finalmente a que:

/abu(x) de = — /abxwg(x) dx = (b—ay

120

obtém-se o resultado pretendido:

B =g (152) 1)

[5]
W'(z) = F(z,W(x)),
W(l) =W,
H Lenn ] 1]
W = , F(z,W) = , Wy =
z g(x,y, 2) 1
g(l’,y,Z) - _2 — e’
(a)2

Método de Taylor de ordem 2 (passo h):

h2
Waer = Wa o+ hF (0, Wa) + = (dpF) (0, W), n>0

(DpF)(x,W) = (% + F(x, W) - VW) F(x, W)

or " "oy Tz ) | ey, 2)

N 9(z,y,2) ]
| gel@y2) + 2gy (2 Y, 2) + oy, 2)g. (2, y, 2)

[ g(z,y,2)
| steye2)




o= (L)

Ynt1 “n h? g<xm Yn, Zn)
+h + =
Zn+1 g(xmynazn) 2 S<xnaynazn)

2 h2

Y1 =yo + hz + ?g(ﬂﬁoaymzo) =1+h—(1+ 6)5
h? )
21 = 20 + hg(xo, yo, 20) + 75(9307%, z)=1—(1+e)h+h

(b)20
Método de Heun (passo h):

h -
Wasr = Wa + 5 [F(xn,wn)JrF(gzn,Wn)}, n>0
Tn=Tp+h, W, = W, 4+ hF(x,, W,)

Yn + hz,

yn+1 o yn + h Zn+2n
Zn+1 Zn 2 g(xnaynazn) +g(jn7gn72n)
Yo=1+nh, Zo=1—-(1+e)h
h . 1+e
y1:y0+§(zo+zo):1+h— 5 h’
h

h (2
o= 20+ o 0) + g oo )] =1 - & (2224
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