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MATEMATICA COMPUTACIONAL

Exercicios!

[6.1] Considere a matriz de Vandermonde

1 =z ... xy ]
Iz ... af
V =
L 1 =z, ... x|
Mostre que
detV = H (xj — ;).
0<i<j<n
[6.2] Sejam x1, z, . . ., xps valores reais distintos e f1, fa, ..., far 0s correspondentes valores

de uma funcao f nesses pontos. Prove que existe uma tunica funcao F); da forma
M
iz
Fu(z) =) e,

J=1

para a qual se tem Fy(x;) = f;,i=1,2,..., M.

[6.3] Sejam xg, x1, ..., z, pontos distintos de [a,b] C R e sejam Iy, [y, ..., I, os polinémios
de Lagrange construidos nesses pontos. Mostre que

Zx?lj(w):xm, m=0,1,...,n]
=0

[6.4] Considere a funcao

o) = lfa) — 1,

i=0
onde ly, [y, . .., 1, sao os polindomios de Lagrange de grau n associados aos nés xg, 1, ..., Ty.
Prove que:

(a) g é um polinémio de grau < n.

1O asterisco * a seguir ao nimero do exercicio indica “exercicio recomendado”.



(b) g(z;) =0,i=0,1,....n.
(c) g(xz) =0, paratodo o x.

[6.5] Seja f um polinémio de grau m e sejam x, zg, x1, . .., Ty, N+ 2 pontos distintos em
[a,b]. Deduza que

Phna(z), n<m-—1
flzo, 1, .. 2, 2] = < A, n=m-—1
0, n>m-—1

onde p;, ., designa um polinémio de grau m —n — 1 e a,, é o coeficiente do termo em
x™ de f.
[6.6] Na tabela seguinte sao apresentados valores de uma funcao f € C?(]0, +o0|):

z | 08 10 16
f(z) ]| 1.890 2.000 3.185

(a) Obtenha o polinémio py que interpola f nos trés pontos tabelados, usando a
formula de Lagrange.

(b) O mesmo que na alinea (b), mas usando a férmula de Newton.

(c) Calcule py(1.3) e obtenha um majorante do erro f(1.3) — p2(1.3), sabendo que
f(z) —1/x é um polinémio de grau nao superior a 2.

[6.7] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f:

x |-1 1 4
flz:)] 2 -2 -8

Supondo que f é um polinémio e que
fl—1,1,2] =4, fl-1,1,2)4,2] =3, VreR\{-1,1,2,4},

determine a forma de f(z).

[6.8] Considere a seguinte tabela de valores da fungao f(x) = logy, x:

x| 20 2.5 3.0
logyoz; | 0.30103 0.39794 0.47712

(a) Usando a férmula de Newton e todos os pontos da tabela, calcular uma apro-
ximagao de f(2.4).

(b) Determine um majorante do erro absoluto cometido ao aproximar f(z), pelo
método utilizado na alinea anterior, quando x € [2,3]. Compare com o erro do resultado
obtido para z = 2.4.



[6.9] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f:

z; | 02 034 04 052 06 0.72
fi 1016 022 027 029 032 0.37

(a) Obtenha f(0.47) usando um polinémio de grau 2.
(b) Admitindo que f € C3([0,1]) e que max,cp 1 |f®(z)| = M, calcule um majo-

rante do erro do resultado obtido na alinea anterior.
[6.10] Seja f uma fungao que nos nés {—1, 1,3} tem como polinémio interpolador
po(z) = 3 — 2 + 622

(a) Sabendo que f[—1,1,2] = 4, calcule o polinémio ps que interpola f nos nds
anteriores e também em z3 = 2.

(b) Sabendo ainda que f(%)(x) = 78, para todo z € R, determine a expressao
analitica de f.

[6.11] Seja f € C3[0,1] uma funcio real.

(a) Mostre que existe um e um sé polinémio p de grau < 2 tal que

p(0) = £(0), p(1) = f(1), /o p(z)dr = /0 f(z)dx.

(b) Supondo que |f"(z)| < M, Vz € [0,1], mostre que

=|=

e |f(z) = p(2)] <

[6.12] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f:

€

flai) |

(a) Usando a férmula de Newton com diferengas divididas, construa o polindmio
interpolador de f de grau menor ou igual a 3.

-1 01
1 1 1

DO DO

(b) Sabendo que f"”(z) = 4x—1, utilize a alinea anterior para determinar a expressao
exacta de f.

[6.13] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f,

-2 0 2 4
-17 5 -5 ¢

€T

f(%)




que se sabe ser um polinémio da forma
f(z) = 2* + apa® + a1 + 5,
com ay, ap reais. Que relacao existe entre o polinémio interpolador de f nos 3 primeiros
pontos e a fungao f? Determine o valor de f(4).
[6.14]* Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f: R — R:

x | -1 0 1 2
fl@) | 1 0 1 16

(a) Determine o polinémio interpolador de f, p3, nos pontos da tabela pela férmula
de Lagrange.

(b) Determine o polindmio interpolador de f, ps, nos pontos da tabela pela féormula
de Newton as diferencas divididas.

(c) Mostre que

— N2 -1 =1.
Jax |o(z —2)(a* —1)|

Sugestdo: Introduza a mudanca de varidvel = =60 + % .

(d) Sabendo que |f®(z)| < 25, Vx € [—1,2], obtenha um majorante para o erro

es(r) = f(x) — ps(2),

vélido para todos os valores de z € [—1,2].

(e) Sabendo que f[1,2,3] = 25 determine o polinémio interpolador de f, py, nos
pontos —1,0,1,2, 3.

(f) Sabendo que f é um polinémio de grau 5 com quinta derivada positiva utilize
toda a informacao disponivel para obter a sua forma.

[6.15] Considere a # 0 e uma fungao g para a qual,

9(0)=a,  g(9(0)) =2a,  g(g(g(0))) =0.

(a) Determine o polinémio interpolador de g no conjunto de nés {0, a, 2a}.

(b) Considere b de forma a que g tenha um ponto fixo em 2a. Mostre que numa
vizinhanga desse ponto fixo o polinémio interpolador p, é contractivo. Determine o outro
ponto fixo de ps e verifique que num intervalo que inclua esse ponto o polinémio nao é
contractivo.

[6.16] Sabendo que £V ([a,b]) C [a,b], mostre que o erro de interpolacdo verifica, para
qualquer z € [a, b],
|f(x) = pa(z)] < max{|al,|b|}e~2l.



[6.17] Suponha que os valores de f calculados nos nés o, ..., z,, estao afectados de erro,
tendo apenas sido obtidas aproximacdes fo, ..., fn.

Considere p,, o polinémio interpolador obtido com os valores exactos e p,, 0 polinémio
interpolador obtido com os valores aproximados.

(a) Mostre que se |fr — fi| < e, entéo

max |pn(x) _ﬁn(x” S CE,

TE[T0,Tn

ende C' = (n + 1) max; MaX,e[zg ) |16(2)].

(b) No caso de nos igualmente espacados, e n = 2, obtenha C' = g.

[6.18] Considere a seguinte tabela de valores:

-3 -1 1 3
-33 14 -2 -5

X

fi

(a) Sabendo que a funcao tabelada é continua e estritamente mondtona em [—1, 3],
determine por interpolagdo inversa o zero da funcao situado no intervalo [—1, 1], utili-
zando o maior numero possivel de pontos. Justifique a escolha dos nds de interpolacao.

(b) Obtenha o polinémio interpolador de f nos trés ultimos pontos. Se determinasse
o zero deste polinémio no intervalo [—1,1], obteria o mesmo resultado que na alinea
anterior? Justifique.

(c) Supondo que, para x > —1, a fungao é da forma
f(x) = 32" + azz® + apa® + a1z + ag

e que f[—1,1,2] = 4, escreva, recorrendo ao polinémio interpolador calculado na alinea
anterior, uma expressao que permita obter f(x).

[6.19] Considere uma funcao injectiva que toma os valores

f(=2)=-1, f0)=1, f(1)=3.

Determine o polinémio interpolador para a fungao inversa nos pontos indicados. Encontre
um valor aproximado para a raiz de f usando interpolacao inversa.

[6.20]* Seja f € C'([a,b]) tal que f(a)f(b) < 0e f'(x) # 0, Vz € [a,b]; logo existe um
tnico z €]a, b] tal que f(z) =0.

(a) Sejam xg,z1,...,2,, n+ 1 pontos distintos de [a,b] e sejam yo,y1,...,Yn OS
valores de f nesses pontos, isto é, y; = f(x;), 7 =0,1,...,n. Escreva uma expressao para
o polinémio g, € P, que interpola f~! nos nés yo, Y1, . . , Yn.

(b) Notando que z = f~1(0), utilize o polinémio g3 e os seguintes valores tabelados
para aproximar a raiz da equagao



i |03 0.4 0.5 0.6
0.740818 0.670320 0.606531 0.548812

e T

[6.21]* Seja p, o polindémio interpolador de f em n + 1 néds g, x1,. .., T,, igualmente
espagados do intervalo [a, b] e tais que xg = a e x, = b.

(a) Mostre que se existirem constantes positivas ¢ e M tais que ||f" V|, < cM™

entao lim, o ||f — pnllee = 0. Verifique que este resultado se aplica & funcao f(x) = €3*.

(b) Mostre que se existirem constantes positivas ¢ e M, M (b — a) < e, tais que
1 £ < eM™(n + 1)!, entdo também lim, o || f — palles = 0.

[6.22] Seja f uma fungio indefinidamente diferencidvel para = > 0 e tal que | (z)| <

M, para todo o x > 0 e para todo o m = 0,1,2,... Seja p, o polindmio interpolador de
f nos pontos 0, %, 23 2. Mostre que lim,, .o pn(z) = f(x) para cada z > 0.

1999999 )
[6.23] Esboge o grafico do polinémio ménico

n

wn—&—l(t) = H(t - Z)

i=0
no intervalo [0, n] para diferentes valores de n. Verifique que

nr1(t)] < n!
max [t (t)] <n

[6.24]* Considere as fungoes f, g : R — R definidas por

1

T 1+ 2522 g(w) =" +e.

f(z)

(a) Determine os polinémios interpoladores de f nos pontos
xk:—l—F—, k:O,...,n,
n
paran =4 e n = 8. Compare graficamente os polinémios interpoladores com a funcao f.

(b) Determine os polinémios interpoladores de g nos mesmos pontos da alinea (a)
paran =4 e n = 8. Compare graficamente os polinémios interpoladores com a fungao g.

(c) Determine os polinémios interpoladores de f nos nés de Chebyshev,

2k +1
=— E=0,1,...
Tk COS(2n+27T), J1,.00n,

paran =4 en = 8. Compare graficamente os polindémios interpoladores com a funcao f.



[6.25] Pretende-se interpolar uma fungao f no intervalo [—2, 3] por um polinémio de grau
5.
(a) Quais os nds que deve considerar para que o erro do polinémio interpolador seja

o menor possivel nesse intervalo?

(b) Determine a fungao interpoladora correspondente a esses nds, quando
fla) = e

(c) O mesmo que em (b), considerando néds igualmente espagados.

(d) Compare graficamente os erros obtidos em (b) e (c).

[6.26] Pretende-se construir uma tabela de valores da fungao e*, para = € [0, 1], com
pontos igualmente espagados z; = jh, j = 0,1,--- , N, onde h é o espacamento entre os
pontos. Em cada subintervalo [z}, z;41] a funcao é aproximada pelo polinémio interpola-
dor de grau < 1 nos pontos z;, x;+1. Determine o valor méximo do espacamento h para
que o erro de interpolagao em qualquer ponto do intervalo [0,1] seja inferior a 107°.

[6.27] Considere a expressao do método da secante para determinar um zero z de uma
funcao f: R — R:

Tm — Tm—1
m=1,2,...

E A (o R [
(a) Mostre que

f[xmfla T, Z] (Z

fltmer am] Tm) (2 = Tm) -

2= Tm41 = —

(b) Mostre que

f"(1m)
2f'(&n)

onde gm e]xm—l; xmL m E]xm—l; <3 xm[-

2= Tyl = — (z —xm) (2 — Tpm_1),



