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8. INTEGRACAO NUMERICA

Introducao.

e Neste capitulo derivamos e analisamos métodos numéricos para calcular integrais defi-
nidos da forma

b
1) = [ fa)ds,
a
com [a, b] finito. Estes métodos sao necessérios para o cdlculo de integrais tais que:

¢ a primitiva da funcao integranda nao é conhecida;

¢ embora conhecida a primitiva da funcao integranda é demasiado complicada, tor-
nando mais rapido o calculo numérico do integral;

¢ a integranda é conhecida apenas num niumero finito de pontos.

Além disso estes métodos de integracao numérica ou quadratura numérica consti-
tuem uma ferramenta béasica para a resolu¢ao numérica de equacoes diferenciais e equagoes
integrais.

A maior parte dos métodos de integracgdo numérica para calcular I(f) encaixa-se
no seguinte esquema: sendo f, uma funcao aproximadora de f, define-se a férmula de
integracao ou quadratura numérica por

Ln(f) = 1(fn)-

fn deve ser tal que I(f,) possa ser calculado facilmente. O erro de integragao serd calcu-
lado a partir do erro da funcao aproximadora f, em relagao a f:

En(f) = I(f) = In(f) = I(f = f)-

A maior parte das férmulas de integragao numérica usam para fungoes aproximado-
ras f, os polindmios interpoladores p, ou fungoes interpoladoras seccionalmente polino-
miais. Estudaremos seguidamente:

¢ as formulas de integracao de Newton-Cotes, em que os polinémios interpoladores
sao suportados em nos igualmente espagados;

o as formulas de integracao de Gauss, em que os polindémios interpoladores sao supor-
tados em nés cuidadosamente escolhidos, e que nao sao igualmente espagados; estas
formulas sao éptimas num certo sentido e tém convergéncia muito rapida.

¢ as formulas compostas correspondentes.

As férmulas de integracao numérica assim obtidas tém a forma
n
]n(f) - ij,nf(‘rj,n)v n € N.
§=0

Os coeficientes w;,, sao chamados os pesos de integracao ou pesos de quadratura; os
pontos z;, sao chamados os nés de integracao ou nés de quadratura, normalmente



escolhidos em [a,b]. A dependéncia em n é em geral suprimida, escrevendo-se w; e x;,
mas subentendida implicitamente. Os métodos usuais de integracao numérica tém nés e
pesos com forma simples ou que sao fornecidos em tabelas facilmente acessiveis. Nao ha
em geral necessidade de construir explicitamente as fungoes aproximadoras f,, embora
seja util ter presente o seu papel em definir I,,(f).

Férmulas de quadratura interpolatéria polinomial (FQIP)

Proposicdo. Seja f € C([a,b]) e p, € P, o polinémio interpolador de f nos pontos
Xo, T1,. .., T, distintos do intervalo [a,b]. A FQIP de ordem n de f é definida por:

I.(f) == I(pn),
e tem a forma

In(f) - Z wj,nf(xj,n)u
j=0

Ccom pesos

xjm, - xi,n

b — .
W =1(lj,) = / H T T g
a =0

i#]

Dem.: (---)

Notas. (i) P, designa o conjunto de polinémios de grau menor ou igual a n.

(ii) ij’n =b—a
=0

(iii) Sendo f € P,, f coincide com o seu polinémio interpolador p,, € P, e, portanto,

L.(f) = I(pn) = I(f).

Proposicdo. Dados n + 1 pontos distintos g, x1,...,z, do intervalo [a,b] a FQIP de
ordem n ¢ unicamente determinada pela propriedade de que integra exactamente todos
os polinémios de grau menor ou igual a n, isto é,

I.(q) = I(q), Vg € P,.

Dem.: (--+)

Nota. Esta condicao traduz-se no sistema de equacoes

Trata-se de um sistema de equagoes lineares nos pesos de integracao. Este método de
determinar as FQIP é muitas vezes designado por método dos coeficientes indeterminados.



Exemplo. Determinar as FQIP de ordens 0, 1 e 2 pelas duas vias indicadas nas duas
proposicoes, isto é, integracao dos polinémios de Lagrange e método dos coeficientes in-
determinados. Obtém-se:

(a) n=0, a<xy<b

Io(f) = wof(wo) = (b —a)f(xo)

a+b

Caso particular: xg = (Férmula do ponto médio)

(b) n=1, a<zy <z <b

L(f) = wof(xo) + w1 f(x1)

(b—a)(a+b—2x) w _ (b—a)(a+b—2x)
2([)’20 - 5(71) ’ e 2(%1 - .170)

Wy =

Casos particulares:

(1> Ty = a, = b7 Wy = 2 = wq
(Férmula do trapézio ou férmula de Newton-Cotes fechada de ordem 1)
b— b— b—
(11) To=a-+ (1’ J?lzb— a, Wy = a:wl
3 3 2
(Férmula de Newton-Cotes aberta de ordem 1)
(iii)x—a+b—b_a\/—§ Q:_a—l—b_i_b—a_?) w_b—a_w
T2 2 37 ' 2 2 3’ cT o2 T

(Férmula de Gauss-Legendre de ordem 1)
() n=2, a<zg<z<x2<Db

L(f) = wof(xo) +wi f(x1) + waf(x2)

(b —a)[2(a® + b* + ab) + 6x129 — 3(a + b)(z1 + 13)]

wo = 6(zg — 1) (2o — x2)

o — (b — a)[2(a* + b* + ab) + 6x9z9 — 3(a + b)(z2 + 7))
' 6(z1 — x2) (21 — x0)

vy — (b — a)[2(a* + b* + ab) + 6xoz; — 3(a + b)(zo + 11)]

6(zg — x0) (29 — 1)

Casos particulares:



b b— b—
(i) xo=a, xl:a—zi— , T2 =b, wo = 6a:w2, wy =4 6a
(Férmula de Simpson ou férmula de Newton-Cotes fechada de ordem 2)
b— b b—
(11) To=a—+ a, $1:a+ s ZL'QIb— a
4 2 4
b—a b—a
Wy = 2 3 = W2, wp = — 3

(Férmula de Newton-Cotes aberta de ordem 2)
(i) x0:a+b—b_a\/§ - x2:a+b+b—a 3
2 2 5 ’ 2 2 5
5b—a 8b—a
Ty Ty T Ty
(Férmula de Gauss-Legendre de ordem 2)

Resolucao: (b)

Método dos polinémios de Lagrange:

b b . 1 _ b B .y
Wo :/ lo(x) dx :/ L (z—1)"|" _ (b—a)(a+b— 21
a a Lo — 1 Ty — T 2 u 2(zo — 21)
b b B _ b B B
w; = / L(7)dz = / r—w 1 [@=2z)"]" _ (b—a)(atb—2x)
a a L1 — o r1 — Xo 2 " 2(331 _ xO)
Método dos coeficientes indeterminados:
b b—2
L(1)=1(1) wo+w; =b—a woz( a)(a+ 1)
1 = g2 = 2(xo — 1)
Il(x) = ](I’) ToWo + T1Wp = wy = (b—a) a+b—2x0>
2 2(z1 — 20)

Formulas de Newton-Cotes fechadas e abertas

Proposicao. A FQIP de ordem n € Ny com nés de integracao equidistantes
Tjn = a+ jhp, 7=0,1,...,n,

onde ;
hn: _aa

n

é chamada a formula de Newton-Cotes fechada de ordem n. Os seus pesos de
integracao sao dados por

(= /” S
wjjn—hnj!(n_jﬂ i g(t i) dt,

i#]



e tém a simetria,
Wjn = Wp—jn, 7=0,1,... n.

Exemplo. I,(f) e Iz(f) foram calculados no exemplo anterior. I5(f), I4(f), I5(f), Is(f), I(f)
estao disponiveis no Anexo.

Proposicdo (Teorema do Valor Médio para Integrais). Sejam f,u € C([a,b]), u(x) >0, Vo €
la, b]. Entao:

[ @i =1 [ utya

para algum & € [a, b].

Proposicdo. Seja f € C?%([a,b]). O erro de integracao para a férmula do trapézio é dado
por

Bi(f) = 1(f)— L(f) = =2

onde h=b—a e £ €la,bl

Dem.: (--+)

Proposicdo. Seja f € C*([a,b]). O erro de integragio para a férmula de Simpson ¢ dado
por

By(f) = 1() - B() =~ 1),

onde h = ¢ e ¢ €la, bl.

Dem.: (---)

- . 1 L
Proposicdo. Seja f € C™"([a,b]), onde v, = 1+ 3 [1+4 (=1)"]; isto é, v, = 1 para n
impar e v, = 2 para n par. Entao o erro de integracao para a féormula de Newton-Cotes
fechada de ordem n é dado por

Ch

n+1l+vn £(ntvn)
o (6)

En(f) = 1(f) = In(f) =

onde
n

an/ =)t
0

=0

hy = —2 e €€a,b[.
n
Nota. Mostra-se que C, <0, Vn € Nj.
Exemplo. E3(f),..., Ez(f) estao disponiveis no Anexo.

Definicdo. Uma férmula de integracdo numérica I,,(f) que aproxima I(f) diz-se de grau



de precisao m se:
(1) In(q) = 1(q), Vq€ Pp;
(2) I.(q) # 1(q), paraalgum q € Pp1.

Proposicdao. As férmulas de Newton-Cotes fechadas de ordem n tém grau de precisao
n+ v, — 1, isto é, tém grau de precisao

(1) n, para n {mpar; (2) n+1, paran par.

Proposicdo. A FQIP de ordem n € N com nés de integracao equidistantes
Tjn = a+ (J+ 1)hy, j=0,1,...,n,

onde
_b—a
n — n——i—27
é chamada a férmula de Newton-Cotes aberta de ordem n. Os seus pesos de
integracao sao dados por

e tém a simetria,
Wjn = Wp—jn, 7=0,1,...,n.

Exemplo. Iy(f), I1(f), Is(f) foram calculadas no exemplo de FQIP.

Proposicdo. Seja f € C?%([a,b]). O erro de integragao para a férmula do ponto médio é
dado por

Bo(f) = 100 - 1(H) = 2 1769,

onde h = ® e € €la, bl.

Dem.: (---)

1
Proposi¢do. Seja f € C"([a, b]), onde v, = 1+§ [1+ (=1)"]. Entao o erro de integragao

para a féormula de Newton-Cotes aberta de ordem n é dado por

Ch

E.(f)=1(f) — I.(f) = nx o)l ht e plnkn) (),
onde » .
Cn = vnt — i) dt,
/_1 t ill(t ) dt
b—a
h, = o © ¢ € la,b).



Nota. Mostra-se que C, >0, Vn € N.
Exemplo. FEi(f) e E5(f) estao disponiveis no Anexo.

Proposicdo. As férmulas de Newton-Cotes abertas de ordem n tém grau de precisao
n+ v, — 1, isto é, tém grau de precisao

(1) n, para n impar; (2) n+1, paran par.

1
Proposi¢do. Seja f € C"([a, b]), onde v, = 1+§ [1 4 (—1)"]. Entao o erro de integracao

para a féormula de Newton-Cotes, fechada ou aberta, de ordem n ¢ dado por

—(nEfji)! F (),

E.(f)=1(f) — I.(f) =
onde ¢(z) = (x — a)"""" e £ €]a, b|.

Exemplo. Determinar as expressoes dos erros da férmula dos trapézios e da férmula de
Simpson.

B =2 e, )= (o ap
Ei(g) = I(g) — L(q) = / a(@) dz — "= [q(a) + q(b)]

3 2 6
B = -2 e
By(f) = 29 s ) = (- a)*

_(b—a)® 5 5 (b—a)
=5 a9 =Ty
B =5 (“5°) 7@

Foérmulas de Newton-Cotes fechadas e abertas compostas

e Uma vez que os erros das formulas de Newton-Cotes sao proporcionais a poténcias de
b — a, se esta quantidade nao for suficientemente pequena, as férmulas deixam de ter
utilidade. Neste caso o que se deve fazer é dividir o intervalo [a,b] em subintervalos e
aplicar a cada um dos integrais assim obtidos uma das férmulas de Newton-Cotes.



Proposicdo. Seja I,,(f;[a,b]) a férmula de Newton-Cotes de ordem n, fechada ou aberta,
para obter um valor aproximado do integral

b
1(f;[a,b]) = / f() de

anteriormente designadas simplesmente por I,(f) e I(f), respectivamente. Sejam
X, Z1,...,Tp 0s pontos do intervalo [a, b] definidos por
b—a
W
onde M € N; é um multiplo de n+ u, onde p = 0 no caso das féormulas fechadas, e u = 2,

no caso das formulas abertas. Entao a féormula de Newton-Cotes, fechada ou aberta, de
ordem n, composta, com M subintervalos, para obter um valor aproximado do integral

I1(f), ¢

xj:a—i—th, j:O,l,...,]\/[, hM:

M/(n+p)

M) = Y Lulfi[BwemG-1 Toms)-

j=1

Exemplo. Foérmula do trapézio composta

M
) = fao) +2 Y Flag) + floan)| g = T
Com efeito:
M
() =30 (f: 21, 74))
j]‘=41
= Z % (25 — @j-1) [f(2j-1) + f(z))]
j=1
- % Flay1) + £
=1
Exemplo. Férmula de Slmpson composta
M/2—1 M/2
() = 0 flao) 42 D0 flan) + 43 floay )+ )| =
j=1 j=1
Com efeito:
M/2
E(f) =3 L (f; [waj-2, 255))
=D g (@2 = w2j-2) [f(wgjmz) +4f (22j-1) + f(22y)]
Zi a M/2
=3 > [f(@2j-2) + Af (w2j-1) + f(2)]

j=1



Exemplo. As formulas de Newton-Cotes fechadas compostas para n = 3,...,7 e as
férmulas de Newton-Cotes abertas compostas para n = 0, 1, 2 estao disponiveis no Anexo.

Proposicdo. Seja f € C?*([a,b]). O erro de integragao para a férmula do trapézio composta

¢ dado por )
BPO() = 1) = I (F) = =25 W s (©),

b—a

onde hy; = i

e & €la,bl.
Dem.: (---)

1
Proposicdo. Seja f € C"*"([a, b]) onde v,, = 1+§ [1+ (—=1)"]. Seja M € N; um mltiplo
de n+ p, onde p = 0 no caso das férmulas fechadas, e u = 2 no caso das férmulas abertas.
O erro de integracao para a férmula de Newton-Cotes de ordem n, fechada ou aberta,
composta, com M subintervalos de integracao, é dado por
_b—a CF

B = 1) = 1) = o sy WP O 9),

—a

onde hy = e £ €la,b[. Os coeficientes C* foram obtidos anteriormente em ambos

OS Casos.

Exemplo. Os erros de integragao para as férmulas de Newton-Cotes fechadas compostas
de ordens 2,...,7 e abertas compostas de ordens 0, 1, 2 estao disponiveis no Anexo.

Formulas de integracao de Gauss

e Dados os nés de integracdo zg,, T1n; - - -, Tnpn €M [a, b], 0s pesos de integracao wo p, Wy p,
ey Wy, das FQIP

In(f) = ij,nf(xj,n)a
§=0

sao determinados por forma a que todos os polinémios de grau < n sejam integrados
exactamente, isto €,

I.(p) = I(p), Vp € Pn.

Vamos agora considerar o problema de escolher os nés xo, T1n, ..., Zn, por forma
a que a FQIP integre exactamente os polinémios de maior grau m > n possivel, isto é,

I.(p) = 1(p), Vp € P,

e determinar esse grau.
Os nés e os pesos de quadratura, num total de 2n + 2 incognitas, devem satisfazer
ao sistema de equagoes nao-lineares

L(z") = I(2"), E=0,1,...,m.
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Veremos que é efectivamente para m = 2n + 1, valor para o qual o nimero de
equacoes coincide com o numero de incégnitas, que este sistema tem uma tnica solucao e
que para esta solugao os pontos o, T1n, - - -, Tn, sd0 distintos. Sao os zeros do polinémio
de grau n 4+ 1 de um sistema de polinémios ortogonais com respeito ao produto interno
definido por

(fr9)=1(f9), V£, g € C(la,b]).

Para ganharmos alguma sensibilidade para a dificuldade do problema consideremos
o seguinte exemplo:

Exemplo. No caso do integral
1
1) = [ 1@
-1

determinar as FQIP que integram exactamente todos os polinémios de grau menor ou
igual a 2n + 1, paran =0, 1, 2.
O sistema de 2n + 2 equacoes nao lineares a resolver é:

n 1 — (_1)k+1
k
ij,nxj,n:—, k=0,1,...,2n+1,
s k+1
isto é,
n 0, k=1,3,...,2n+1
k
Zwa‘»nxj,n = 2
j= e k=0,2,...,2
j=0 ]f—‘—l’ ) <y ) n
wo,0%0,0 = 0 zoo =0
n=0:
UJO,OZ2 w0’0:2

Io(f) = 2/(0)

4
Wo, 1001 + w1111 =0

\
“|%
w

Zo1 = —

)

3 3 _
Wo1Thy + Wiy = 0

|
“|%

wo,1 +wi = 2
wo,1 = 1

2 g _ 2
Wo,1Tph1 + Wi1T7 ) = 3 Wi — 1
1,1 =
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( 3
Wo,2%0,2 + Wi 2T12 + W22 =10 To2 = — 5
3 3 3 _ =
w072x072 _'_ wLQ.ILQ + w2721’272 — 0 x1)2 0
5 5 5 _
Wo,2Tg 9 + W12T7 o + Wo 25 9 = 0 Too = §
—9 B 5
n W2 + Wi + Wao = 2 5
2 2=y
2 2 2 _
W02 o + W1 2T7 9 + W22T5 5 = 3 8
W12 = =
Wo 2Tk o 4+ Wy 22t 5 + We oxh :g )
0,2°40,2 1,241 2 2,242 2 5 5
) W2 = =
\ ’ 9

5 3 8 ) 3
]2(f):§f<—\/g> +§f(0)+§f(\/g>

e A solucao do sistema torna-se rapidamente demasiado complicada. A solucao do pro-
blema passa pois por uma outra via.

e No estudo das férmulas de quadratura de Gauss vamos considerar com mais generalidade
o integral

onde w é uma funcao de peso, anteriormente definida.
Definicdo. Uma FQIP
I(f) = D winf (@)n),
§=0

com n + 1 nés de quadratura distintos xgy, ..., Z,, ¢ chamada uma férmula de qua-
dratura de Gauss se integra exactamente todos os polinémios de grau menor ou igual
a 2n + 1, isto é,

]n(p) = ](p)v VP S 7)271—1—1-

Proposicdo. Para cada n € N existe uma tunica férmula de quadratura de Gauss. Os seus
nos de quadratura sao os zeros do polinémio de grau n + 1 pertencente ao sistema de
polinémios ortogonais {¢x} com respeito ao produto interno

(f,9)=1(f9),  Vf,g€C(a,b]).
Os seus pesos de quadratura sao determinados pelas férmulas
wj,n:](lj,n>a j:(),l,...,n,

onde lyy, ..., l,, sao os polindmios de Lagrange de grau n suportados nos nés de inte-
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gragao, ou, por qualquer dos sistemas (lineares) de n + 1 equagoes:

(@) Y winh, = 1(z5), k=0,1,....n;
§=0

(b) ij,n%(%,n) = I(¢w), k=0,1,...,n.
j=0

Proposicdo. A formula de quadratura de Gauss de ordem n tem grau de precisao 2n + 1.
Dem.: (---)
Proposicao. Os pesos da férmula de quadratura de Gauss de ordem n sao dados por

win = I(12,), j=0,1,...,n.

Em particular
w;, >0, 7=0,1,...,n.

Dem.: (---)

Proposicdo. Os pesos da féormula de quadratura de Gauss de ordem n sao dados por

B I(®7,,)
D1 (Tj0) Proy2 (i)

Wiy = 7=0,1,...,n

onde @, é o elemento de grau n do sistema de polinémios moénicos ortogonais em relagao
ao produto interno

(fr9) =1(f9), Vf,g € C(la,b]).

Proposicdo. Seja f € C?""2([a,b]). Entao o erro da féormula de quadratura de Gauss de
ordem n é dado por

Baf) = 1) = 1(f) = ) o),
para algum & €]a, b[.
Dems (-1}
Exemplo. Férmulas de Gauss-Legendre ([a,8] = [~1,1], w(z)=1)

10) = [ f@de ~ 100 =3 wifasm)
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ZTjn, J=0,1,...,n: zeros do polinémio de Legendre F, 4,
2
(n+ 2) Py (0) Pasa (%)
2273 (n + )14
(2n + 3)[(2n + 2)!]?

Estes resultados obtém-se combinando nas expressoes gerais para w;,, e £,(f) com
as seguintes propriedades dos polinémios de Legendre (Capitulo 7):

Win = — j=0,1,...,n

En(f) = FEm2(e), feC™([-1,1]), ¢€ab|

P, 2m)! 9
2n+1

As férmulas de Gauss-Legendre de ordens 0, 1, 2 foram obtidas anteriormente. A
formula de ordem 3 esta disponivel no Anexo. Também os erros destas quatro férmulas
estao disponiveis no Anexo.

Proposi¢do. Seja f € C*"*2([a,b]) uma fungao tal que

[f ()]
sup M < oo, M, ;= max .
k>0 z€[—1,1] k!

Entao o erro da férmula de quadratura de Gauss-Legendre de ordem n satisfaz a

™
|En<f)| < FM%H-Q; n — oo.

Nota. Este resultado mostra que E,(f) — 0, n — oo, com um decrescimento exponencial.
Compare-se com o decrescimento da forma 1/M"*» M — oo, para as férmulas de
Newton-Cotes compostas de ordem n.

Exemplo. Férmulas de Gauss-Chebyshev ([a,b] = [-1,1], w(z) =1/V1— z?):
_ [ f@) - N g
I(f) _/_1 mdx ~ [n(f) _j;owj,nf(x],n)

27 +1 s o1
Xi, = —COS T, Wiy = =0,1,...,n
J M+ 2 J J

m
2n + 2)

Enlf) = gaarg  fEE), Eead

Estes resultados obtém-se combinando nas expressoes gerais para w;,, e E,(f) com
as seguintes propriedades dos polindmios de Chebyshev (Capitulo 7):
T, T
= Jnt (T,,,T,) = BL T, (x) = cos(n arccos x)

No caso dos pesos de integracao temos:

P,
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1(®7.4) m
@) P (@) T (@) T (@)
T = cos 0, T,(x) = cos(nb), T (z) = %(20)
Tjp = COSOjn, Ojn =T — %
o msinb;, __T

(n+1)sin[(n + 1)6;,] cos[(n +2)0;,] n+1

Exemplo. Considere o integral

onde f,w € C([-b,b]), w é definida por w(z) = b — |z| e b é uma constante positiva.
Determine as férmulas de quadratura de Gauss de ordens 1, 2 e 3 para aproximar o
integral I(f). Note que

2bm+2
, m par
I(z™) ={ (m+2)(m+1) P
0, m impar

Resolucao:

— Construcgao do conjunto de polinémios ortogonais em relagao ao produto interno definido
por

po(z) =1
p1(x) = —By ==z

(m0, ©o) _ I(z)
(po,0)  I(1)
b2

p2(x) = (x — By)pr(x) — Copo(z) = 2* — 5

B1: :O

wor,01)  I(2%)
P e T1@
C, — (zo1, p0) _ I(a?) _

{©0, o) a I(1) 6

(202, p2) I(x[po(x

B pr— pr— pr—
T pney I([p2(@)]?)

O — (w02, 01) _ I(x“— %ﬁ) _ 7_62
> {11 I(x?) 30



— Calculo das formulas de Gauss:

n=0: Iy(f)=wof(xo), 29 =20

Wo = ](1) = b2
L: L(f) = wof(eo) + wif () ’
n=1: = wof(x wy f(x1), T =—==—=
1 0 (Zo 1/ (21 1 NG 0
w0+w1:I(1):b2 b2
Wy — W1 = —
WoTo + WL, = I(I) =0 2
2
n=2: I(f)=wof(zo) +wif(z1) + waf(w2), To =10 5= T, 1= 0
wo +wy +wy = I(1) =0 50
WoTo + w1 + wewe = I(x) =0 N Wo = w22: 24
b
bt -
woxd + wiwt + worl = I(2?) = G D
Formula de Gauss-Legendre composta
Proposicdo (da mudanca de varidvel). Seja
L(f3 [=1,1]) = D winf (@)n)
§=0
uma FQIP para obter um valor aproximado do integral
1
1510 = [ rw
~1
Entao a FQIP
L(fi[a. b)) = Y w,f(x],),
§=0
onde
wj,n - 2 wj7n7 I],n =a + (x.]un + 1)’

permite obter um valor aproximado para o integral
b
155l) = [ fa)de

Dem.: (--+)

Proposicdo. Seja

]n(fa [_17 1]) = ijmf(xj,")’

15
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a formula de Gauss-Legendre para obter um valor aproximado do integral

I(f;[-1,1]) = 71f(t) dt.

Entao a férmula de Gauss-Legendre composta com M subintervalos para obter um
valor aproximado do integral

¢ dada por
(1) _ Iy ()
Iy (f,[aab])—Tijan Tin )
7=0 m=1
onde ;
o) = athu(m =1+ (@ +1), =
Dem.: (---)

Proposicdo. Seja f € C?"2([a,b]). O erro de integracio da férmula de Gauss-Legendre
composta de ordem n com M subintervalos de integracao é dado por

2n+2
0 ="5 (%) B,

onde
22n+3[<n + 1)']4

(2n+3)[(2n +2)!]

E,(f) = SO, € €lab]

Convergéncia de formulas de quadratura

Definicao. Diz-se que uma sucessao de formulas de quadratura que aproxima o integral
I(f) é convergente se

L,(f)—=I(f), n— oo, Vf e C([a,b]).

Proposicao. Seja
L(f) =Y winf (Tjn);
§=0
uma sucessao de férmulas de quadratura que aproxima o integral I(f) tal que:

(1) I.(p) — I(p), n — oo, para qualquer polinémio p;
(2) wj,, >0, Vi, Vn.
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Entao a sucessao é convergente.

Proposicao.

(1) As férmulas de quadratura de Newton-Cotes fechadas compostas de ordens 1 a 7
sao convergentes, isto €,

IM(fy = I(f), M — oo, Vf e O(la,b)).

(2) As férmulas de quadratura de Gauss de ordem n sdo convergentes, isto é,

L(f) = I(f), n—oc,  ¥feC(ab).

Nota. As férmulas de quadratura de Newton-Cotes de ordem n nao sao convergentes, isto
e,

L(f) A I(f), n—o0,  feC(lab]).
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Anexo
e Férmulas de Newton-Cotes fechadas de ordem n:

cen=1, h=>b—a (Regra dos trapézios):

_b—a h3

W =220 @ 0] B =, €l
cen—2 h— b_Ta (Regra de Simpson):
L) ="5" @+ (“50) 50| B =g
oo n =3 h=""%" (Regra dos trés oitavos):
B0 = U @)+ 85 R 4 30— RSB, B) =~ ()
b

cen=4, h= %a (Regra de Milne):

L(f) = bg_—oa Tf(a)+32f(a+ h) +12f <a;rb) +32f(b—h) +7f(b)
_ 8
Bi(f) = o OO, gela]
cen=>5 h= b;a:
I;(f) = b2—T8a [19f(a) +75f(a+ h) +50f(a + 2h) +50f(b — 2h) + 75f(b— h) + 19f(b)]
_2T5R7 g
EE)(f) - _12096f ‘ (5)7 5 E]CL?b[
cen =0, h= b—Ta (Regra de Weddle):
Is(f) = szoa A1f(a) + 216 f(a + h) + 27f(a + 2h) + 272f (“ ;r b)
+27f(b—2h) 4+ 216f(b — h) +41f(b)]
9h?
Eﬁ(f) = _1400f(8)(§)7 6 E]aa b[
cen=7 h= b;a:
I(f) = 120_9(‘;0 5257 f(a) + 25039 f (a + h) + 9261 f(a + 2h) + 20923 f(a + 3h)

+20923f(b — 3h) + 9261 f(b — 2h) + 25039 f (b — h) + 5257 £ (b)
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8183h°

E(F) = = 515400

o), €elat

e Formulas de Newton-Cotes abertas de ordem n:

b—
cen=0, h= Ta (Regra do ponto médio):

Io(f)z(b—a)f(a+b), Bolf) = e, ¢ el

2 3
con—1 h" 3 e
W =" a0 B =20, €]
con—2 h" S ¢
B ="5" [erta w1 (S50) 200 -]
()= p0e), € elab

e Formulas de Newton-Cotes fechadas compostas:

cen =1:

M) =

M-1
f0+fM+2ZfJ]

b—a
12

EM(f) = - 2716, €€lab]

cen =2 (M par):

M/2 M/2-1
() =1 [fo+fM+4Zfzj 142 Z fzjl

_b—

ESM(f) = FOE),  €€la,b]

180 M
oe n =3 (M multiplo de 3):

al M/3-1 M/3
M) =24 [f0+fM+2 Z f3]+32 faj—1+ fa- )]

b—a
s M

ESD(f) = - FO©),  €elab]



oen =4 (M muiltiplo de 4):

M/4-1 M/4 M/4

" (f) = 4hM [ (fo+ far) + 14 Z f4g+322 (fag—1 + fajs +12Zf4g 2

200 = 202D 0, 10, el
cen =15 (M multiplo de 5):
M/5-1
1) = Z’g[ (fo+ fi) +38 3 fi
M/5 = M/5

+75)  (fago1 + fojoa) £50 ) (fsj2 + frjs)
j=1 i=1

() = PO f0e), e efai

cen =06 (M miltiplo de 6):

b M/6—1 M/6
M) = ﬁ%‘“(ﬁ+fM'+&3§: Rf+m5§: (foj—1 + foj—s5)
M/6 M/6
+27 Z (foj—2 + foj-a) + 272 Z Joj—3
j=1 j=1
b—
B = -2 s s g et

2800
ce n =7 (M miultiplo de 7):

M/7—1 M7

hoar
(M) gy —
L) = mgg 5257 (o + far) + 10514 Z f7]+25039; frj=1 + frj=o)

M7 M7

+9261 Z (frj—2 + frj—5) + 20923 Z (frj—s + frj—a)
=1 j=1
~1169(b — a)

o ef PO, g€l

e Formulas de Newton-Cotes abertas compostas:

cen=0 (M par):

M/2

B0 =2 S foyn, EOV() = LDt

SO, € Elabl

|

20
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cen =1 (M miltiplo de 3):

M/3
:TMZ (faj—2 + faj—1

b—a

EY() = == WO, €€l
oe n =2 (M miiltiplo de 4):
M/4
() = ST 0y~ Fiyoo+ 2fis)
j=1
() = oDt e, e e
e Férmulas de Gauss-Legendre:
cen=>0 ]
b(f)=2/(0)  Eo(H) =3/, &€la
cen =1
() =1 (—?) + (?) S BR()= 5 YO, el
cen =
12<f>=§f< \/§>+ 7(0)+ 5f< g)
) = 15 106, €ela
cen=23

I3(f) = wosf(xo3) + wisf(x1,3) + wasf(223) + wssf(xs3)

( (
1 6 1 6
To3 = \l - (3 + 2\/%) = —I33, T13= J - (3 - 2\/%) = —I23
1 5) 1 5
Wo3 = & <3 — 6) = Wiz, Wiz =g (3 + \/g) = Wy 3
§ €la, b]

1 (8)
Es(f) = 34728751“8 (€), €la,




