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7. APROXIMACAO MINIMOS QUADRADOS

Introducao

e E muitas vezes de interesse o problema de aproximar uma funcao “complicada” por
uma funcao “simples”. No capitulo anterior consideramos o caso em que as funcoes
aproximadoras sao os polinémios interpoladores.

Neste capitulo consideraremos outros tipos de fungoes aproximadoras para f, sem a
exigéncia que elas interpolem f. Com efeito, em muitas situagoes nao é conveniente que
a funcao aproximadora seja uma funcao interpoladora. Por exemplo, suponhamos que a
fungao f traduz uma relacao entre duas grandezas fisicas, = e f(z). Suponhamos ainda
que os valores f(x;), ¢ = 0,1,...,n, foram obtidos experimentalmente; ou seja, apenas
dispomos de valores f(x;) +¢&;, i =0,1,...,n, onde os erros &; sao desconhecidos. Neste
caso, nao seria razoavel aproximar f por um polinémio passando por (x;, f(z;) +&;), i =
0,1,...,n, a nao ser que os erros ¢; fossem pequenos. Uma solucao mais adequada seria
utilizar um polinémio obtido pelo chamado método dos minimos quadrados, onde se
reduz o efeito dos erros dos dados.

e Para se avaliar a qualidade de uma aproximagao precisamos de introduzir uma nocao
de distancia entre a fun¢ao e a funcao aproximadora.

Definicdo. Seja E um conjunto nao vazio. Uma funcao d : £ x E — R que verifica as
condicoes

(M1) d(f,g) >0 e d(f,g9)=0 & f=g, VfgecE;
(M2) d(f,g) =d(g,f), Vf,g€E;
(M3) d(f,g) <d(f,h)+d(h,g), Vf g,h € E;

diz-se uma métrica ou distancia. O conjunto E onde esta definida a métrica diz-se um
espago métrico.

Problema geral da aproximacdo. Seja E' um espaco métrico e F' C E um subespaco de F.
Dado um elemento f € E pretende saber-se se existe um elemento ¢* € F tal que

(f.6") = inf d(f.0)

Se existir entdo ¢* é chamada uma melhor aproximacao (m.a.) de f em F' relati-
vamente a métrica ou distancia d. Se existir interessa saber se é Unico, quais as suas
propriedades e como pode ser construido.

e Dado f € E, o problema de determinar a m.a. ¢* de f em F C E é em geral dificil.
Vamos apenas considerar o importante caso em que E é um espago pré-Hilbertiano, isto
é, um espaco vectorial munido de um produto interno. Veremos que a determinagao da
m.a. relativamente a distancia induzida pela norma induzida pelo produto interno pode
ser reduzida a resolucao de um sistema de equacgoes lineares.



Melhor aproximacao em espacos pré-Hilbertianos

Definicdo. Seja E um espago vectorial. Uma fungao (, ) : E x E — R, que verifica as
condicoes

(P1) (f,f)>0 e (f,f)=0 & [f=0, VfeE;
(P2) (f,g9) =9, f), Vf,g€E;
(P3) (f,ag+ Bh) =alf,g) +B{f,h), Vf,g,h € £, Ya,3 € R;

diz-se um produto interno. O espaco E onde estd definido um produto interno diz-se
um espago pré-Hilbertiano (p-H).

e Um produto interno induz a norma

LAl =V 1),
passando E a ser um espaco normado. Uma norma induz uma distancia

passando E a ser um espaco métrico.

Exemplo. E = R? dotado do produto interno

d
(f,9) = sz’figia Vf,g€E,

onde f = (f1,f2y---Ja),9 = (91,92, -.9a) € w1, wa, ..., wy s@0 constantes positivas, é um
espaco p-H.

Exemplo. E = C([a,b]) dotado do produto interno

b
() = [ wl@)flgta) e, ¥fg € Cab), #)
onde w é uma funcao de peso, é um espaco p-H.

Definicdo. Uma fungao w : [a,b] — R é uma fungdo de peso se verificar as seguintes
condigoes:

(i) w(z) >0, Vzé€la,b];

(ii) {z € [a,b] : w(z) =0} ¢ finito;

b
(iii) / z"w(x)dzx existe e é finito para qualquer n € Ny.

Exemplos.

(i) w(zx) =1, =z € [a,b];



(i) w(z) = —, z€]—-1,1]

(i) w(z) = e, @€ [0,00]

(iv) w(z) =e*, €] —o0,+00.

Problema I. Sejam E = C([a,b]) e F' um subespago de E de dimensao finita. Dada f € F
determinar ¢* € F que minimiza o integral

b
| @@ - ot do.
Chama-se a ¢* a melhor aproximac¢ao minimos quadrados (m.a.m.q.) de f em F.

Nota. Em termos do produto interno (#) em C([a,b]) o problema toma a forma: dada
f € E determinar ¢* € F' tal que

If ="l = glei;l If — ol

Problema Il. Sejam E = C([a,b]), F um subespago de E de dimensao finita n + 1 e
II = {zg,x1,...,2x} um conjunto de N + 1 pontos distintos de [a, b], verificando-se que
N >n. Dada f € E determinar ¢* € F' que minimiza a soma

N

> wilf (@) — o).

=0

Chama-se a ¢* a melhor aproximagao minimos quadrados discreta (m.a.m.q.d.)
de f em F'.

Nota. Em termos do produto interno em R? acima definido o problema toma a seguinte
forma. Comega-se por associar a cada f € E' um vector f € RN*L tal que f; = f(x;),i €
{0,1,...,N}. Seja ainda F = {¢p € RN : ¢ € F'} € RV, Dada f € E determinar

¢* € F tal que o o
|f = ¢*|| = min || f — ¢]|.
dcF

Proposicdo (Caracterizacdo da m.a. num espaco p-H). Sejam E um espago p-H e F um
subespaco de E. Dado f € E, o elemento ¢* € F' é uma m.a. de f em F' se e s6 se

(f—0"¢)=0, VoeF

A m.a. de f em F é tnica.
Dem.: (---)

Proposicdo (Sistema normal). Sejam E um espaco p-H, F' um subespago de E de dimensao
finitan+ 1 e {pg,...,¢,} uma base de F. Entao a m.a. ¢* de f € E em F é dada por

n

* *

¢ = E APk
k=0



onde ag, ..., a; ¢ a solugao unica do sistema normal

n

S leionas = (foe),  i=0,1,....n,

k=0
o (po,0) -+ {posn) ag (fs%0)
<907L7 ()00> T <90n7 <10H> CLZ <f7 @n)

Exemplo. Determinar a m.a.m.q. de f € E = C([0, 1]) no subespaco F gerado pela base
{0, .- n}, pi(x) =27, no caso em que w(z) = 1,Vx € [0,1]. Note-se que a matriz do
sistema normal é a matriz de Hilbert de ordem n + 1.

Resolucao:

¢ = arpr,  pu(r) =2t
k=0

(o, 0) =+ {(®o,Pn) ag (f, ®0)

<90n7 @0) e <90n7 @n) a;kz <fa Son>
1
: 1
(i, ) = /0 oy = TR (Hnt1) ik

i = [ # s

Exemplo. Determinar a m.a.m.q.d. de f € E' = C([a, b]) no subespago F' gerado pela base

{@o0, ... pn}, no caso em que w; = 1, Vi € {0, 1,...,n}. Particularizar para o caso em que
;(z) = a’.
Resolucao:

¢ = appr, O =D aipx
k=0

k=0
(Po,Po) -+ (B0, Pn) ] ag {f, Po)
(B> @o) -+ (Pr@n) | L@, (f, @n)
@i = [pj(x0) @j(x1)...05(xn)], f=1[f(xo) flz1)...f(zn)]"
(P, Pr) = Z%’(%)@k(%), (f,@;) = Zf(%)%‘(iﬁi)

Caso particular: ¢;(x) = 27



N N
(@ px) = Y 2™, (f.5) =Y flxi)x]
=0 =0

Note-se que (o, po) = N + 1

Sistemas ortogonais.

Definicao. Um conjunto S de elementos de um espaco p-H E diz-se ortogonal se
(u,v) =0, Yu,veS, u#w,
(e usa-se a notagao u L v). Se, além disso,
(uyuy =1, Yu €S,

o sistema diz-se ortonormado.

Proposi¢do (Teorema de Pitdgoras). Sendo {ug,ui, ..., u,} um conjunto ortogonal entao

n 2 n
> uifl =Dl
=0 =0

Dem.: (--+)

Proposicdo. Um conjunto finito ortogonal de elementos nao nulos é um conjunto de ele-
mentos linearmente independentes.

Dem.: (--+)

Proposi¢do (Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt). Seja {eo,...,e,} uma base de um subes-
paco F' de um espaco p-H E. Seja {¢y, ..., pn} 0 conjunto de elementos definidos por

-1

<.

<€ j ) §0k> .
©o = €0, pj=e— > T —pr, J=1,
P (©r> Pr)

e seja {@o, - .., Pn} 0 conjunto de elementos definidos por

s _ Y

Rzl
Entao o conjunto {¢o,...,¢,} constitui uma base ortogonal para F enquanto que o
conjunto {Qo, . .., P, } constitui uma base ortonormada para F'.

Exemplo. Determinar o sistema de polindmios ortogonais no intervalo [—1, 1] em relagao
ao produto interno definido por (#) com w(z) =1, Vx € [—1,1].

Resolucao:



ej(x)y=a, j>0
$o = €o, wo(z) =1
O =€ — <€17900>
<S00,<Po>
1
{e1, o) :/ rdr =0
-1
©1 = e1, p1(z) =
0o = €9 — (€2, ) _ {e2, 1)
< 0u900 <901,901>
1
627§00 / .CU2 dr = 7
(€9, 1) / 22 dr =
€y — = (z) = 2* — E
P2 = €2 3800, ©2 = 3
03 = 3 — < 3, 0) Vo — (e3, 1)
<300, ©0) (o1, 1)

3
903263—5901,

1
(©0, o) :/ dx =2

1

_ (€3, 2)
(2, p2)

Proposi¢do (M.a. num espago p-H usando uma base ortogonal (ortonormada)). Sendo £ um

espago p-H, F' um subespaco de E de dimensao finita e {¢o, . ..

de F, entao a m.a. ¢* de f € F em F ¢ dada por

n

, on} uma base ortogonal

<fa <Pk>
¢* — a*gok” a* = 2’y
; ’ “ {onn)
Se a base for ortonormada ter-se-a simplesmente
¢ = aper,  ap=(fron).
k=0

Dem.: (---)



Polinémios ortogonais.

e Consideremos o espaco C([a, b]) com o produto interno definido por (#). O processo de
ortogonalizagao de Gram-Schmidt aplicado ao conjunto {1,x,z?, ..., 2"} permite obter
diferentes bases ortogonais para P,, o conjunto de polinémios de grau menor ou igual a
n, correspondentes a diferentes funcgoes de peso w. Uma maneira alternativa de construir
polinémios ortogonais é usar o teorema seguinte.

Proposicdo (Relagdo de recorréncia tripla). O conjunto de polindémios {(q, . . ., ¢, }, definidos
por
polz) =1, p1(z) =z — B,
er(z) = (x — Br)pr-1(x) — Crpr—2(), k> 2,
com
By, = (Tor_1, 901:—1>7 k>, Cp = <x90k—1>@k—2>’ k> 2,
(Pr-1, Pr—1) (Pr—2, Pr—2)

é ortogonal em relagao ao produto interno definido por (#), isto é,
b
(ro) = [ 0@yl de =0, £k

Nota. Esta via produz polinémios ortogonais monicos, isto é, com coeficente unitario da
poténcia mais elevada.

Exemplo. Determinar o sistema de polindmios ortogonais no intervalo [—1, 1] em relacao
ao produto interno definido por (#) com w(z) =1, Vx € [—1,1].

Resolugao:
wo(x) =1
1
{¢0, vo) f_11 dx
pi(z) =
1
_ (w1, 1) _ Jo 2t da _
{1, $1) f_ll x2dx
1
_ (w1, 00) S a?tde é _ 1
{¢0, vo) fjl dz 2 3
1
pa(z) = 2° — 3

1
_ (T2, P2) _ J 2 de ~0
(2, p2) f_11 x* dx




L 2(,2__1
Cy = (T2, 1) _ Jo, 2% (2 = 3) da _ fﬁ _ &
(¢1, 1) fjl 22 dx L
3
psla) =2~ Sa
5
Proposicdo. Seja {o, - .., ¢, } um sistema de polindmios ortogonais em relagao ao produto

n, interno definido por (#). Admite-se implicitamente que grau(yp;) = j. Se p é um
polinémio de grau m < n entao:

(1) (p,pj) =0, j=m+1,....,m (2) p= Z <<£J’f;]>> ©j.

=0
Proposicdo. Seja {¢o, - . ., ¢, } um sistema de polinémios ortogonais em relagao ao produto
interno definido por (#). Admite-se implicitamente que grau(y;) = j. Entao o polinémio
©; tem exactamente j raizes reais distintas no intervalo aberto ]a, b].

Exemplo. Polinémios de Legendre, P, (z € [a,b] = [—1,1], w(x)=1):
2n —1 -1
P,(x) = n xP, 4(x) — n P, 5(x), n>2
n
R =1 P@)=x
Py(z) = =(32° — 1), Psy(z) = =(52® — 3x), Py(z) = = (352" — 3027 + 3)
grau(P,) = n, P,(1)=1, n>0
_— (2n)!
A, = xhjgo:c P,(z) = SICIER n>1
+1 07 m 7é n,
(P P} = / Po@)Pu(a)dr=1{ 1
-1 , m=mn
2n +1
1
Exemplo. Polinémios de Chebyshev, T,, |z € |a,b] = |—1,1], w(r) = —— |:
p yshoe, T, (i € ] = 1,10 w(e) = )



A, = lim 27", (z) = 2", n>1

0, m #n,

+1

@my = [ @@ g m=n=,

-1 1 —1‘2 T
-, m=n >0
2

T, (x) = cos(n arccos x), n >0
2141
T, (z;) =0, xi:—cos(l—i_—)ﬁ, i=0,....,n—1, n>1

2n

Exemplo. Determine de entre os polinémios de grau menor ou igual a 2 a m.a.m.q. da
funcao f : R — R, definida por f(z) = z* + 2®, relativamente aos seguintes produtos
internos:

m>@m>=/’awmm¢u Vg, h € C((a,b]).

1

Sugestao: utilize os polindmios de Legendre.

(b) (g, h) = /_1%@, Vg, h € C([a, b]).

Sugestao: utilize os polinémios de Chebyshev.

Resolugiio:
(@) Pyx) =1 1= Py(a)
Pi(z) =z v = Py(x)
Pfa) = 5 (35% 1) 22 = S[P(x) + 2P()
Py(x) = % (5% — 32) = é[SPl(x) + 2Py (2)]
Py(z) = é (352" — 3022 + 3) ot = 3—15[7P0(m) + 20Py() + 8Py(z)]

(o) = % TPy(x) + 21Py(x) + 20Py(x) + 14Py(x) + 8Py ()]

<fa Pk)
. T .21 .20
W=gp U3 @3

3
pi(z) = 3F (=1 + 7z + 102?)



b) To(x) =1 | = Ty(a)
Ty(2) = o = Ti(x)
Ty(z) = 202 — 1 22 = %[To(x) +Ty(a)]
Ty(x) = 4a* — 3u v = 1T (@) + (o)
Tyw)=8a* —82+1  at— %[3%(1;) + ATy(2) + Ta()

f(x) = é [BTo(x) + 6T (x) + 4T (x) + 2T5(x) + Ty(x)]

<f7 Tk)
s =asTy + ai Ty + ayTs, a; =
%) 010 141 242 k (Tr, Th)
. 9 . 9 L 1

1
pi(z) = 3 (=1 + 62 + 827)

10



