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3. RESOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES NAO-LINEARES

Localizagao de raizes: teoremas elementares da Analise Matematica

e Sendo f € C([a,b]) a equacao f(x) = 0 pode nao ter solugoes, pode ter uma tnica
solugao ou pode ter mais do que uma solugao no intervalo |[a, b|.

Exemplo. A funcdo f. : [-3,3] = R, f.(x) = 2" —42% + ¢, tem um ntimero de zeros no
intervalo [—3, 3] que varia com o parametro ¢ entre zero e quatro.

Valores de ¢ ] — o0, —45[ | [-45,0[ | 0 | ]0,4[ | 4 | |4, o]
Numero de zeros de f. 0 2 3| 4 |2 0

e Os resultados seguintes (Introdugdo a Andlise Matemdtica, Jaime Campos Ferreira,
Fundagao Calouste Gulbenkian) sdo essenciais para a localizacdo de raizes de fungoes
reais de variavel real.

Teorema (do valor intermédio). Seja f uma funcao continua num intervalo I, a e b dois
pontos de [ tais que f(a) # f(b); entdo, qualquer que seja o nimro k (estritamente)
compreendido entre f(a) e f(b) existe pelo menos um ponto ¢ (estritamente) compreendido
entre a e b tal que f(c) = k.

Teorema (de Rolle). Seja f uma funcao continua no intervalo [a,b] (com a,b € R, a < b)
e diferencidvel em |a, b[; se f(a) = f(b), existe um ponto ¢ €la, b| tal que f'(c) = 0.

Coroldrio. Entre dois zeros de uma fungao diferenciavel num intervalo ha, pelo menos,
um zero da sua derivada.

Coroldrio. Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma funcao diferenciavel num
intervalo nao pode haver mais de um zero dessa funcao.

Teorema (de Lagrange). Se f é uma fungao continua no intervalo [a, b] e diferencidvel em
la, b[, existe pelo menos um ponto ¢ €]a, b[ tal que

e O seguinte corolario do teorema de Lagrange é util na obtencao de estimativas de erros
de aproximacoes de zeros de funcoes:

Coroldrio. Seja Z uma aproximagao do zero z da fungao f € C'([Z;2]). Entao:

_ . |f(2)]
les| = |z — 2| < m

£€(2:2]



Localizagao de raizes: método da bisseccao

Definicdo. Seja f € C([a,b]) tal que f(a)f(b) < 0, pelo que f tem pelo menos um zero no
intervalo [a,b] = I. O método da bissecgao consiste em construir a partir do intervalo
Iy = [ag, bo] = I uma sucessao de subintervalos I, = [a,,bn] C I, m € Ni, em que um
dos extremos de I, é o ponto médio de I,,_1,

Tm—1 = 5 (amfl + bm71>7

e o outro é ou a,,_1 ou by, 1, por forma a que f(a,,)f(b,) <0, o que se consegue pondo:
(1) Am = Qp—1, bm = Tm—-1, s5€ f(am—l)f(xm—l) < O,
(11) Ay = Tm—1, bm = bmfla s€ f(xmfl)f(bmfl) < 0.

Notando que

bm — Qm = 5 (bmfl - amfl)a

verifica-se que um zero de f vai sendo sucessivamente confinado a intervalos cada vez mais
pequenos.

Nota. O método da bisseccao pode descrever-se analiticamente pela férmula:

b—a a—+b
Tm41 = T + om+2 Sgn[f(a)f(xm>]7 m & N7 Lo = 9

Proposicdo. Seja f € C([a,b]) tal que f(a)f(b) < 0 e que tem apenas uma raiz z em [a, b].
Entao o método da bisseccao converge para z e verificam-se as seguintes estimativas de
erro:

b
(1) |z — x| < 2m—+(11, m > 0; (Estimativa “a priori”)
2= Tm| < |Tm — Tm—1|, m > 1. stimativa “a posteriori
(2) | | <] | > 1. (Estimativa “ lori”)

Dem.: (---)

Exemplo. Determinacao da raiz positiva da equagao f(z) = 22 — 2 = 0 com um erro
inferior a 107
A equagao tem uma e uma sé raiz no intervalo I = [0, 2] pois
flO=-2,  f@=2 - f(x)=202>0, Vzel.
Calculemos o menor valor de m para o qual |z — z,,| < e:

b—a

log

< _a<5 = m>—25 1
- 2m+l = —  log?2

Para [a,b] = [0,2], & =107 obtém-se m > 13.3. logo m = 14.




m G b T, f(zm) Ty, — Tl 2 — Tom
0 0.000000 2.000000 1.000000 -1.000000 0.414214
1 1.000000 2.000000 1.500000 0.250000 0.500000 -0.085787
2 1.000000 1.500000 1.250000 -0.437500  -0.250000 0.164214
3 1.250000 1.500000 1.375000 -0.109375 0.125000 0.039214
4 1.375000 1.500000 1.437500 0.066406 0.062500 -0.023287
5 1.375000 1.437500 1.406250 -0.022461 -0.003125  0.007964
6 1.406250 1.437500 1.421875 0.021729 0.015625 -0.007662
7 1.406250 1.421875 1.414063 -0.000427  -0.007812 0.000151
8 1.414063 1.421875 1.417969 0.010635 0.003906 -0.003756
9 1.414063 1.417969 1.416016 0.005100  -0.001953 -0.001803

10 1.414063 1.416016 1.415039 0.002336  -0.000977 -0.000826

11  1.414063 1.415039 1.414551 0.000954  -0.000488 -0.000337

12 1.414063 1.414551 1.414307 0.000263  -0.000244 -0.000093

13 1.414063 1.414307 1.414185 -0.000082 -0.000122  0.000029

14 1.414185 1.414307 1.414246 0.000091 0.000061 -0.000032

Notas.

(a) O método da bissecgao é um método iterativo a um passo com fungao iteradora

descontinua.

(b) O método é sempre convergente desde que f(a)f(b) < 0, mas a convergéncia pode

ser muito lenta.

(c) Nao se pode afirmar que o método tem convergéncia linear mas apenas que tem
semelhancas com métodos com convergéncia linear. Com efeito a sucessao dos ma-
jorantes do erro {w,,}, w, = anj—fl, converge linearmente com factor assimptotico

de convergencia K. =

1
5

(d) A estimativa “a posteriori” pode ser utilizada como critério de paragem para o

método iterativo.

(e) O método da bissecgao é ttil para a localizagao de raizes e para a inicializacao de
métodos mais rapidos cuja convergéncia so é garantida com uma boa aproximacao

inicial.

Método do ponto fixo

Definigdo. Diz-se que z é um ponto fixo de uma funcao g : R — R se e s6 se z = g(z).

Notas.

(a) Podemos transformar qualquer equagao f(x) = 0, f : R — R, numa equagao

x = g(z), estabelecendo a equivaléncia

flx)=0

& z=g(x),

num certo dominio D. E claro que se z € D for zero da fungao f entao serd ponto
fixo de g e vice-versa.



(b) Ha infinitas possibilidades de escolher g (a funcdo iteradora) de forma a que a
equivaléncia se verifique. Por exemplo, basta pensar que se w # 0 temos

fle)=0 & z=z+wf(z),
Como iremos ver, algumas escolhas de g nao serao apropriadas, ou serao menos
apropriadas do que outras, para o objectivo em vista.

Definicao. O método do ponto fixo é o método iterativo a um passo da forma

Tmi1 = 9(Tm), mEN, xg =& dado.

Nota. Considerando ¢ uma fungao continua, se o método convergir, convergird para
um ponto fixo z que, pela equivaléncia estabelecida, serd uma raiz da equacao, ou seja,

f(z) =0.
Exemplo. Utilizacao do método do ponto fixo com as fungoes iteradoras:
(a) g(z) =z +w(@® - 3);

no célculo da raiz positiva da equacao 22 — 3 = 0.

n Ty,
(@) | (b) (c) (a)
w= w=—1/4
0 201 2.0 2.0 2.0
1 3.0 | 1.5 | 1.750000000000000 | 1.750000000000000
2 9.0 | 2.0 | 1.732142857142857 | 1.734375000000000
3 87.0 | 1.5 | 1.732050810014728 | 1.732360839843750
4 | 7563.0 | 2.0 | 1.732050807568877 | 1.732092319987714
5 1.5 | 1.732050807568877 | 1.732056368747609
6 1.732051552617821
7 1.732050907386370
8 1.732050820941883
9 1.732050809360520
10 1.732050807808912
11 1.732050807601036
12 1.732050807573186
13 1.732050807569455
14 1.732050807568955
15 1.732050807568888
16 1.732050807568879
17 1.732050807568877




Exemplo.
(a) Tlustragdo da convergéncia mondtona para o ponto fixo da sucessdo gerada pelo
método do ponto fixo com funcao iteradora g(x) = 2 — cosx e valor inicial zy = 3.

(b) Iustracdo da convergéncia alternada para o ponto fixo da sucessdo gerada pelo
método do ponto fixo com funcao iteradora g(z) = 2 + 0.8cosz e valor inicial
Ty = 3.

(c) Hustragao da nao convergéncia para o ponto fixo da sucessao gerada pelo método do
ponto fixo com fungao iteradora g(z) = % (=14 3x—3sinz) e valor inicial g = 1.6.

(d) Tustracdo da nao convergéncia para o ponto fixo da sucessao gerada pelo método
do ponto fixo com fungao iteradora g(z) = 2 + 1.5cosx e valor inicial 2y = 1.6.

Definicdo. Uma fungao g : I — R, onde I é um intervalo fechado, diz-se uma fungao de
Lipschitz ou Lipschitziana em [ se existir um ntumero real L > 0 tal que

l9(z) —gW)| < Llz—yl,  Vazyel
Se L < 1 a funcao diz-se contractiva ou uma contraccao em I, com constante de
contractividade L.
Exemplo.

(a) f:[-a,a] =R, a>0, f(z)=|z|

E funcdo de Lipschitz com L = 1.

™) f:la,b] =R, b>a>0, f(x)=a'2

, - 1
E contraccao para a > 1

, 1
E funcao de Lipschitz com L = :

G pschitz NG
Teorema do ponto fixo (em R). Seja g : I — R uma fung¢ao contractiva num intervalo
I C R com constante de contractividade L e tal que g(I) C I. Entao:

(1) g tem um e um s6 ponto fixo z em I;

(2) a sucessao {x, tmen definida por z,,,1 = g(x,,) converge para z, qualquer que seja
xg € I

(3) verificam-se as seguintes estimativas de erro:

(1) |z = @mia| < LIz — 2wl ;

(i) |z —xm| < L™z — 0] ;

(ili) |2 — @] < [ Tmi1 = Tl

1
1-L

L
] — <
(iv) |2 = tia] <

|xm+1 - xm| ;



Lm
_ <
() |2 = ol < T

|x1 — o] -

Dem.: (---)

Proposicdo. A fungao g € C''(I) é contractiva em I se e s6 se

/
max |g'(z)] < 1.

Dem.: (--+)
Proposicdo. Seja g € C1(I) uma funcio tal que:

(i) g(I) C I (i) L = max|g'(x)| < 1

S

Entao sao vélidas as conclusoes do teorema do ponto fixo.
Dem.: (---)

Proposicdo (da convergéncia monédtona e alternada). Seja ¢ € C'(I) uma funcao tal que
g(I) C 1.

(1) Seja 0 < ¢'(x) <1, Vo € I. Se xg € I ha convergéncia mondtona do método do
ponto fixo (isto é, as iteradas ficam todas a esquerda (respectivamente a direita)
do ponto fixo se a iterada inicial estiver a esquerda (respectivamente a direita) do
ponto fixo).

(2) Seja —1 < ¢'(z) <0, Vx € I. Se xp € I hé convergéncia alternada do método do
ponto fixo (isto é, as iteradas ficam alternadamente a esquerda e a direita do ponto

fixo).
Dem.: (---)

Proposicdo (da convergéncia local). Seja g € C'(V,), onde V, é uma vizinhanga de z,
ponto fixo de g, com |¢'(z)| < 1. Entao sao vélidas as conclusoes do teorema do ponto
fixo desde que x( esteja suficientemente perto de z.

Dem.: (---)

Proposicdo (da n3o convergéncia para um ponto fixo). Seja g € C*(V,), onde V, é uma
vizinhanca de z, ponto fixo de g, com |¢'(z)| > 1. Entao a sucessao {z,,}, Tmi1 = 9(Tm),
nao pode convergir para esse ponto fixo (a ndo ser que “excepcionalmente” z,, = z para
algum m).

Dem.: (---)

Proposicdo (da convergéncia local, linear). Seja g € C'(V,), onde V, é uma vizinhanga de



z, ponto fixo de g, com 0 < |¢'(z)| < 1. Entao, para qualquer xy para o qual o método do
ponto fixo converge para z, tem-se:

(1) z=2m1 =g (En)(z — Tm), Em €)2; 0] ;

. 2 — Tm+1
() Jim = = g'(2).

Dem.: (---)

Nota. O método do ponto fixo tem neste caso convergéncia linear com coeficiente as-
simptotico de convergéncia

K =1g'()l.

Proposicdo (da convergéncia local, supra-linear). Seja g € CP(V,), p > 2, onde V, é uma
vizinhanga de z, ponto fixo de g, tal que

gd(z) == g(P—l)(Z) =0, g(p)(z) £ 0.

Entao, para qualquer xq para o qual o método do ponto fixo converge para z, tem-se:

_1\p+1
(1) 2= tmis = X €)= s G Sl
: T Tmtl (_1)}0“ P)( 4
(2) am (z—am)p P g7 )
Dem.: (---)

Nota. O método do ponto fixo tem neste caso convergéencia de ordem p com coeficiente
assimptoético de convergéncia

o0

Kl — ]% |g(p)(z)‘ )

Exemplo. Considere-se o polinémio do 32 grau
p(r) =2° — 4o+ 1.
(a) Mostrar que o polinémio tem trés raizes reais z; < zo < z3 tais que
5 €[-2.2,-20], 2 €[0.1,0.3], 2 € [18,2.0)].
(b) Mostrar que o método do ponto fixo com fungao iteradora ¢y, definida por

g1(x) = (4o — 1)1/3, reR,



converge para a raiz z; para qualquer z, € [—2.2, —2.0].

(c) Utilizar o método do ponto fixo com fungao iteradora g; para obter um valor
aproximado da raiz z; com um erro absoluto inferior a 107°.

(d) Mostrar que o método do ponto fixo com fungao iteradora g; pode ser utilizado
para calcular a raiz z3 mas nao a raiz zs.

(e) Mostrar que o método do ponto fixo com fungao iteradora g, definida por

1
gg(x)zzl(x3+1), r € R,

pode ser utilizado para calcular a raiz zs mas nao qualquer das outras raizes.

(f) Mostrar que o método do ponto fixo com funcao iteradora gs, definida por

gle) =T~ wA0,

T x?

pode ser utilizado para calcular a raiz z3 mas nao qualquer das outras raizes.

Resolucao:
(a) p(—2.2) = —0.848
= p tem pelo menos uma raiz em [; = [—2.2, —2.0]

p(—2.0) = 1.0
p(0.1) = 0.601

= p tem pelo menos uma raiz em Iy = [0.1,0.3]
p(0.3) = —0.173
p(1.8) = —0.368

= p tem pelo menos uma raiz em I3 = [1.8,2.0]
p(2.0) = 1.00

Sendo p um polinémio do 32 grau conclui-se que p tem exactamente
trés raizes reais, uma em cada um dos intervalos indicados.

(b) p(2) =0 & ==g()

4 _ 32 _
@) = (e =1, gi@) =5 (U - D @) = -3 (e -1
91(—22) =-214€ Il
gl(—QO) =-208€I; = g1<Il) c
gi(x) >0, Ve el
1(x) >0, Ve el
?i’((:v)) 20 Vo e 111 } = rglea}idgi(xﬂ = |g}(—2.0)| = 0.308161 < 1

= ¢; tem um e um s6 ponto fixo z; € I; para o qual o método do ponto
fixo com funcao iteradora ¢, converge, Vxg € I.

(C) Tm+1 = gl(ajm)? m € N7 Zo € [l



|21 — | <

L

|Tp — Tm—1| =: B

L = max |g(z)| = 0.308161
el

Lm

B,

—2.1

—2.11045429
—2.11357921
—2.11451150
—2.11478948
—2.11487235
—2.11489705
—2.11490441

0.466 x 1072
0.139 x 102
0.415 x 1073
0.124 x 1073
0.369 x 10~*
0.110 x 1074
0.328 x 10~°

(d) gjl

(e) ga(7)

00 O Uk W~ O

—2.11490661 | 0.978 x 10~¢

21 "Iy = —2.11491

Note-se que z; = —2.114907541476755 . ..

|21 — 27| = 0.313 x 1072, |21 — zg] = 0.932 x 1076

(l‘)>0, \V/$€]3 / Y _
d'(2) <0 Vocl [ = max|g) (z)] = |g1(1.8)] = 0.395 <1
91(18) =184 € Ig
91(20) =191¢€ 13 = 91(13) C Ig.
gi(x) >0, Ve el

= 0O método do ponto fixo com f. iteradora g; converge para z3, Vxg € I3.

I, = [0.251,0.3]

p(0.251) = 0.0118 }
(0.3) =

2(0.3) = —0.173 2 €l

= min|g)(x)] = |¢1(0.3)] = 3.90 > 1

xz€ls

gi(x) >0, Vx e ]:2
gl (x) <0, Vo el

= O método do ponto fixo com f. iteradora g; nao pode convergir para zs.

3z

" e
gz(f) 5

1
T, ) =

gh(z) >0, Vo € Iy }

/ R, .
g(z) >0, Yz € I = max |gy(z)] = ]g5(0.3)] = 0.0675 < 1

x€ly
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92(0.1) = 0.250 € I
(0 3) =0.257 € I, = 92(12) C I,
g(x)>0, Vr € Iy

= O método do ponto fixo com f. iteradora g, converge para zy, Vg € Is.

g5(x) >0, Y ey

: / R _
Ao el b = minldo = h(-20] =301

= 0O método do ponto fixo com f. iteradora g, nao pode convergir para z;.

= mlln lgh(x)] = |g5(1.8)] =2.43 > 1
Te

gh(z) >0, Vx €l
ga(z) >0, Vel

= 0O método do ponto fixo com f. iteradora g, nao pode convergir para z3.

® 0@ =% (7). s@=-%(3-0) dw=2(a-3)

gé(l’) < 07 Vx € ]3 B . B
gi(r)>0, Voely [ 7 max g5 ()] = [g5(1.8)] = 0.892 < 1
93(1.8) =191 € I, }
L) ¢ 1
g3(2.0) = 1L.75 ¢ I g3(13) ¢ I
I3 = [1.8,1.93]
p(1.8) = —0.368

p(1.93) = 0.469 } = el

g3(1.8) = 1.91358 € I, o
95(1.93) =1.80408 € Is » = g3(I3) C Is.
g3(x) <0, Vo el

= O método do ponto fixo com f. iteradora g3 converge para z3, Vg € jg.

gé(x) < O, \V/$ G .[1 . / _ / . o
(z) <0 Vel [ — |95()] = |g5(=2.2)] = 1.01 > 1
= 0O método do ponto fixo com f. iteradora g3 nao pode convergir para z;.

gy(x) >0, Vo el }

—_ , —_
g(z) <0, Vo e I, = min|gs(x)] = |g5(0.3)] =29.6 > 1

z€lr

= O método do ponto fixo com f. iteradora g3 nao pode convergir para zs.
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Método de Newton

Definicdo. O método de Newton é o método iterativo a um passo da forma

f(@m)
T+l = Tm — f’([L’m>, m e N, o = 50 dado.

Nota. O método de Newton pode ser interpretado geométricamente da seguinte forma: a
iterada x,,,1 é a intersec¢ao do eixo das abcissas com a recta tangente a curva y = f(x)
no ponto (T, f(zn)), cuja equagao é

Y= f(xm)+ f(@m)(x — 2m).

Proposicdo (condicdes suficientes de convergéncia). Seja f € C%(I), I = [a,b], uma fungao
que verifica as seguintes condigoes:

(1) fla)f(d) <0;
(2) f'(x) #0, Veel;
(3) f"(x) >0o0u f'(z) <0, Vo el;
(4) (a) f(xo)f"(x) >0, Veel, xz€l,
f(a) f(b)
®) 7@ 7/0)

Entao o método de Newton converge monotonamente para a tunica solugao z de f(z) =0
em /.

<b—a

‘gb—a

Dem.: (---)

Proposicdo (da convergéncia local, quadrética). Seja f € C?*(V,), onde V, é uma vizinhanga
de z, raiz de f, tal que f'(z) # 0, f"(z) # 0. Entao, para qualquer x, suficientemente
préximo de z, a sucessdo {z,,} definida pelo método de Newton converge para z. Além
disso:

(1) (Férmula do erro)
f”(gm) 2

2= Tyl = _2f’(xm) (z —xpy)", Em €)2; T

(2) (Estimativa do erro)

_ maxeer [["(2)]

_ < K|z — 2, =
|2 = Zmia| < K|z = aml, 2minger | /()]

ou )
|z — x| < (K |z — xo]) m >
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onde [ =[z—¢e,z24+¢|CV,étal que f'(x) #0,Vr €I, Ke <1,exy€l.
(3) (Ordem de convergéncia 2)

. Z = Tm41 o f//(z)
A G 2 ()

Dem.: (---)

Nota. O método de Newton tem pois convergéncia de ordem 2 com coeficiente as-
simptotico de convergéncia
14
K2 — f_(z)

= 2f(2)

e O método de Newton pode ser encarado como um caso particular do método do ponto
fixo com fungao iteradora g definida por

@
A= iy

Usando os resultados sobre a convergéncia local e supra-linear do método do ponto fixo
obtemos o seguinte resultado:

Proposicdo (da convergéncia local, quadratica e supra-quadrética). Seja f € CPT1(V,), p >
2, onde V, é uma vizinhanca de z, raiz de f, tal que:

(i) f'(2) #0, f'(z) #0, se p=2;
(i) fi(2)#0, [f'(z)=--=frV(z)=0, fP()#0, se p = 3.

Entao, para qualquer z( suficientemente proximo de z, o método de Newton converge
para z, e
T Tmil (—1)P+! p—1 f(p)(z)‘

pt f'(2)

lim
m—00 (Z — xm)p

Dem.: (---)

Exemplo. Considere-se o polinémio do 32 grau
p(r) =2° — 4o +1,
para o qual se verificou a existéncia de trés raizes reais z; < z5 < 23 tais que
2 € [-2.2,-2.0], 29 € [0.1,0.3], z3 € [1.8,2.0].

(a) Mostrar que o método de Newton com iterada inicial xy € [0.1,0.3] converge
para a raiz zs.
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(b) Utilizar o método de Newton para obter um valor aproximado da raiz zs com
um erro absoluto inferior a 1076,

Resolucao:
(a) Condigoes suficientes de convergéncia Vxg € I, = [0.1,0.3] = [a, b]:
(0) p € C?(I2)

(i) p(a) =0.601 }
p(b) = —0.173

(ii) p'(x) =322 -4<0, Ve el

= pla)p(b) <0

(iii) p’(z) =6x >0, Vx € I,

. p(a) 0.601
= =0151<02=0—-
(iv) P (a) 3.97 ¢
p(b)|  0.173
=——=0.0464<02=0b—
p’(b)‘ 3.73 = ¢
(b) i1 =g(zm), mEeN, To € I, g(@) =z — piz)
p'(x)

lem| < K lem-1]?> = By, m>1

7 "
2mingep, [p'(z)]  2[p/(b)] 2 x3.73
a+b b—a
To = 5 :()2, ‘60‘ S B =0.1

Kleo| < 0.0242 < 1

T Bm
0.2
0.2536082474226804 | 0.242 x 102
0.2541016396741136 | 0.142 x 10~°
0.2541916883650519 | 0.486 x 1012

C.«D[\DHOS

29 = x3 = 0.254191688365

Note-se que 2o = 0.2541916883650524 . . ., |20 — @3] = 0.5 x 1071°

Definicdo. Diz-se que uma funcao f tem um zero z de multiplicidade p > 1 se existir
uma funcao h continua em z tal que h(z) # 0 e que

f(x) = (z = 2)"h(z).
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Nota. Se h € C*(V,) entdo

Proposicdo (da convergéncia local, linear). Seja f € C*(V,), onde V, é uma vizinhanga de
z, zero de multiplicidade ¢ > 1 de f. Entao, para qualquer x( suficientemente proximo
de z, o método de Newton converge para z e

Z = Tm41 1

lim =1-—.
m—oo Z — L, I

Dem.: (---)

Definicdo. O método de Newton p-modificado para um zero de multiplicidade p > 1 de f
é definido por

e T )

m e N, xo = & dado.

Proposicdo (da convergéncia local, quadrética). Seja f € C3(V,), onde V, é uma vizinhanga
de z, zero de multiplicidade > 1 de f. Entao, para qualquer x( suficientemente proximo
de z, o método de Newton p-modificado converge para z e:

Z— T 1 W(z
m—o0 (2 = Tp) p h(z)

onde h é tal que f(z) = (x — 2)*h(z), h(z) #0.
Dem.: (---)

Nota. O método de Newton p-modificado tem a desvantagem de exigir o conhecimento
“a priori” da multiplicidade da raiz.

Método da secante

Definicdo. O método da secante é o método iterativo a dois passos da forma

Tm+1 — Tm

f(@mir) — f(xm>’

meN, xy=~E, 11 ==&, &,& dados.

Tm+2 = Tm+1 — f(merl)

Nota. O método da secante pode ser interpretado geométricamente da seguinte forma:
a iterada x,,.2 € a interseccao do eixo das abcissas com a recta que passa pelos pontos

(@ms f(@m)) € (Tmi1, f(Zmi1)), cuja equagao é

f(@mi1) = f(zm)

Tm+1 — Tm

y = f(Tm1) + (T — Zpmy1).
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Proposicdo (condicdes suficientes de convergéncia). Seja f € C%(I), I = [a,b], uma fungao
que verifica as seguintes condigoes:

(1) fla)f(b) <0;
() f@)#0, Vael,
(3) f"(x) >0 ou f'(x)<0, Vrel;

(4) (a) f(zo)f"(z) >0, e f(z1)f"(x) >0, Yz €I, xg,x1 € I;
ou

0 1@ f(b)

f'(a) /'(0)

Entao o método da secante converge para a unica solugao z de f(x) =0 em I.

<b-—a

‘Sb—a

Proposicdo (da convergéncia local). Seja f € C?*(V,), onde V, é uma vizinhanga de z, raiz
de f, tal que |f'(z)| # 0. Entao, para quaisquer x e x; suficientemente préximos de z, o
método da secante converge para z. Além disso:

(1) (Férmula do erro)
- J" ()

Z—Tm4+1 = _2f/(§m) (Z - xm) (Z - xm—l) ) gm e]xm—l; fEm[, Nm e]xm—l; Z5 xm[

(2) (Estimativa do erro)

_ maxeer |f"(2)]
2minges | f/(z)|’

2 = Tmp| S K[z =2 [2 = 2],

ou )
]z—xm\ggdqm, m > 0,

onde I =[z—¢g,z+¢]CV, étal que f'(x)#0,Vrel, Ke<l1, xg,21 €1,
§ = max{K|z — xo|, K|z — 1|} < 1,

e {gm} ¢ a sucessao de Fibonnaci.

(3) (Ordem de convergéncia)

e —waal | )] . V5+1
lim ——" = | = Kl r= = 1.61803...
m—oo |z — Xy, 2f'(z2) 2

Dem.: (---)

Exemplo. Considere-se o polinémio do 3% grau

p(r) =2® — 4o +1,
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para o qual se verificou a existéncia de trés raizes reais z; < zy < 23 tais que
5 €[-22,-20],  2€[01,03],  ze[1820].

(a) Mostrar que o método da secante com iteradas iniciais zg, z; € [1.8,2.0] converge
para a raiz zs.

(b) Utilizar o método da secante para obter um valor aproximado da raiz z3 com
um erro absoluto inferior a 1075,

Resolugao:
(a) Condigoes suficientes de convergéncia Vzy € I3 = [1.8,2.0] = [a, b]:
(0) p € C*Iy)

(i) m@=—0%8}
p(b) = 1.00

(i) p'(x) =322 —-4>0, Ve e 3

= pla)p(b) <0

(iii) p"(z) =62 >0, Vo e I3

(iv) %@ —=0.0643 < 02=b—a

P'(a)

b
4)’=om5<02:b—a
' (b)
zp(y) — yp(z)
b) T2 = 9(Tm, Tm-1), mEN, g\r,y) =
|6m| <K |em—1||6m—2| = Bma m > 2
o — MaXeer, Ip" ()] _ 1" (b)] _ 120 105
2minger, [P/(z)]  2lp(a)]  2x572

leo] <b—a=0.2, ler] <b—a=0.2
Kleo) <0.21 < 1, Kley| <021 <1
m | T, B
0 |18
1 120
2 | 1.853801169590643 | 0.420 x 107!
3 | 1.860025945055839 | 0.882 x 1072
4 |1.860810653297940 | 0.389 x 1073
5 | 1.860805849838245 | 0.360 x 1075
6 | 1.860805853111690 | 0.147 x 1078
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23 ~ x6 = 1.86080585

Note-se que z3 = 1.860805853111703. . ., |23 — 6] = 0.140 x 10713

Nota (compara¢do do método de Newton com o método da secante). Vimos que;

¢ O método de Newton:
(i) tem ordem de convergéncia 2;
(ii) envolve o célculo de f e f' em cada iteragao.

¢ O método da secante:
(i) tem ordem de convergéncia r &~ 1.618;
(ii) envolve apenas o cdlculo de f em cada iteragao.

Pode mostrar-se que o tempo de calculo dos dois métodos, para um mesmo erro, é o
mesmo se

ou, dito de outra maneira, o método de Newton serd mais eficaz se

tf’ < O44tf



