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MATEMATICA COMPUTACIONAL

Exercicios

[8.1] Considere o integral
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(a) Determine o valor aproximado do integral usando a regra dos trapézios composta
com
M =1,2,2% 23 24 25 26 27 28

subintervalos de integracao. Apresente uma tabela com as seguintes colunas:
(i) M.
(i) 7"(f).
(iii) A estimativa de erro obtida a partir da férmula de erro

b—a

B (f) = =5 WSO, & €abl.

(iv) A estimativa de erro dada pela férmula

1
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10007y = 1M (g

(v) O valor do erro ‘EfM)( f )‘ calculado sabendo que o valor exacto do integral

é [ =0.746824132812. ..
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(b) Repita o exercicio (com excepcao de (iii)) para o integral

(vi) O valor do quociente EfM/Q)(f)‘.
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[8.2] Considere o integral
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I:/ e Y dz.
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Faga uma estimativa do nimero minimo de subintervalos que se deveria considerar, se se
pretendesse calcular o integral da alinea anterior com um erro inferior a 10~#, utilizando:
(i) A regra dos trapézios.



(ii) A regra de Simpson.

[8.3] Suponha que a func¢ao f é definida no intervalo [0, b], do seguinte modo:

3 -z, 0<x<1,
f(x)_{?)x—l, 1<z<b.

(a) Obtenha aproximagoes para o integral

b
1(f) = / f(x)dr,

com b= 2 e b= 3, dos seguintes modos:
(i) Utilizando a regra dos trapézios composta, com passo h = 1.
(ii) Utilizando a regra de Simpson (simples).

(b) Determine o erro de cada um dos resultados obtidos, comparando com o valor
exacto de I(f).

(c) A férmula do erro da regra dos trapézios é aplicavel neste caso? E a da regra
de Simpson? Justifique.

[8.4] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f definida em R:

Z | —2]—-1]0 ] 1 2
fw) [ 110 2] 1/2 ] —1/2

(a) Utilizando a férmula de Newton com diferencas divididas, determine o polinémio
de grau < 2, po(x), que interpola f(z) nos pontos xg = —2, o =0 e x4 = 2.

(b) Suponha que pretendemos aproximar

0= [ s@ar v b= [ pa

2

Sabendo que as derivadas de f verificam |fY)(z)| < /2, j = 1,2, 3,4, no intervalo [—2, 2],
determine um majorante para o erro de integracao. Justifique.

[8.5] A tabela seguinte mostra os resultados obtidos por uma regra de Newton-Cotes (com-
posta) no céalculo do integral I(f) de uma certa fun¢ao f indefinidamente diferenciavel.

N 8 16 32 64
1™ 1 295927 | 274.15 | 268.97 | 267.68

O valor LSN) representa a aproximacao obtida, com N + 1 nés de integracao. Sabendo
que o valor exacto do integral é I(f) = 267.25, diga, justificando, que férmula poderd ter
sido utilizada (trapézios ou Simpson).



[8.6] Calcule o valor aproximado de
1 2
I :/ sin <I—) dzx,
0 2

(a) A regra dos trapézios composta com 5 nés de integragao igualmente espagados,
e determine um majorante do erro.

usando:

(b) A regra de Simpson simples, e determine um majorante do erro.

[8.7] Sabe-se que a funcao f € C*(—2,10) toma os valores f(1) = —2, f(4) = 7, f(10) = 6,
e que 1,4 e 10 sao pontos fixos de f o f.

(a) Determine o valor aproximado de

1=/ 1: f(w)dz,

usando a regra de Simpson com 5 nés de quadratura.

(b) Admitindo que |f®(z)| < 10, determine um majorante do erro absoluto come-
tido em (a).

[8.8] Calcule o valor aproximado dos integrais

L 3 1
1 :/ e “dr, I :/ dx,
0 o 1+ a2

usando as seguintes formulas de quadratura:

o, 10, 2. IO = ().

Determine em cada caso os erros dos valores aproximados a partir dos resultados exactos:

I =0.746824132812 . .. I =0.785398163397 . . ..

[8.9] Aplique a regra dos trapézios composta para aproximar os integrais

2T 1
I :/ e dx I :/ eV®dr .
0 0

Estime a ordem de convergéncia em ambos os casos. Note que [; ~ 7.95492652101284 e
IQ == 2

[8.10] (a) Obtenha a férmula de Newton-Cotes fechada de ordem 8, a correspondente
formula composta e os respectivos erros.



(b) Supondo que f € P,i,,, onde v, = 1+ % [1+4 (—1)"], mostre que o erro de
integracao da férmula de Newton-Cotes de ordem n composta com 2M subintervalos,
onde M é multiplo de n, é dado por

(2M) (M)
B () = = ),

[8.11] Considere a regra de Simpson composta num intervalo [a, b] e o valor aproximado
para N subintervalos, dado por Sy(f). Mostre que quando f® é constante se verifica a
condicao para o erro

15BN (f) = San(f) — Sn(f)-

[8.12] Seja f € Cla,b] uma funcao tal que f’ é integravel em |[a, b].

(a) Prove a seguinte estimativa do erro para a regra dos trapézios composta:

N Zj . .
EROE Y| (—%-1; % _ x) ) de,
j=17%j-1

ondexj:a—i—jh,j:(),...,n,h:b’T“.

(b) Calcule um valor aproximado do integral

1(f) = /0 ' da,

pela regra dos trapézios composta com h = %. Estime o erro.

[8.13] Demonstre que na regra de integragao do ponto médio se tem:

/ " ) = hf(x) + Bo().

0—

[Ny

onde

h3 (0 h h
Eo(f) = ‘];4() com 06[%—5,%4—5]

[8.14] Pretende-se construir uma férmula de quadratura do tipo

Li(f) = Aof(0) + A1 f(1)

para aproximar o integral



(a) Calcule Ay e A; de modo a que a férmula seja exacta para fungdes f(z) = a+bx
(a e b reais).

(b) Seja f(x) = sinz. Obtenha uma aproximagao de I(f) usando a regra de qua-
dratura obtida em (a) e calcule uma estimativa do erro absoluto.

(c) Determine um valor aproximado para I(f) usando a regra dos trapézios com-
posta com 4 subintervalos.

(d) Determine o niimero minimo de subintervalos necessario na regra dos trapézios
composta para garantir que o erro absoluto do resultado seja inferior a 1072 (despreze
erros de arredondamento).

[8.15] Pretende-se obter uma férmula de integragao com dois nés no intervalo [—1, 1], isto
é, uma férmula do tipo:

Li(f) = Aof (o) + Arf(21),

para aproximar o integral
1
17) = [ fa)ds
-1
(a) Escreva o sistema de equagoes que lhe permite calcular Ay e A; de modo a que
a férmula seja, pelo menos, de grau 1.
(b) Resolva o sistema em ordem a Aj e A;.

(c) Mostre que, se zg e x; forem tais que zor; = —%, a formula de integracao assim
obtida tem, pelo menos, grau 2.

[8.16] (a) Determine uma férmula de quadratura

L(f) = 2f(x0) + Arf(21),

para aproximar integrais da forma

I(f) = /0 () de,

que seja exacta para os polinémios de grau 2.

(b) Indique como construir uma férmula composta, partindo da expressao obtida
na alinea (a).

[8.17] Pretende-se calcular

Z(a,m) = /_l(xo‘ + 2) cos(m arccos(z))dz.

(a) Considere a aproximagcao de Z(1,2) e de Z(2,2) usando a integracao de Gauss-
Legendre com dois nés de quadratura. Alguns destes valores é exacto, qual?

(b) Calcule o valor aproximado de Z(2,m) usando a regra de Simpson simples.
Determine o valor exacto de Z(2,2) através da férmula do erro.



[8.18] (a) Determine uma férmula de quadratura do tipo
Li(f) = Aof(—c) + A1 f(c),
que seja exacta para integrais I(z¥), com k = 0, 1,2, onde

1
= ]26(1') dx.
o r¢+1

I1(f)

(b) Utilize a férmula obtida em (a) para calcular exactamente

0 2
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(c) Calcule o valor aproximado do integral definido em (b) usando a férmula de
integragao de Gauss-Legendre com 3 nds de integragao.

[8.19] Considere o integral

1 e
I(f) = —dx.
-] 7=
(a) Aproxime I(f) pela férmula de Gauss-Chebyshev com 2, 4 e 6 nds de integracao.

(b) Estime o erro utilizando a aproximagao

En(f) = Inta(f) = In(f)-

[8.20] Considere os integrais

0= [ s

(a) Deduza uma férmula de quadratura que seja exacta para I(a + bx), usando um
unico né de integragao em [0, 1].

(b) Indique a férmula composta, e calcule uma aproximagao do integral I(cos(x?))
usando 4 subintervalos.

[8.21] Para aproximar o integral

15 = [ s
0
considere a férmula de quadratura

I (f) = Ao f(z0) + AL f (1),

com g =2 — V2 e 1 = 2+ /2. Determine os pesos Ag e A; de tal modo que a férmula
seja pelo menos de grau 1. Mostre que a féormula assim obtida é de grau 3.



[8.22] Deduza as férmulas de quadratura de Gauss de ordens n = 0, 1,2 para calcular
integrais da forma

I(f) :/ e "f(x)dx.
0
Sugestao. Utilize os polinémios de Laguerre.

Nota. I(z*) = k!, k € N,.

[8.23] Utilize as formulas de Newton-Cotes fechadas com n = 2,4, 6,10 e 14 para aproxi-

mar o integral
4
d
1:1/ .
4 1 + LUQ

Compare os resultados com a solugao exacta I = 2arctan4 = 2.65163533. Comente.

[8.24] Considere a equagao integral (de Volterra de segunda espécie)

/Ka:t dt, 0<x<hb. (1)
Sejam g, x1, . . ., T, pontos equidistantes do intervalo [0, b], com h = z;—z;—1,i =1,...,n
esejay(0) = f(0). Pretende-se aproximar os valores da soluc¢ao da equagao (1) nos pontos
xi,t =0,...,n, pelo seguinte método numeérico.
METODO

Para a solucdo exacta tem-se

y(x;) = flx) + /0551' K (z;, t)y(t) dt, i=1,...,n.

Para aproximar o integral

1) = [ Kttt e,

usa-se uma quadratura numérica. Por exemplo, usando a regra dos trapézios composta,
obtém-se

i—1

1K, 9) ~ QLK y) = h [ K (e, 0)9(0) + 3 K (s )y(as) + 5 K, )y()].

: 2
7=1
Segue-se que a solu¢do aproximada Y;,7 = 1,...,n, satisfaz a equagao
i—1
1 1
Yi= flz:) + h|:§K(:CZ'7 0)£(0) + Z K(wi,7;)Y; + éK(xbxi)Y;} ; (2)
j=1

ou seja, uma vez conhecidos os valores de Y para j < i — 1, a aproximagao Y; é obtida
da equagdo (2).




Aplique o método acima para aproximar a equacao integral

ylx) ==z +/ sin(x — t)y(t) dt, 0<z<1,
0

com n = 10,20 e 40. Compare com a solucao exacta
3
x

y(r) =x+ e

Com base nos resultados obtidos, analise a ordem de convergéncia do método.



