
INSTITUTO SUPERIOR TÉCNICO
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[1]20

u = b + c, v = b− c, w =
u

v
, z = a× w

δũ = pu,b δb̃ + pu,c δc̃ + δA =
b

u
δb̃ +

c

u
δc̃ + δA

δṽ = pv,b δb̃ + pv,c δc̃ + δS =
b

v
δb̃ −

c

v
δc̃ + δS

δw̃ = pw,u δũ + pw,v δṽ + δD = δũ − δṽ + δD

= b

(
1

u
− 1

v

)
δb̃ + c

(
1

u
+

1

v

)
δc̃ + δA − δS + δD

= − 2bc

b2 − c2
(δb̃ − δc̃) + δA − δS + δD

δz̃ = pz,a δã + pz,w δw̃ + δM = δã + δw̃ + δM

= δã − 2bc

b2 − c2
(δb̃ − δc̃) + δA − δS + δD + δM

[2]
(a)10

p(x) = x3 − 2x2 + x− 3

p′(x) = 3x2 − 4x + 1 = 3

(
x− 1

3

)
(x− 1)

p′′(x) = 6

(
x− 2

3

)

p

(
1

3

)
= −77

27
, p′′

(
1

3

)
= −2, p(1) = −3, p′′(1) = 2

lim
x→−∞

p(x) = −∞, lim
x→+∞

p(x) = +∞

=⇒ p tem uma única raiz real.

p(2.0) = −1, p(2.5) = 2.625 =⇒ z ∈ [2.0, 2.5]
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(b)25

Condições suficientes de convergência do método de Newton ∀x0 ∈ [2.0, 2.5] = I:

(0) p ∈ C2(I)

(i) p(2.0) p(2.5) < 0

(ii) p′(x) > 0, ∀x ∈ I

(iii) p′′(x) > 0, ∀x ∈ I

(iv)

∣∣∣∣
p(2.0)

p′(2.0)

∣∣∣∣ = 0.2 < 0.5,

∣∣∣∣
p(2.5)

p′(2.5)

∣∣∣∣ = 0.269 < 0.5

Método de Newton:

xm+1 = xm − p(xm)

p′(xm)
, m ≥ 0

|z − xm| ≤ 1

K
(K|z − x0|)2m

, K =
maxx∈I |p′′(x)|
2 minx∈I |p′(x)|

|z − x0| ≤ 0.5, ∀x0 ∈ I

min
x∈I

|p′(x)| = |p′(2)| = 5

max
x∈I

|p′′(x)| = |p′′(2.5)| = 11



 =⇒ K = 1.1

K|z − x0| ≤ 0.55 < 1

|z − xm| ≤ (0.55)2m

1.1
=: Bm

m xm Bm

0 2.5
1 2.23077 0.275
2 2.17665 0.0832
3 2.17456 0.00761

z = 2.17456± ε, 0.0 ≤ ε ≤ 0.00761.
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(c)20

A raiz z é ponto fixo de g1 e g2. Com efeito:

p(x) = 0 ⇐⇒ x = g1(x), x > 0

p(x) = 0 ⇐⇒ x = g2(x), x > 0

O método do ponto fixo com função iteradora g1 converge para o ponto fixo
z ∈ I para x0 suficientemente próximo de z pois |g′1(z)| < 1. Com efeito:

g1(x) = 2− 1

x
+

3

x2

g′1(x) =
1

x2
− 6

x3
, g′1(x) < 0, ∀x ∈ I

g′′1(x) = − 2

x3
+

18

x4
, g′′1(x) > 0, ∀x ∈ I

max
x∈I

|g′(x)| = |g′1(2.0)| = 1

2
< 1

O método do ponto fixo com função iteradora g2 não converge
para o ponto fixo z pois |g′2(z)| > 1. Com efeito:

g2(x) =
1

2

(
x2 + 1− 3

x

)

g′2(x) = x +
3

2x2
, g′2(x) > 0, ∀x ∈ I

g′′2(x) = 1− 3

x3
, g′′2(x) > 0, ∀x ∈ I

min
x∈I

|g′2(x)| = |g′2(2)| = 19

8
> 1
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[3]30

A =

[
3 2
1 2

]

M =
D

ω
=

1

ω

[
3 0
0 2

]

M−1 =
ω

6

[
2 0
0 3

]

C = I −M−1A = I − ω

6

[
2 0
0 3

] [
3 2
1 2

]
=


 1− ω −2ω

3
−ω

2
1− ω




C − λI =


 1− λ− ω −2ω

3
−ω

2
1− λ− ω




det(C − λI) = (1− λ− ω)2 − ω2

3

Valores próprios de C :





λ1 = 1− c1ω, c1 = 1 +

√
3

3
≈ 1.577

λ2 = 1− c2ω, c2 = 1−
√

3

3
≈ 0.423

Raio espectral de C = rσ(C) = max(|λ1|, |λ2|) =





1− c1ω, ω ≤ 0

1− c2ω, 0 ≤ ω ≤ ωopt

c1ω − 1, ωopt ≤ ω

ωopt =
2

c1 + c2

= 1

O método de Jacobi modificado converge sse rσ(C) < 1, isto é, sse 0 < ω <
2

c1

.

O método converge mais rapidamente para o valor de ω para o qual o raio
espectral toma o menor valor, isto é, ω = ωopt = 1.
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[4]

(a)25

I1(f) = w0f(x0) + w1f(x1)

I1(x
m) = I(xm), m = 0, 1, 2, 3





w0 + w1 = I(1) = b2

w0x0 + w1x1 = I(x) = 0

w0x
2
0 + w1x

2
1 = I(x2) =

b4

6
w0x

3
0 + w1x

3
1 = I(x3) = 0





w0 = w1 =
b2

2

−x0 =
b√
6

= x1

I1(f) =
b2

2

[
f

(
− b√

6

)
+ f

(
b√
6

)]

(b)10

A fórmula tem grau de precisão 3 pois, por construção, integra exactamente todos
os polinómios de grau menor ou igual a 3, mas não integra nenhum polinómio de grau 4.
Com efeito:

I1(x
4) =

b6

36
6= I(x4) =

b6

15
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[5]20

E2(f) = I(f)− I2(f) = I(f − p2) = I(vW3)

v(x) = f [a, c, b, x], W3 = (x− a)(x− c)(x− a), c =
a + b

2

Introduzindo a função u definida por:

u(x) =

∫ x

a

W3(t)dt, u′(x) = W3(x)

E2(f) =

∫ b

a

v(x)W3(x) dx =

∫ b

a

v(x)u′(x) dx

Integrando por partes:

E2(f) = [u(x)v(x)]ba −
∫ b

a

v′(x)u(x) dx

Sendo u(a) = 0, u(b) = 0 o primeiro termo é zero.

Sendo u(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], o teorema do valor médio para integrais permite
escrever

E2(f) = −v′(η)

∫ b

a

u(x) dx, η ∈]a, b[

Usando a definição de derivada da diferença dividida e a relação desta
com a derivada da função resulta:

v′(η) = f [a, c, b, η, η] =
f (4)(ξ)

24
, ξ ∈]a, b[

Atendendo finalmente a que:

∫ b

a

u(x) dx =
(b− a)5

120

obtém-se o resultado pretendido:

E2(f) = − 1

90

(
b− a

2

)5

f (4)(ξ)
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[6] f(x, y) = 6y2 + 2x

(a)10 Método de Taylor de 2a ordem (passo h):

y1 = y0 + hf(x0, y0) +
h2

2
(dff)(x0, y0)

(dff)(x, y) =

(
∂f

∂x
+ f

∂f

∂y

)
(x, y) = 2 + f(x, y)12y

y1 = 1 + hf(0, 1) +
h2

2
[2 + 12f(0, 1)] = 1 + 6h +

h2

2
(2 + 72)

y1 = 1 + 6h + 37h2

(b)10 Método de Heun (passo h):

ŷ1 = y0 +
h

2
[f(x0, y0) + f (x0 + h, y0 + hf(x0, y0))]

ŷ1 = 1 +
h

2
[f(0, 1) + f (h, 1 + hf(0, 1))] = 1 +

h

2

[
6 + 2h + 6(1 + 6h)2

]

ŷ1 = 1 + 6h + 37h2 + 108h3

(c)10 Método de Adams-Moulton de 2a ordem (passo h):

ȳ1 = y0 +
h

2
[f(x0, y0) + f(x0 + h, ȳ1)]

ȳ1 = 1 +
h

2
[f(0, 1) + f(h, ȳ1)] = 1 +

h

2

[
6 + 2h + 6ȳ2

1

]

3hȳ2
1 − ȳ1 + 1 + 3h + h2 = 0

ȳ1 =
1

6h

[
1−

√
1− 12h(1 + 3h + h2)

]

0 < h < hM , hM = 0.0688052 (raiz positiva de 1− 12h− 36h2 − 12h3).

(d)10 Significa que

max
0≤n≤N

‖Y (xn)− yn‖ = O(h2), h → 0 (Nh = b− x0).
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