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INSTITUTO SUPERIOR TECNICO

Mestrado em Engenharia Fisica Tecnolégica

MATEMATICA COMPUTACIONAL

Resolucao do Exame de 15 de Janeiro de 2008

u
u=>b+c, v=>b-—c, w=—, z=a X w
v

b
5ﬂ:pu,655+pu,656+5/1: 55[)"‘566"‘6/&

b
05 = Pup O + Do, 0z + 0g = ;55—555%-55

515 :pw,u6ﬂ+pw,v5ﬁ+5D:5ﬁ_5ﬁ+5D

1 1 1 1
:b<———)55+C(—+—)55+5A—55+5D
u v u v

2bc
= _—62—02 (55_65)+5A_6S+5D

0 = Pza0a + Pow 0 + O = 0 + 0 + O

2bc
b2 _ 2

=05 — (55_5é)+5A_5S+5D+5M

p(r) =23 — 22> + 2 — 3

lim p(x) = —o0, lim p(x) = +o0

T——00 T——+00

—> p tem uma unica raiz real.

p(2.0) = -1, p(2.5)=2.625 = z€[2.0,2.5]



(b)25
Condigoes suficientes de convergéncia do método de Newton Vz, € [2.0,2.5] = I:

(0) p € C*(1)
(i) p(2.0)p(2.5) <0
(ii) p'(xz) >0, YVx el

(iii) p”(z) >0, Ve eI

.\ | p(2.0) p(2.5)
=02<05 =0.269 < 0.5
<1V) p/(zo) ) p,(25)
Método de Newton:
Tl = Ty — p/(xm) 7 m >0
p (xm>
1 m " 1
|Z_$’m|§_ (K|Z-.’L’0|)2 s K = ma’:‘)( El‘p (m)‘
K 2minge; [p/(v)]

|z — 2] <05, Vzgel

. / R/ o
min [p'(2)] = [p'(2)] = 5

= K =11
max [p"(z)] = |p"(2.5) = 11

K|z — x| <055 <1

m

0 |25

1 | 2.23077 | 0.275
2

3

2.17665 | 0.0832
2.17456 | 0.00761

z = 2.17456 £ ¢, 0.0 <e <0.00761.



(C)20

A raiz z é ponto fixo de g; e g3. Com efeito:
plx) =0 <= z=g(x), x>0

p(r) =0 <= x=go(x), x>0

O método do ponto fixo com fungao iteradora g; converge para o ponto fixo
z € I para x, suficientemente préximo de z pois |g(z)| < 1. Com efeito:

1 3
—9_ 42
g1(x) PR
()=~ - O ! 0, Vo el
gl(‘r>_p_ﬁ7 g1($>< ; T E
2 18
9,1/(95):—;—1‘?, gi(x) >0, Vo el

1
()] =101(2.0)] == < 1
max |g'(2)] = 191(2.0)] =

O método do ponto fixo com funcgao iteradora g, nao converge
para o ponto fixo z pois |gh(2)| > 1. Com efeito:

o(z) = % (x2+1—§)

s

3

gé(ﬁf/’):erﬁ, gy(x) >0, Ve el
3

gy(r) =1——, go(x) >0, Voel
xXr

19
. / —1d.(2)] = =2 1
min |ga(2)] = l62(2)] = & >
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1]

-5z lo s
we=5 [0 5]
C=I-M'A=1-2 [(2) g] ﬁ’
o[

S
2

2

det(C—M):(l—A—w)Q—%

/\1 =1- 1w,
Valores proprios de C':

)\2 =1 — CoW,

Raio espectral de C' = r,(C) = max(|A1], |A2]) =

2

1+ ¢

=1

Wopt =

2
1w -2
w 3
—— 1l-w
2

P

=14+ —=1577

w w
B

co=1—— =0.423
1l—cw, w<O0
l—cw, 0<w<wop
cw—1, wop <w

2
O método de Jacobi modificado converge sse 7,(C) < 1, isto é, sse 0 <w < —.

&1

O método converge mais rapidamente para o valor de w para o qual o raio
espectral toma o menor valor, isto é, w = wyy = 1.
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[4]

(a)25
L(f) = wof(zo) +wif(21)

Li(z™) = I(2™), m=0,1,2,3

( w0+w1:I(1):b2

WoTo + WL = ](l’) =0

b4
woil?% + wla:f = I(LU2) = E
[ wozd +wizd = I(2®) =0
( b2
Wog = W1 = —

,
S
s

()7 ()]

A férmula tem grau de precisao 3 pois, por construcao, integra exactamente todos
os polinémios de grau menor ou igual a 3, mas nao integra nenhum polinémio de grau 4.
Com efeito:

b° be

Lt =3 # I6Y=1
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[5]20

Ex(f) = I(f) = I(f) = I(f — p2) = 1 (vWV3)
v(z) = fla,c, b, z], Wi = (x—a)(x—c)(x—a),
Introduzindo a fun¢ao u definida por:

u(z) = /ﬂﬂ Ws(t)dt, u'(x) = Wi(x)

Eg(f):/abv(:c)Wg(x)dx:/abv(x)u’(:r)d:c

Integrando por partes:

Sendo u(a) =0, wu(b) =0 o primeiro termo é zero.

a+b

Sendo u(x) >0, Vz € [a,b], o teorema do valor médio para integrais permite

escrever

b
Ey(f) = —/(n) / w(@)dr, 1 elab

Usando a definicao de derivada da diferenca dividida e a relacao desta

com a derivada da fungao resulta:

F0(E)
24

v'(n) = fla, e, b,m,m) = § €la,b]

Atendendo finalmente a que:

/bu(;v) dx = (b—a)”

120

obtém-se o resultado pretendido:

By(f) =5 (b;“)5f<4><§>
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6] f(z,y) =6y* + 22

(a)'® Método de Taylor de 22 ordem (passo h):

h2
Y1 = Yo + hf(zo,y0) + o (dy f) (0, yo)

of

@) = (5 + 15

a_y> (z,y) =2+ f(z,y)12y

h2 h?
v =1HRF(0.1) + T2+ 12/(0,1)] = 14 6h + (2 +72)

y1 = 1+ 6h + 37h?

(b)) Método de Heun (passo h):

U1 = Yo + g [f (w0, y0) + f (20 + h,yo + hf(20,%0))]

h h
=140+ f(h1+hfO,1))] =17 [6 + 27 + 6(1 + 6h)°]
g1 = 1+ 6h + 37h* + 108h*

(c)!® Método de Adams-Moulton de 2¢ ordem (passo h):

Y1 = Yo+ g [f (zo,y0) + f(zo+ R, 71)]

B= 4 L0 + Fh )] =1+ b [6 420+ 6]

3hi2 — i1 +1+3h+h2=0

1
= [1 —/1-12h(1 + 3h + h2)]
0<h<hy, hy=00688052 (raiz positiva de 1 —12h — 36h2 — 12h%).
(d)!° Significa que

max ||Y (2,) — ya|| = O(R?*), h—0 (Nh =b— ).

0<n<N
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