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6. INTERPOLACAO POLINOMIAL

Introducao

Exemplo. Dada uma tabela de valores {(t;,FP;),j7 = 0,1,...,n}, determinar um valor
(aproximado) P, correspondente a um valor t, €|tg, t,][.

Problema. Sejam xq,x1, ..., z,, n+1 pontos distintos do intervalo [a, b] e sejam fo, f1, ..., fa,
os correspondentes valores de uma funcao f : [a,b] — R nesses pontos,

fi = f(z;), j=0,1,...,n.
Pretende-se determinar uma funcdo g : [a,b] — R pertencente a uma dada classe de
funcgoes tal que

g(z;) = fj, j=0,1,...,n.
Os pontos z; sao chamados pontos ou nds de interpolacao e os valores f; os valores

interpolados. A fungdo g é chamada a fungdo interpoladora. Vamos considerar fungoes
interpoladoras polinomiais.

e Interessa saber se este problema tem solugao, se a solugao ¢ unica e como se calcula.

Proposicdo. Sejam xo, ..., x,, n+ 1 pontos distintos do intervalo [a, b] e sejam fo, ..., fn,
os correspondentes valores de uma funcao f : [a,b] — R nesses pontos. Existe um tnico
polinémio p, de grau menor ou igual a n que interpola f nos pontos zg,xi,...,T,, ou
seja, tal que

pn(xj):fj7 jzou]-u"'7n‘
Dem.: (--+)
Notas.

(a) E importante distinguir entre a funcao p, e as varias representagoes de p,. Pelo
teorema anterior sabemos que p, é unica para cada conjunto de n + 1 pares orde-
nados (z;, f;), 7 = 0,1,...,n. Contudo poderd haver diversas maneiras de repre-
sentar explicitamente p,. A demonstragao apresentada determina os coeficientes
do polinémio por um sistema linear com matriz de Vandermonde. Ja de seguida
introduziremos a férmula interpoladora de Lagrange. Mais adiante introduziremos
a formula interpoladora de Newton. Cada uma dessas representagoes sugere um
algoritmo para o calculo de p,.

(b) O facto do grau do polinémio interpolador poder ser menor ou igual a n tem a
ver com a possibilidade dos valores fy, ..., f,, coincidirem com os valores de um
polinémio g, de grau m < n nos nds de interpolacdo, isto é, f; = qm(z;), j =
0,1,...,n.

(c) H& um ntimero infinito de polinémios de grau m > n que interpolam f nos pontos

TOy -y Tyt
n

Qm<x) = pn(x) + CH(.T - $i)m7

1=0



onde
/LiENl, 1=20,1,...,n, m = g+ 1 + -+ fip.

Formula interpoladora de Lagrange

Proposicdo. Sejam x, ..., x,, n+ 1 pontos distintos do intervalo [a, b] e sejam fy, ..., fn,
os correspondentes valores de uma funcao f : [a,b] — R nesses pontos. O polinémio p;,
de grau menor ou igual a n que interpola f nos pontos xg, x1, ..., x,, € dado pela féormula
seguinte, conhecida por férmula interpoladora de Lagrange:

n n
x — x;
= il Bl
i#j
lom,lin, ... lnn sa0 0s polinomios de Lagrange de grau n associados aos nés zg, 1, . . . , Tp,.
Dem.: (--+)
Exemplo.
- r—x
n=1: l071: 17 ll,l: 0
Tog — X1 T — o
n=2: lyy= (x —a1)(x — x5) Ly = (z — o) (x — x5
(w0 — 1) (w0 — 2) T (w = o) (T — 22)]
(= zo)(w — 1)
22 =
(w2 — @) (w2 — 1)
Foérmula interpoladora de Newton
Proposi¢do. Sejam zy, ..., x,, n + 1 pontos distintos do intervalo [a, b] e sejam fo, ..., fn,
os correspondentes valores de uma funcao f : [a,b] — R nesses pontos. O polinémio p,
de grau menor ou igual a n que interpola f nos pontos xg, z1, ..., x,, ¢ dado pela formula

seguinte, conhecida por férmula interpoladora de Newton:
() = flwo] + ) flwo, -, x5] Wj(w),
j=1

onde



Os coeficientes f[zg, x1,...,2;], 7 =0,1,...,n, sdo conhecidos por diferencas divididas
de ordem j da funcao f associadas aos pontos zg,z1,...,z;.
Dem.: (---)
Exemplo.
Flo, 21] = flzo] + fla] _ flx1] = flzo
Xo — 1 1 — X T1 — Zo

flzo] n 1] n flza]

To — xl)($0 — 1‘2) (ZL’l — %0)(%1 — ZL’Q) (l’g — LU())(JIQ — l’l)

[z, @] = flwo, 24

f[l'o,xhl'g] = (

T2 — Zo
Proposi¢do. Sendo (i, i1, ...,7;) uma permutacao de (0,1,...,7) entdo
f[l’o, L1y ,J/’j] = f[JZZ'O,.Til, e ,(L’i].].
Dem.: (---)
Proposicao.
f[;t:o,xl,...,xj] = f[l'l,l’g,...,xj] —f[CL’(),Il,...,.Tj_l]’ j: 1,2,3,...
Ty — o
Dem.: (--+)

e Estas férmulas permitem calcular as diferencas divididas usando um esquema recursivo
que é em geral apresentado sob a forma de uma tabela. Na 1% coluna escrevem-se os
pontos xg, 1, ..., e na 2% coluna os valores f[xg], f[x1],... Na 3% coluna escrevem-se as
diferencas divididas de 1% ordem, obtidas por aplicacao das féormulas anteriores; e assim
sucessivamente.

Tabela de diferencas divididas:

Z; f[i’fz] f[fﬂi,ﬂ?iﬂ] f[xia$i+1>$i+2] f[$i7$i+1axi+27$i+3]

T flwo)

f[l‘o,l’l]
w1 fla] flwo, x1, 2]

f[$1,$2] f[$0,$1,$2,373]
Ty flxo] flo1, 2o, 23]

flo, 3] floy, 2,23, 24
vz flas] flxa, x3, 4]

f[$3,$4]

ry  flad]




Nota.
pa(x) = flwo] + flzo, z:1](x — x0) + fl20, 1, 22] (T — 20) (T — 1)
p2(x) = flo1] + flwo, v1] (2w — 1) + fl2o, 21, 22| (2 — 71) (7 — 20)
pa() = floa] + flor, xe](x — x1) + flxo, 21, 22)(x — 1) (2 — 29)
pa(x) = flao] + flrr, z2)(x — 22) + flzo, 1, 2] (2 — 22) (2 — 1)
pa2(x) = flzo] + flzo, za)(x — 20) + flT0, 21, T2 (7 — T0) (T — 72)
p2(x) = flao] + flzo, w2](x — @2) + flwo, 21, 2] (2 — 32)(x — 20)

Exemplo. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f:

1 3 4

flx:) |0

2 8 9

Determine o polinémio interpolador de f nos pontos da tabela usando:

(a) O método da matriz de Vandermonde.
(b) A férmula interpoladora de Lagrange.

(c¢) A férmula interpoladora de Newton.

Erro de interpolacao polinomial

Proposicdo. Seja p, o polinémio interpolador

de [a,b]. Se f € C""!([a,b]) entao para
|xo; 15 .. ;s x| tal que
en(r) = f(x) = pu(z) =
onde
Wn—H( ):
Dem.: (--+)

Proposicdo. Seja p,, o polinémio interpolador
de [a,b]. Se f € C"*!([a,b]) entdo

en(x) = flro, o1, ..

Dem.: (---)

Proposicdo. Seja f € C""!([a,b]) e sejam xg, 11, ..

Entao:

f[xo,xl, Ce

de f em n+1 pontos distintos xg, x1,..., 2,
cada =z € |a,b] existe um ponto {(z) €

_ )

(n+1)! Wasa(w),

de f em n+ 1 pontos distintos xg, z1,..., %,

oy Ty ] W1 ().

., Tn, 1+ 1 pontos distintos de [a, b].

€ €lro;xe;. . X



Dem.: (---)

e A equacao que obtivemos para o erro de interpolacao de Lagrange nao pode ser usada
para calcular o valor exacto do erro e, (z) visto que () é em geral uma funcdo desconhe-
cida. Uma excepcio é o caso em que f™+1) é uma constante. Pode no entanto ser usada
para obter um majorante do erro.

Proposi¢do. Sendo f € C™([a, b]) entdo:

(1)

len(2)] < A (Woa(2), Vo elab],

(n+1)!

onde a constante M, 1 é tal que

(@) < Myyr, Vo € [a,b];
(2)
|€n( )‘ = (n l+11)| ineli}lf] |Wn+1( )| Vx € [a7b].

Dem.: (--+)

e Estas férmulas péem em evidéncia a importancia da contribuigao da fungao |W,, 1| para
o erro de interpolagao. Vamos estudar em mais algum pormenor esta fungao distinguindo
dois casos: nos igualmente espagados e nés de Chebyshev.

Proposicdo. Suponhamos que os nés de interpolacao estao igualmente espacados entre si:
l’i:l'g—l—’éh, i:O,l,...,n,

onde h > 0 é tal que x, < b. Sendo f € C"([a,b]) a férmula de majoragao do erro de
interpolacao escreve-se

+1
R LM,

m W11 ()], YV € [a,b],

len(2)] <
onde © = xg + th, e

Unia(t) = H(t — ).

Dem.: (---)
Proposicdo. A fungao W, tem as seguintes propriedades (ilustradas na figura seguinte):

(1) ¥,41 é um polinémio ménico de grau n + 1 com zeros nos pontos 0,1, ..., n.



n=2

n=3

n=9

’ 10000

S
%

i1

(2) U,11 é uma funcdo simétrica ou antisimétrica em rela¢ao ao ponto médio dos zeros,
t = %, consoante n + 1 ¢ par ou impar, respectivamente, isto &,

n N n
\I/n+1 (5 - t) - <—1) +1\I/n+1 <§ + t> .
(3) Em cada intervalo Ji,i+ 1[, ¢ =0,1,...,n — 1, |¥,, 41| possui um tinico maximo.

n

(4) Os valores dos maximos relativos de |W,,; ;| crescem a medida que ¢ se afasta de 3.

(5) |¥,41| tem um méaximo absoluto no intervalo [0, n], o qual ocorre em dois pontos, um

no subintervalo ]0, 1] e outro no subintervalo |n — 1, n[, verificando-se a desigualdade

W,.1(8)] < nl.
tgl[%l ()] <n



(6) Este valor maximo absoluto e o seu quociente em relagao aos valores dos restantes
maximos relativos crescem com n.

(7) |¥,41(t)| cresce rapidamente para t <0 et > n.

Notas. Atendendo a férmula de majoragao do erro e ao que se disse sobre a funcao ¥,
conclui-se que:

(a) na interpolagdo de f por p, os nds de interpolagao igualmente espagados zg, xo +
h,...,xq + nh, devem ser escolhidos por forma a que x esteja perto do centro do
intervalo [zo, zo + nhl, isto é, z ~ xo + .

(b) o erro de interpolacao cresce muito rapidamente quando = se afasta de zy, para a
esquerda, e de xy + nh, para a direita, o que desencoraja a extrapolagao, isto é, a
aproximacao de f(x) por p,(x) para valores de x fora do intervalo [xg, o + nh].

Proposicdo. De entre todas as escolhas de nés de interpolagao xg, x4, ..., x, distintos no
intervalo [—1, 1], a quantidade

max x—x;)l,
z€[-1,1] i ( )
toma o menor valor possivel para
2k +1
T = — COS i T, k=0,1,...,n,
2n 4 2

e esse valor ¢ 27", Se f € C"*1([—1,1]) a férmula de majoracio do erro de interpolagao

escreve-se
M, n+1

len(7)] < m,

Vo e [-1,1].

Nota. Os nés que acabamos de introduzir sao chamados nés de Chebyshev. Eles sao
os n + 1 zeros do chamado polinémio de Chebyshev de grau n + 1, habitualmente
designado por T},;1, que introduziremos no capitulo seguinte.

Exemplo. Considere a func¢ao f : R — R definida por f(z) = cosz.

(a) Determine o polinémio interpolador de f nos pontos xy = —a, r; = 0,3 = a, onde
a €]0,1].

(b) Determine um majorante do erro de interpolagao vélido para todos os pontos do
intervalo [—1, 1].

(c) Determine o valor de a para o qual o majorante do erro de interpolagao tem o menor
valor possivel.



