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5. RESOLUCAO NUMERICA DE SISTEMAS NAO-LINEARES

e Vamos agora considerar métodos iterativos para resolver sistemas de equagoes em R",

fl@)=0 < z=g(),

onde
r=[r 29 ... x,]7 €R"
f:DcCR"—R", f(z) =[filx) folz) ... fu(2)]7,
g:DCR"—=R",  g(z)=[g(z) gaz) ... ga(x)]"

Definicdo. Sendo f : D C R" — R", chama-se matriz Jacobiana de f a matriz de
derivadas parciais, caso existam,

r 0f1 Of1 7
Bor e
Ji(z) = : : (x).
Ofn Ofn
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Método do ponto fixo

Definigdo. Diz-se que z é um ponto fixo de uma fungao g : R” — R" se e s6 se z = g(z).

Definicao. O método do ponto fixo é o método iterativo a um passo da forma

MY = g(z™), meN, 2 = ¢ e R" (dado).

Definicdo. Uma funcao g : D C R® — R", diz-se uma funcao de Lipschitz ou Lips-
chitziana em D se existir um ntmero real L > 0 tal que

lg(x) — g(y)llv < L|lz —y|lv, Vz,y € D.

onde V designa qualquer norma em R". Se L < 1 a fungao diz-se contractiva ou uma
contraccao em D, com constante de contractividade L.

Teorema do ponto fixo (em R™). Seja g : D — R™ uma funcao contractiva num conjunto
fechado D C R"™ com constante de contractividade L e tal que g(D) C D. Entao:
(1) g tem um e um sé ponto fixo z em D;

(2) a sucessio {z™},,en, definida por 2™+ = g(x(™)), converge para z, qualquer que
seja 20 € D;



verificam-se as seguintes estimativas de erro:
3 ifi 1 imativas d
() eV < Llle™ v

(i) e v < L™[[e@]lv;

(i) fe™ v < Y — 20|

—1-L

L
: (m+1) <
(i) flet Dy < -2

|V§

(m+1) _ x(m)”V;

[

(v) fe™lly < 2 — &y

1—-L
onde e™ = 2 — (™ ¥m € N e V designa qualquer norma em R”.

Dem.: (---)

Definicdo. Um conjunto D C R" diz-se convexo se
tr+ (1 —t)y € D, vt € [0,1], Va,y € D,

isto é, se x,y € D entao todos os pontos do segmento de recta que une z e y também
pertencem a D.

Proposicdo. Seja g € C1(D) onde D é um conjunto convexo em R™. Entao se

sup [, (2) [ < L < 1,
zeD

a funcao g é contractiva em D segundo a norma M associada a norma vectorial V em R"”
com constante de contractividade L.

Proposicdo. Seja D um conjunto fechado e convexo em R" e g € C''(D) uma funcao tal
que:
(i) 9(D) C D; (i) sup [|Jy(x)[lar < L < 1.
€D

Entao sao validas as conclusoes do teorema do ponto fixo.

Proposicdo (da convergéncia local). Seja g € C'(V}), onde V., é uma vizinhanga de z,
ponto fixo de g, tal que 7,(Jy(2)) < 1. Entao o método do ponto fixo converge para z
desde que ) esteja suficientemente perto de z. Além disso as estimativas de erro (i)-(v)
sao validas em alguma bola fechada contida em V, e que contenha z.

Exemplo. Considere o sistema de equacoes algébricas nao-lineares

=0 =D)L gw=] ] 8



(a) Mostre que o sistema (S) tem uma e uma sé solugdo z no conjunto

1 1
D= |—2,00 x|0,5].
o) o]
(b) Mostre que o sistema (S) tem uma e uma sé solu¢ao Z no conjunto
D =[-4,-2] x [-4,-2].

(c) Utilize o método do ponto fixo para obter um valor aproximado da raiz z com
um erro absoluto inferior a 1079.
(d) Mostre que o sistema (S) tem apenas duas solugoes, z e Z, em R?.

Método de Newton generalizado

Definicao. O método de Newton é o método iterativo a um passo da forma
2t = g [T ()] f(2M), m e N, 2 = ¢ (dado).
Na pratica resolve-se em cada iteracao o sistema linear
Tp(@™) - Ar™ = — f(atm),
e define-se a iterada seguinte por

L) ) A )

Teorema de Kantorovich (condigdes suficientes de convergéncia).

Seja D C R™ um conjunto aberto e convexo e f € C'(D). Suponhamos que para
alguma norma em R” e algum z(*) € D sdo verificadas as seguintes condicoes:

(i) det(J;(x) £0, Vo€ D;  3My > 0: |[J(2)] ]| < Mi vz € D:

1
(if) My > 0: [[Jp(2) = Jr (W)l < Mallx —yll, Yo,y €D

M.
(iii) sendo gy = 2[|zM — 2| e K = ﬁ, verifica-se a desigualdade 2Key < 1;
1

(iv) B(x(o),éo) C D.
Entao:

(1) f tem um tnico zero z € B(z(©) &);

(2) a sucessao de Newton com condicdo inicial 2(® é bem definida, permanece em
B(z®, ¢g) e converge para z.



(3) verifica-se a estimativa de erro a priori

1 .
Iz — ™| < 7 (K=0)™.

Nota. Se f € C*(D) a condigao (ii) pode ser substituida pela condicao:
(i) 3M > 0 [|Hy,(x)| < My, VweD, Wie{l,.. n},
onde f; designa uma componente de f e Hy, ¢ a matriz Hessiana de f;, com componentes

P f;
(Hfz‘)jk - axjaxk :

Notas.

o A condicdo (i) implica a existéncia de inversa para a matriz Jacobiana (equivalente
no caso real a f'(x) # 0), e serve ao mesmo tempo para definir M; (que corresponde
no caso real a min |f'(z)|).

o A condigao (ii) implica a limitacdo dos valores da matriz Hessiana (caso f € C?) e
define M, (que corresponde no caso real a max |f"(z)]).

o A condicdo (iii) permite garantir que as iteradas vio permanecer na bola B(z(®, ¢))

f(a)) <b—-a L))‘ <b—a).

b
f'(a) fr(

o A condicdo (iv) é ébvia e podemos mesmo considerar D = B(z(®), g).

(e corresponde no caso real a condigao

Proposicdo (da convergéncia local). Seja f € C*(V.), onde V, é uma vizinhanga de z, zero
de f, tal que det(J;(2)) # 0. Entdo o método de Newton converge para z desde que ()
esteja suficientemente perto de z.

Proposi¢io (da ordem de convergéncia). Seja f € C*(V,), onde V, é uma vizinhanga de z,
zero de f, tal que det(Jf(2)) # 0. Entao o método de Newton, quando converge para z,
tem convergeéncia pelo menos quadratica, isto é, existe K > 0 tal que

|z = 2™V < K|z = 2™, meN,

ou
1 m
Jz =2 < = (K= =27, meN

Exemplo. Considere o sistema de equacoes algébricas nao-lineares

rw=o  e=| 0] sw=| St )

T .T% + 33?2 -1
para o qual se verificou que tinha apenas duas raizes em R?, z e Z.
(a) Determine o valor aproximado da raiz z usando trés iteradas do método de
Newton generalizado com aproximagao inicial z = [0 0]T.

(b) Obtenha uma estimativa do erro da solugao aproximada obtida na alinea (a)
(usando a norma do maximo).



