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4. RESOLUCAO NUMERICA DE SISTEMAS LINEARES

Normas matriciais

e Uma vez que M"(R) ou M"(C) sao espagos vectoriais de dimensao n?, topologicamente
equivalentes aos espaco R™ ou (C”Q, respectivamente, qualquer das normas que intro-
duzimos em espacos vectoriais também serve como norma matricial. No entanto nem
todas as normas possiveis tém interesse pratico. Vamos, portanto, comecar por definir
duas condicoes suplementares que as normas matriciais devem satisfazer para se tornarem
uteis.

Definicdo. Seja M uma norma no espago M"(C). A norma M diz-se regular se e sé se
for satisfeita a condicao

IABa < [[Allsl|Bllas, VA, B € M*(C).

Definicdo. Seja M uma norma no espago M"(C) e V' uma norma no espago vectorial C".
A norma M diz-se compativel com a norma V se e sé se for satisfeita a condigao

[Azllv < [[Alumllzllv, — VA eM™(C), VzeC"

Exemplo. Sendo A € M"(C), A = [a;;] define-se a norma de Frobenius de A por
" 1/2
|AllF = [Z |aij|2] :
ij=1
Esta norma ¢é regular, isto é,
IAB|lr < [|AlllBllr, VA, B € M*(C).
Esta norma é compativel com a norma euclideana para vectores em C", isto é,

[Azlls < [|A[lp[lzlls, VA€ M*(C), VoeC"

Exemplo. A norma M definida em M"(C) por

| Allar = 12}??“'%"

nao é regular.

e A definigao seguinte permite-nos obter normas matriciais que satisfazem as cinco condigoes
impostas.

Definigdo. Diz-se que uma norma matricial M em M"(C) esta associada a uma certa
norma vectorial V em C" se e s6 se ela for definida pela igualdade

Ax
HAHM = sup || ||V
z€Cm\{0} ||y

(*)



Também se diz neste caso que a norma M é a norma induzida em M"(C) pela norma
vectorial V em C".

Proposicdo. A equacao (*) define uma norma matricial, regular e compativel com a norma
V, isto é, que satisfaz as cinco condigoes:

1) [|Allar 20, VAeM"(C); [Aly=0 & A=0;
(2) lleAllar = |af[[Allr, VA € M™(C), Va e C;
3) [[A+ Bllar < |Allar + 1Bllar, VA, B € M*(C);
4) [Azllv < [[Allallzllv, VA€M (C), VoeC
() [|ABllm < [|AllmlIBlla, VA, B € M*(C).
Dem.: (---)

Proposicdo. Sendo M a norma induzida pela norma vectorial V' e I a matriz identidade,
entdo ||I]|x = 1.

Nota. A norma de Frobenius nao estd associada a nenhuma norma vectorial. Com efeito:

I]|r = v/n.

Exemplo. Normas matriciais em M"(C) induzidas por normas vectoriais em C":

x=x;] € C" A = [a;;] € M"(C)

n

n
]|, = 2; |2 Al = IT%?%S?%Z |aij|
1=

=1
norma por colunas

lzllz = /> lzil® [A]l2 = /7o (A*A)
=1

norma Euclideana

n

[2]|0o = max |24 [Alloe = gga;;z; |agj]
]:

norma por linhas

Nota. A* designa a matriz transposta conjugada da matriz A.

Definicdo. Seja A € M"(C) e seja 0(A) o espectro de A, isto é, o conjunto dos valores
préprios de A. Chama-se raio espectral de A e representa-se por r,(A) a

A) = .
ro(A) = max ||



Proposicdao. A norma matricial associada a norma da soma em C" tem a forma

|All; = max ZW

1<5<n

Dem.: (---)

Proposicdo. A norma matricial associada a norma do méximo em C” tem a forma

[Alloo = max Z |aijl-

1<i<n

Dem.: (Exercicio)

Proposicdo. A norma matricial associada a norma FEuclidiana em C" tem a forma

[All2 = /7o (A*A).

Proposicdo. Sendo A € M"(C), entao ||A|2 < [|A||F-
Dem.: (Exercicio)

Exemplo. Sendo

calcular [[Ally, [|Allz, [|Allo; [[All7, 75 (A).
Proposi¢do. Seja A € M"(C). Entao:

(1) Qualquer que seja a norma matricial M associada a uma certa norma vectorial em
C", verifica-se

ro(A) < [[All-

(2) Qualquer que seja ¢ > 0 existe uma norma N(e) associada a uma certa norma
vectorial em C" tal que

1Al N < 10(A) +&.
Dem.: (1) (--+)

Corolario. Seja A € M"(C). Entao r,(A) < 1 se e s6 se ||A||y < 1 para alguma norma
matricial M associada a uma norma vectorial em C".

Dem.: (---)



Nota. O raio espectral de A é pois o infimo de todas as normas matriciais de A associadas
a normas vectoriais em C".

Condicionamento de sistemas lineares

e Consideremos o problema de determinar a solucao de um sistema linear
Ax =D,

onde A € M"(C),det A # 0,b € C". Os dados do problema sao neste caso a matriz A e
o vector b. A solucao é o vector x = A~'b. Pretendemos analisar a forma como os erros
nos dados afectam os erros na solucao. Para isso consideramos um outro sistema linear

Az =,

e vamos procurar exprimir o erro relativo da solucao do segundo sistema em relacao a do

] i i
e , A—A b-b
aos do primeiro, isto é, e

1A floll

Proposicdao. Consideremos os sistemas lineares

primeiro, , em termos dos erros relativos dos dados do segundo sistema em relacao

Az = b, AF = b,

onde bbe C", Aec M™(C), det A # 0. Entao

10 lv
— 20 <8y < b
condy(A) — [0z]]v < condar(A) [|65]v
onde 5 7
55 r— 5; b—b condys(A) = || Al arl| A7 | as-

=l Il

M designa a norma matricial associada a norma vectorial V.
Dem.: (--+)

Proposicdo. Consideremos os sistemas lineares
Ax = b, Az =1,
onde b,be C", A, AeM"(C), detA+#0e Aétal que
1A = Allarll A [l < 1.

Entdao A ¢é nao singular e verifica-se a desigualdade

cond(A)
1 — || 4]|ar cond s (A)

10z]lv < ol +llogllv)



onde

SN

e b A

55 = -—, P =, 0i = ,
I[lv "l Al

M designa a norma matricial associada a norma vectorial V.

condar(A) = | Alla[| A |-

Definicdo. Seja A € M™(C) uma matriz nao singular. Chama-se nimero de condigao
de A relativamente a norma M a

condas(A) = [|A]lal[ A7 ar-
Chama-se nimero de condigao de A relativamente ao raio espectral a

cond, (A) = r,(A)r,(A™Y).

Nota. O numero de condicao de A relativamente a norma p > 1 é designado por cond,,(A).

Proposicdo. Seja A € M"(C) uma matriz nao singular. Entao:

ey
€o
1) cond,(A) = 2" __.
(1) cond,(4) = —— o
Ao (A)

(2) cond,(A) >1, Vp>1;

(3) condy(A) > cond.(A4), Vp>1;

(4) A=A* = condy(A) = cond,(A) ;

() AA*=1 = condy(A) = cond.(A) = 1.
Dem.: (---)

Nota. (1) Uma matriz A € M"(C) tal que A* = A diz-se uma matriz hermitiana. Uma
matriz hermitiana real ¢ uma matriz simétrica.

(2) Uma matriz A € M"(C) tal que A*A = AA* = I diz-se uma matriz unitaria.
Uma matriz unitaria real é uma matriz ortogonal.

Definicdo. Um sistema linear com matriz A diz-se bem condicionado se cond,(A) S1
e mal condicionado se cond,(A4) > 1.

Exemplo. Matriz de Hilbert,

1

H, € M"(R), (Hn)ij = i1

¢ A matriz inversa é conhecida explicitamente:

(D) (- Dt — 1)
) = G 7 = D= D16 = DIP0n = = )




¢ A matriz aparece, por exemplo, na aproximacao minimos quadrados de uma funcao.

¢ A matriz é muito mal condicionada:

| cond.(H,) |
1.93 x 10
5.24 x 10?
1.55 x 10*
4.77 x 10°
1.50 x 107
4.75 x 108
1.53 x 101°
4.93 x 101
1.60 x 103

Ol oo | O o x| w o S

—_
o

o A matriz é utilizada para testar programas para resolver sistemas lineares mal con-
dicionados.

Exemplo. Considereem-se os sistemas
H,z =b,, n=2,3,4, (1)

onde H,, é a matriz de Hilbert de ordem n e b, € C" é um vector cujas componentes sao
todas iguais a 1. Considerem-se também os sistemas

H,x = b, n =234, (2)

ond H, é a matriz que representa a matrix de Hilbert H,, num sistema de ponto flutuante
com 4 digitos na mantissa. Determinar os erros relativos das solugoes dos sistemas (2)
em relagao aos sistemas (1), com o mesmo valor de n, e interpretar os resultados a luz da
desigualdade do teorema anterior.

Resolugao numérica de sistemas lineares

e Métodos directos: a solugao exacta (na auséncia de erros de arredondamento) é obtida
num numero finito de passos. Sao exemplos: o método de eliminacao de Gauss, de
que trataremos brevemente para introduzir a pesquisa parcial de pivot; os métodos de
factoriza¢ao, de que nao trataremos.

e Métodos iterativos: a solucao aproximada converge para a solucao exacta quando o
numero de iteradas tende para infinito. Sao exemplos, de que trataremos seguidamente:
método de Jacobi, método de Gauss-Seidel, método de Jacobi modificado ou com relazacao,
método de Gauss-Seidel modificado ou com relaxagao ou método SOR.



Método de eliminacao de Gauss com pesquisa parcial de pivot

[1=1,2,...,n
j=12....n
(1)
B = b,

(1) Redugao da matriz A a forma triangular superior
AW 5 AQ) oo A

(2) Transformagao do 22 membro do sitema
b 5 p2 . ()

F=12. . n—1  (A® o G yE) L pk)

agf,y]}.

a(k) = Imax
rk |

s>k, s=minqr:
k<i<n

j=kk+1,...,n

o) o o

| e
fi=k+1.k+2,....n

(k)

i
mix =
(k)
A
j=k+1,k+2,.. . .n
o o)l
_ i b — ) _ g0
(3) Resolucdo do sistema transformado : ~ A™x = p™
_ o)
Tp = ——
al




Definicdo (pesquisa parcial de pivot). No passo k da eliminagao de Gauss considere-se

ag,:?)}_

s é pois o menor dos indices das linhas r > k para os quais ¢é atingido o valor maximo dos
(k)
A,

. k
s=min<r: ‘a£k) = max
k<i<n

valores absolutos dos elementos da coluna k localizados abaixo e sobre a diagonal

principal. Se s > k trocam-se as linhas s e k da matriz A%® e do vector b*®); e prossegue-se

com o passo k da eliminacao de Gauss. Esta estratégia implica que

Imix| < 1, i=k+1,...,n.

Nota. Utilizacao do método de eliminacao de Gauss para calcular o determinante de uma
matriz A € M"(C), nao singular:

det A = (—1)" det A™ = (—1)”@5?(1&75) g

nn?

onde v designa o nimero de troca de linhas efectuado. Comparemos, do ponto de vista da
eficiéncia computacional, medida pelo niimero de multiplicacoes e divisoes necessarias para
obter o resultado, este método com o método baseado na utilizagao directa da definicao:

det A = Z Sgn(p)am&zg <o Qpy,

pell

onde II designa o conjunto de todas as permutacoes de (1,2,...,n), p = (o, 3,...,w) e
sgn(p) = 1.

n | Naaln) = nln 1) | Nua(n) = (0~ 1)(n + 7 +3) | Noaln) = =

2 3
10 3.27 x 107 339 333
100 9.24 x 10%Y 333399 333333

Nyef(n) designa o nimero de multiplica¢oes necessarias para calcular det A por definigao,
Ngg(n) designa o nimero de multiplicagoes e divisdes necessarias para obter det A usando
o método de eliminacdo de Gauss para obter a matriz A®™ e Npg(n) designa o valor
aproximado (assimptético) de Ngg(n) para valores elevados de n.

Nota. Utilizacao do método de eliminacao de Gauss para calcular a matriz inversa A~!
de uma matriz A € M"(C), nao singular. Sendo

AATY =1,
e designando por ¢, ..., c, as colunas de A~! e por ey, ..., e, as colunas da matriz iden-
tidade, podemos escrever
Aler o - el =ler ea -+ ey
A matriz A=! pode pois ser obtida determinando as solucoes ci,...,c, dos n sistemas

Acy = eq,..., Ac, = e, por eliminacao de Gauss. Note-se que todos estes sistemas tém



a mesma matriz A pelo que a parte de reducao da matriz a forma triangular superior é
comum a todos eles.

Exemplo. Considere-se o sistema linear

EBIHE!

(a) Determinar a solucdo exacta do sistema pelo método de eliminacao de Gauss.

(b) Supondo que se efectuam os calculos num sistema FP(10, 3, -10, 10), com arredon-
damento simétrico, determinar a solucao aproximada do sistema pelo método de
eliminagao de Gauss.

(c) Idem, pelo método de eliminagao de Gauss com pesquisa parcial de pivot.

(d) Comparar os erros relativos das solugdes obtidas nas alineas anteriores.

Métodos iterativos

e Vamos considerar métodos iterativos para obter valores aproximados da solucao do
sistema linear Az =0, A € M"(C),b € C", da forma

z* D) = ) 4, k eN,
20 = & e Cm.

Tratam-se pois de métodos iterativos a um passo com fungao iteradora ¢ : C* — C"
definida por ®(z) = Cz 4+ w, onde C € M"(C) e w € C". C é a matriz iteradora do
método.

Definicdo. O método iterativo com funcao iteradora ® diz-se consistente com o sistema
Az = b se este sistema e o sistema x = ®(z) tiverem a mesma solugao.

Proposicdao. O método iterativo com funcao iteradora ® é consistente com o sistema
Ax = b se e s6 se
(I -C)A™ b = w.
Proposicdo. O método iterativo com funcao iteradora ® tal que
C=—-M'N=I-M"1A, w= M"'b,
onde M, N € M"(C), M invertivel, M + N = A, é consistente.
Dem.:

Ar=b = (M+N)r=b = Mr=-Nzx+b = z2=-M'Ne+M"b

Nota. A forma “intermédia” do método iterativo

Ma* ) = —Na®) 4 p, keN



10

sera util mais adiante.

Proposi¢do. Qualquer matriz A € M"(C), A = [a;;], pode ser decomposta na soma
A=Ls+ Dy+ Uy,
onde
i) Ly = |l;;] € M"(C) é uma matriz estritamente triangular inferior com elementos
J g
ii) Dy = |d;;] € M™"(C) é uma matriz diagonal com elementos
(i) J g
iii) Ug = |u;;] € M™(C) é uma matriz estritamente triangular superior com elementos
J

Ui = Qjj, 1< j, Ui = O, 7> j

Definicdo. O método de Jacobi corresponde a tomar
M =D, N=L+U,

na decomposicao de A = L+ D+ U = M + N, exigindo que D seja invertivel. Toma pois
a forma:

20 =g ecCn

ou, componente a componente,

1
AU — bi—Zaij:cg-k) : i=1,...,n, k €N,
Qi —
get
{L‘EO):&)Z‘GC, 1=1,...,n.

A matriz iteradora é
C;=-D'(L+U)=1-D"A

Nota. O método de Jacobi é também conhecido por método das substituicoes simultaneas.

Definicdo. O método de Gauss-Seidel corresponde a tomar
M =D+ L, N =1U,

na decomposicao de A =L+ D+ U = M + N, exigindo que D + L seja invertivel. Toma

pois a forma;
{ 20 = D7V [b — LoD — Uz®] | k€N,

x(O) = 50 € (Cn7
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ou, componente a componente,

i—1 n
1
.Z',Ek+l) = CL_ bz — Z Clijxg-kJrl) — Z Clijx;-k) s Z = 1, e, k’ & N,
" j=1 j=1+1
xgo):&)iE(C, 1=1,...,n.

A matriz iteradora é

Cas = —(D + L)_lU =1 - (D + L)_IA.

Nota. O método de Gauss-Seidel é também conhecido por método das substituicies
SUCESSIVAS.

Definicdo. O método de Jacobi modificado ou método de Jacobi com relaxagao
corresponde a tomar

D 1

M= —, Nz(l——>D+L+U,
w w

na decomposi¢ao de A =L+ D+ U = M + N, exigindo que D seja invertivel. w é um

parametro real positivo conhecido por parametro de relaxacao. O método toma pois

a forma:

) = (1 - w)a® + wD b~ (L+U)z®™],  keN,
,I(O) = 50 S Cn)

ou, componente a componente,

xEkH) = (1—w)x§k)+i bi—Zaijxgk) , i=1,...,n, k€N,
Qi —
gt
xEO):foiEC7 Z:L,?’L

A matriz iteradora é
ij(w) =1- a)DilA.

Nota. Para w = 1 o método reduz-se ao método de Jacobi.

Definicao. O método de Gauss-Seidel modificado ou ou método de Gauss-Seidel
com relaxacao ou método SOR corresponde a tomar

1
M:2—|—L, N:(l——)D—i—U,
w w

na decomposicdo de A=L+ D+ U = M + N, exigindo que D/w + L seja invertivel. w
é um parametro real positivo conhecido por parametro de relaxagao. O método SOR
toma pois a forma;

™) = (1 — w)a® + wD™ [b— La®+D) — Uz®)] | keN,
x(O) = 50 € (Cn7
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ou, componente a componente,

1—1 n
xEkH) =(1- w)xl(k) + had b; — Zazjx;kﬂ) — Z aijxﬁ-k) , 1=1,...,n, keN,
Qs =1 j=1+1
xz(»o):&)ie(c, 2:1,,n

A matriz iteradora é
OSOR(W) =1 - w(D + wL)_lA.

Nota. SOR é o acrénimo de successive over-relaxation. Para w = 1 o método SOR
reduz-se ao método de Gauss-Seidel.

Nota. A introducao do parametro de relaxacao podera permitir tornar convergente um
método divergente ou acelerar a convergéncia de um método convergente.

Convergéncia dos métodos iterativos

e Consideremos o método iterativo consistente com o sistema linear Ax =b, A= M+ N,
z* ) = Oz 4 qp, k e N,

{ RERp— (#)
onde

C=-M'N=I-M"1A, w = M~1b.

Proposicio. O método iterativo (#) converge para a solucio x do sistema Az = b, Vz(© ¢
Cn, isto é,

klim ) =z, vz©® e Cm,
ou
klim e =, vz e Cn,

onde e® =z — 2 se e 56 se

lim C*e® =0, Ve® e C™.

k—o0

Dem.. De z = ®(x) e 1) = ®(2®) obtém-se por subtraccio e = Ce® e por
inducao e®) = C*e©),

Proposicdo. O método iterativo (#) converge para a solucao x do sistema Az = b, Vz(® €
C", se existir uma norma matricial M, associada a uma certa norma vectorial V' em C",
tal que ||C||ar < 1. Neste caso sao validas as seguintes estimativas de erro:

(1) fe®™ Dy < clle™v;
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) [e®lly < ey

1
(3) lle® |y < T2 2 — 2By ;

C
(@) ey < = 20 — @)y
k

(5) le®lly < 2 — &y 5

—1-c

onde e® =z — 2™ keN, ec=|C|u.
Dem.: (---)

Nota. A estimativa “a posteriori”(4) pode ser usada como critério de paragem do método
iterativo: c
et Dy < = falbt 2y <o
—c
(k+1) (k) 1
|| —aW|ly <el-—-1).
c

Repare-se que
1 1
1< -—1, O0<ec<

c

1 1
0<-—-1<1, - <c< 1.

c 2
Nota. Todas estas estimativas permanecem validas se substituirmos ¢ por uma outra

quantidade ¢ tal que ¢ < é < 1. Em particular, ||C||2, que é dificil de calcular, pode ser
substituida por |C||r < 1. Recorde-se que ||C||2 < ||C|r, VC € M"(C).

Proposicio. O método iterativo (#) converge para a solucio x do sistema Az = b, Vz(© ¢
C", se e s6 se r,(C) < 1.

Dem.: (---)

Nota. Estes dois teoremas, conjugados com um teorema anterior que nos diz que o raio
espectral de uma matriz é o infimo de todas as normas induzidas da matriz, sugerem que o
raio espectral determina a rapidez de convergéncia do método, sendo a convergéncia tanto
mais rapida quanto menor for o raio espectral da matriz iteradora. Mais precisamente
pode mostrar-se que:

Proposicdo. Para o método iterativo (#) os erros e®) = x — (%) satisfazem a

(k) 1/k
sup limsup (||e 5 Hv) =r,(C),
e(®eCr\{0o} k—oo |e@][y

onde V designa qualquer norma em C".

Nota.
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(a) Este resultado significa que para valores de k elevados, podemos escrever em muitos
casos

le* V]| 2 7o (C)[e™].
(b) Partindo de 2**+) = C2® + w e de 2% = Cx*=Y + w obtém-se
2B+ _ (k) — o (x(k) _ I(k—l)) :
isto é, a diferenca de duas iteradas consecutivas satisfaz & mesma igualdade que os
erros de duas iteradas consecutivas:

e* ) = Cel®),

Para valores de k elevados verifica-se também

l2®H — 2| & 1y (C) |2 — 2V

(c) Na pratica, para obter estimativas de erro, utiliza-se em vez de ¢ = ||C| e de r,(C)
uma outra constante ¢, tal que,

p _ e — 2By

o |z®) — x(B=1)|;,

A <e,, Vk > ko,

quando for possivel obté-la experimentalmente.

Proposicdo. O método iterativo (#) converge para a solucao x do sistema Az = b, Vz(® €
C", se e s6 se todas as raizes Ai,..., A, da equacgao polinomial

det(AM + N) =0,

tiverem modulo inferior a unidade.
Dem.: (--)

Proposicdo. Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solucao do sistema
Az =b, V2(® € C" se e séser,(Cy) < 1er,(Cas) < 1, respectivamente.

Proposicdo. Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solucao do sistema
Az =b, V2@ € C", se e s6 se todas as raizes das equacoes

det(AM;+ N;) =0, det(AMgs + Ngs) =0,
respectivamente, tiverem moédulo inferior a unidade.
Definigao.
(1) Diz-se que a matriz A € M"(C), A = [a;;] é uma matriz de diagonal estrita-

mente dominante por linhas (MDEDL) se verificar as condigoes

|aii] >Z’a7jj|7 Vie{l,2,...,n}.
j=1

J#i
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(2) Diz-se que a matriz A € M"(C), A = [a;;] é uma matriz de diagonal estrita-
mente dominante por colunas (MDEDC) se verificar as condigoes

|ajj]>2]aij\, V]E{l,Q,,n}
o
Proposi¢do. Seja A € M"(C) uma MDEDL ou MDEDC. Entao A é nao singular.
Dem.: (---)

Proposicdo.  Seja A € M"(C) uma MDEDL. Definam-se as quantidades oy, ..., ay,,
B1,..., B, por

i—1
_ L %ij ;
a; =0, al—z .| i€{2,...,n},
7=1
6= %, ie{i..n-1}, B, =0.
S
Entao:
(1) ay+p; <1, Vie{l,...,n} (2) 1fia'<1, Vie{l,...,n}.
Dem.: (---)

Proposicdo. Seja A € M"(C) uma MDEDL. Definam-se as quantidades

p = max(a; + i) <1, n=max - <1
Entao
(1) [1Cslleo = m; (2) n< (3) Ceasllec <.

Dem.. (1) (---) (2) ()

Proposicdo. Seja A € M"(C) uma MDEDL. Entao o método de Jacobi converge para a
solucdo z do sistema Az = b, Va(® € C, e é vélida a estimativa de erro

e Do < plle® .

Proposicdo. Seja A € M"(C) uma MDEDL. Entao o método de Gauss-Seidel converge
para a solucao z do sistema Az = b, Vz(? € C", e é vélida a estimativa de erro

e oo < nlle™ .
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Nota. Uma vez que 7,(Cy) < ||CJlleo € 75(Cas) < ||Cas||eo este resultado pode levar a
pensar que sendo A uma MDEDL entao também se verifica que r,(Cgs) < 7,(C;) < 1,
isto é, que o método de Gauss-Seidel converge pelo menos tao rapidamente quanto o
método de Jacobi. Isto nao é verdade em geral, mas apenas impondo outras condicoes a
A. Assim, por exemplo, é verdadeiro o seguinte resultado:

Proposicdo (Teorema de Stein-Rosenberg). Seja A € M™(C) uma matriz tal que a matriz
iteradora do método de Jacobi é nao negativa, C;; > 0 (isto é, (Cy);; > 0,Vi,j). Seja
Cgs a matriz iteradora do método de Gauss-Seidel. Entao uma e uma sé das seguintes
proposicoes é verdadeira:

(1) 75(Cy) =re(Cas) = 0;
(2) 0<1y(Cas) <15(Cy) <1
3) 74(Cy) =re(Cas) = 1;
(4) 1<1,(Cy) <7y(Cas).

Nota. A condicao C; > 0 é satisfeita em particular se A é tal que Dy >0e A — Dy <
0. Uma vez que esta condicao é verificada para quase todos os sistemas lineares que
sao obtidos pela aproximacao as diferencas finitas de operadores diferenciais lineares,
este teorema da-nos em muitos casos praticos a informacao importante de que, quando
convergem, o método de Gauss-Seidel converge mais depressa do que o método de Jacobi.

Proposicdo. Seja A € M"(C) uma MDEDC. Entao quer o método de Jacobi quer o
método de Gauss-Seidel convergem para a solucio = do sistema Az = b, Vz(© e C".

Definicdo. Uma matriz hermitiana A € M"(C) diz-se definida positiva se

x*Ax >0, Vo e C"\ {0}.

Proposicdao. Cada uma das seguintes condigoes é necesséaria e suficiente para que uma
matriz hermitiana A € M"™(C) seja definida positiva:

(1) Todos os valores préprios de A sdo positivos.

(2) Todos os menores principais de A sao positivos.
Nota. Chama-se submatriz principal de A € M"(C) & matriz A, € M*(C), k €
{1,2,...,n} cujos elementos sdao os elementos das primeiras k linhas e k colunas de A.

Chama-se menor principal de A a det A.

Proposicdo. Seja A € M"(C) uma matriz hermitiana e definida positiva. Entao o método
de Gauss-Seidel converge para a solucdo = do sistema Az = b, Vz(® € C",

Proposicdo. Seja A € M"(C) uma matriz hermitiana e definida positiva e tal que a matriz
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2D, — A é definida positiva. Entao o método de Jacobi converge para a solucao x do
sistema Az = b, Yz e C.

e A analise de convergéncia do método SOR é mais complicada que a do método de
Jacobi com relaxacao pois a matriz iteradora depende nao linearmente do parametro de
relaxacao:

Cim(w)=1—wD A, Csor(w) =1 —w(D+wL) A

Proposicdo. Se o método de Jacobi for convergente entao o método de Jacobi modificado
com w €10, 1] também é convergente.

Proposicio (Teorema de Kahan). Seja A € M*(C). E condicio necessaria para que o
método SOR convirja para a solucio x do sistema Az = b, Vz(® € C", que w €]0,2[.

Nota. Prova-se que
TU(CSOR(CU» > |w — ll, Yw € ]R,

e portanto que
r-(Csor(w)) > 1, Vw ¢]0,2].

Proposicdo (Teorema de Ostrowski-Reich). Seja A € M"(C) uma matriz hermitiana e
definida positiva. E condicao suficiente para que o método SOR convirja para a solugao
r do sistema Az = b, Vz(® € C*, que w €]0, 2].

Nota. Prova-se que
r.(Csor(w)) < 1, Vw €]0,2[.

Nota. Em particular este resultado significa que o método de Gauss-Seidel, obtido para
w = 1, converge para matrizes hermiteanas e definidas positivas.

e O calculo do parametro de relaxacao éptimo, isto é, o parametro que minimiza o raio
espectral, é dificil excepto nalguns casos particulares. Geralmente obtém-se apenas um
valor aproximado experimentando numericamente diversos valores de w e observando o
efeito na rapidez de convergéncia. Este esforco ¢é justificado pois o aumento da rapidez de
convergéncia pode ser significativo. Damos seguidamente um exemplo de uma classe de
matrizes para a qual o problema pode ser tratado analiticamente com facilidade. Um outro
caso que também pode ser tratado analiticamente é o de uma outra classe de matrizes
que ocorre na discretizacao de problemas de valor na fronteira, as chamadas matrizes
consistentemente ordenadas.

Proposicdo. Suponhamos que a matriz iteradora C'; do método de Jacobi tem valores
préprios reais e em moédulo inferiores a unidade e designemos por A1 e A,, 0 maior e o menor
destes valores, respectivamente. Entdo o método de Jacobi modificado com w €]0, Wsyp |,

onde wgy, = é convergente. Além disso o raio espectral de Cj,,(w) tem o valor

11—\,
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2
minimo para wep; = —————— € esse valor minimo ¢

2= — M\

AL = A,
7o (Crm(Wopt)) = m

Dem.: (---)

Exemplo. Considere-se o sistema linear Ax = b, onde

0 3 1 14
A=|2 -10 3 |, b= | -5
1 3 10 14

(a) Determinar as seis primeiras iteradas do método de Jacobi com condigdo inicial

z©® =0 0 0]”. Justificar a convergéncia do método e obter uma estimativa do
erro da iterada z(©).

(b) Idem, para o método de Gauss-Seidel.

Exemplo. Considere-se o sistema linear Ax = b, onde

2 1 0 2
A=|-1 2 1/, b= | 2
0 —1 2 1

(a) Determinar a solu¢ao aproximada %) do sistema pelo método de Jacobi com condicéo
inicial #(® =[0.5 0.8 1.0]7 tal que ¢é satisfeita a desigualdade

|2®) — 2=, < 0.01.

Obter uma estimativa do erro da iterada z(*).

(b) Idem, para o método de Gauss-Seidel.
Exemplo. Considere-se o sistema linear Ax = b, onde
2 11
A=11 3 1
1 2 2

(a) Determinar o valor w = wep para o qual o método de Jacobi com relaxagao converge
mais rapidamente e o valor de r,(C., (Wopt))-

(b) Idem, para o método de Gauss-Seidel com relaxagao.
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Comparacao entre os métodos directos e os métodos iterativos

Notas.

()

n3

Os métodos directos requerem = Y operacoes para obter a solucao. Os métodos

iterativos implicam normalmente um célculo de ~ n? operacoes em cada iteracao,

o que os torna ineficazes face aos métodos directos para n;, > 3 Por outro lado, a

n
precisao atingida ao fim de 3 iteradas nao é normalmente muito boa (||z—2z™/? |y <

Bz — 2©|y). Por estas razoes os métodos iterativos sé se tornam realmente
eficazes para matrizes de grandes dimensoes e, em especial, quando as matrizes sao
esparsas (isto é, matrizes com poucos elementos diferentes de zero). Nestes casos
os métodos directos nao se simplificam em geral muito enquanto que os métodos
iterativos apresentam uma redugao apreciavel do nimero de operacoes.

Os métodos iterativos para sistemas lineares convergentes sao estdveis, isto é, par-
tindo de dois vectores iniciais préximos, €© e n(® obtém-se sempre duas sucessoes
{1 e {y*®} igualmente préximas, convergindo ambas para o mesmo vector z,
solugao exacta do sistema linear, verificando-se:

30 >0: max 2™ —y® || < 0)|€@ — @),  ve® 5@ e

Na presenca de erros de arredondamento os métodos iterativos, desde que aplica-
dos a sistemas bem condicionados, continuam estaveis. Isto significa que nao hé
perigo de os erros de arredondamento cometidos no calculo poderem resultar em er-
ros significativos no resultado final. Isto representa uma importante vantagem dos
métodos iterativos sobre os métodos directos em que os erros de arredondamento
podem propagar-se ao longo do calculo, conduzindo a erros muito grandes no resul-
tado final, mesmo que os sistemas sejam bem condicionados, e sobretudo quando se
tratam de sistemas de grandes dimensoes.



