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4. RESOLUÇÃO NUMÉRICA DE SISTEMAS LINEARES

Normas matriciais

• Uma vez que Mn(R) ou Mn(C) são espaços vectoriais de dimensão n2, topologicamente
equivalentes aos espaço Rn2

ou Cn2
, respectivamente, qualquer das normas que intro-

duzimos em espaços vectoriais também serve como norma matricial. No entanto nem
todas as normas posśıveis têm interesse prático. Vamos, portanto, começar por definir
duas condições suplementares que as normas matriciais devem satisfazer para se tornarem
úteis.

Definição. Seja M uma norma no espaço Mn(C). A norma M diz-se regular se e só se
for satisfeita a condição

‖AB‖M ≤ ‖A‖M‖B‖M , ∀A,B ∈Mn(C).

Definição. Seja M uma norma no espaço Mn(C) e V uma norma no espaço vectorial Cn.
A norma M diz-se compat́ıvel com a norma V se e só se for satisfeita a condição

‖Ax‖V ≤ ‖A‖M‖x‖V , ∀A ∈Mn(C), ∀x ∈ Cn.

Exemplo. Sendo A ∈Mn(C), A = [aij] define-se a norma de Frobenius de A por

‖A‖F =

[
n∑

i,j=1

|aij|2
]1/2

.

Esta norma é regular, isto é,

‖AB‖F ≤ ‖A‖F‖B‖F , ∀A,B ∈Mn(C).

Esta norma é compat́ıvel com a norma euclideana para vectores em Cn, isto é,

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F‖x‖2, ∀A ∈Mn(C), ∀x ∈ Cn.

Exemplo. A norma M definida em Mn(C) por

‖A‖M = max
1≤i,j≤n

|aij|,

não é regular.

•A definição seguinte permite-nos obter normas matriciais que satisfazem às cinco condições
impostas.

Definição. Diz-se que uma norma matricial M em Mn(C) está associada a uma certa
norma vectorial V em Cn se e só se ela for definida pela igualdade

‖A‖M = sup
x∈Cn\{0}

‖Ax‖V

‖x‖V

. (*)
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Também se diz neste caso que a norma M é a norma induzida em Mn(C) pela norma
vectorial V em Cn.

Proposição. A equação (*) define uma norma matricial, regular e compat́ıvel com a norma
V , isto é, que satisfaz às cinco condições:

(1) ‖A‖M ≥ 0, ∀A ∈Mn(C); ‖A‖M = 0 ⇔ A = 0;

(2) ‖αA‖M = |α|‖A‖M , ∀A ∈Mn(C), ∀α ∈ C;

(3) ‖A + B‖M ≤ ‖A‖M + ‖B‖M , ∀A,B ∈Mn(C);

(4) ‖Ax‖V ≤ ‖A‖M‖x‖V , ∀A ∈Mn(C), ∀x ∈ Cn;

(5) ‖AB‖M ≤ ‖A‖M‖B‖M , ∀A,B ∈Mn(C).

Dem.: (· · · )

Proposição. Sendo M a norma induzida pela norma vectorial V e I a matriz identidade,
então ‖I‖M = 1.

Nota. A norma de Frobenius não está associada a nenhuma norma vectorial. Com efeito:
‖I‖F =

√
n.

Exemplo. Normas matriciais em Mn(C) induzidas por normas vectoriais em Cn:

x = [xi] ∈ Cn A = [aij] ∈Mn(C)

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| ‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij|
norma por colunas

‖x‖2 =

√
n∑

i=1

|xi|2 ‖A‖2 =
√

rσ(A∗A)

norma Euclideana

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi| ‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij|

norma por linhas

Nota. A∗ designa a matriz transposta conjugada da matriz A.

Definição. Seja A ∈ Mn(C) e seja σ(A) o espectro de A, isto é, o conjunto dos valores
próprios de A. Chama-se raio espectral de A e representa-se por rσ(A) a

rσ(A) = max
λ∈σ(A)

|λ|.
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Proposição. A norma matricial associada à norma da soma em Cn tem a forma

‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij|.

Dem.: (· · · )

Proposição. A norma matricial associada à norma do máximo em Cn tem a forma

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij|.

Dem.: (Exerćıcio)

Proposição. A norma matricial associada à norma Euclidiana em Cn tem a forma

‖A‖2 =
√

rσ(A∗A).

Proposição. Sendo A ∈Mn(C), então ‖A‖2 ≤ ‖A‖F .

Dem.: (Exerćıcio)

Exemplo. Sendo

A =

[
1 3
0 2

]

calcular ‖A‖1, ‖A‖2, ‖A‖∞, ‖A‖F , rσ(A).

Proposição. Seja A ∈Mn(C). Então:

(1) Qualquer que seja a norma matricial M associada a uma certa norma vectorial em
Cn, verifica-se

rσ(A) ≤ ‖A‖M .

(2) Qualquer que seja ε > 0 existe uma norma N(ε) associada a uma certa norma
vectorial em Cn tal que

‖A‖N(ε) ≤ rσ(A) + ε.

Dem.: (1) (· · · )

Corolário. Seja A ∈ Mn(C). Então rσ(A) < 1 se e só se ‖A‖M < 1 para alguma norma
matricial M associada a uma norma vectorial em Cn.

Dem.: (· · · )
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Nota. O raio espectral de A é pois o ı́nfimo de todas as normas matriciais de A associadas
a normas vectoriais em Cn.

Condicionamento de sistemas lineares

• Consideremos o problema de determinar a solução de um sistema linear

Ax = b,

onde A ∈ Mn(C), det A 6= 0, b ∈ Cn. Os dados do problema são neste caso a matriz A e
o vector b. A solução é o vector x = A−1b. Pretendemos analisar a forma como os erros
nos dados afectam os erros na solução. Para isso consideramos um outro sistema linear

Ãx̃ = b̃,

e vamos procurar exprimir o erro relativo da solução do segundo sistema em relação à do

primeiro,
x− x̃

‖x‖ , em termos dos erros relativos dos dados do segundo sistema em relação

aos do primeiro, isto é,
A− Ã

‖A‖ e
b− b̃

‖b‖ .

Proposição. Consideremos os sistemas lineares

Ax = b, Ax̃ = b̃,

onde b, b̃ ∈ Cn, A ∈Mn(C), det A 6= 0. Então

‖δb̃‖V

condM(A)
≤ ‖δx̃‖V ≤ condM(A) ‖δb̃‖V

onde

δx̃ =
x− x̃

‖x‖V

, δb̃ =
b− b̃

‖b‖V

, condM(A) = ‖A‖M‖A−1‖M .

M designa a norma matricial associada à norma vectorial V .

Dem.: (· · · )

Proposição. Consideremos os sistemas lineares

Ax = b, Ãx̃ = b̃,

onde b, b̃ ∈ Cn, A, Ã ∈Mn(C), det A 6= 0 e Ã é tal que

‖A− Ã‖M‖A−1‖M < 1.

Então Ã é não singular e verifica-se a desigualdade

‖δx̃‖V ≤ condM(A)

1− ‖δÃ‖M condM(A)
(‖δÃ‖M + ‖δb̃‖V ) ,
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onde

δx̃ =
x− x̃

‖x‖V

, δb̃ =
b− b̃

‖b‖V

, δÃ =
A− Ã

‖A‖M

, condM(A) = ‖A‖M‖A−1‖M .

M designa a norma matricial associada à norma vectorial V .

Definição. Seja A ∈ Mn(C) uma matriz não singular. Chama-se número de condição
de A relativamente à norma M a

condM(A) = ‖A‖M‖A−1‖M .

Chama-se número de condição de A relativamente ao raio espectral a

cond∗(A) = rσ(A)rσ(A−1).

Nota. O número de condição de A relativamente à norma p ≥ 1 é designado por condp(A).

Proposição. Seja A ∈Mn(C) uma matriz não singular. Então:

(1) cond∗(A) =

max
λ∈σ(A)

|λ|
min

λ∈σ(A)
|λ| ;

(2) condp(A) ≥ 1, ∀p ≥ 1 ;

(3) condp(A) ≥ cond∗(A), ∀p ≥ 1 ;

(4) A = A∗ ⇒ cond2(A) = cond∗(A) ;

(5) AA∗ = I ⇒ cond2(A) = cond∗(A) = 1.

Dem.: (· · · )

Nota. (1) Uma matriz A ∈Mn(C) tal que A∗ = A diz-se uma matriz hermitiana. Uma
matriz hermitiana real é uma matriz simétrica.

(2) Uma matriz A ∈ Mn(C) tal que A∗A = AA∗ = I diz-se uma matriz unitária.
Uma matriz unitária real é uma matriz ortogonal.

Definição. Um sistema linear com matriz A diz-se bem condicionado se condp(A)
≈
> 1

e mal condicionado se condp(A) À 1.

Exemplo. Matriz de Hilbert,

Hn ∈Mn(R), (Hn)ij =
1

i + j − 1
.

¦ A matriz inversa é conhecida explicitamente:

(
H−1

n

)
ij

=
(−1)i+j(n + i− 1)!(n + j − 1)!

(i + j − 1)[(i− 1)!(j − 1)!]2(n− i)!(n− j)!
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¦ A matriz aparece, por exemplo, na aproximação mı́nimos quadrados de uma função.

¦ A matriz é muito mal condicionada:

n cond∗(Hn)

2 1.93× 10
3 5.24× 102

4 1.55× 104

5 4.77× 105

6 1.50× 107

7 4.75× 108

8 1.53× 1010

9 4.93× 1011

10 1.60× 1013

¦ A matriz é utilizada para testar programas para resolver sistemas lineares mal con-
dicionados.

Exemplo. Considereem-se os sistemas

Hnx = bn, n = 2, 3, 4, (1)

onde Hn é a matriz de Hilbert de ordem n e bn ∈ Cn é um vector cujas componentes são
todas iguais a 1. Considerem-se também os sistemas

H̃nx = bn, n = 2, 3, 4, (2)

ond H̃n é a matriz que representa a matrix de Hilbert Hn num sistema de ponto flutuante
com 4 d́ıgitos na mantissa. Determinar os erros relativos das soluções dos sistemas (2)
em relação aos sistemas (1), com o mesmo valor de n, e interpretar os resultados à luz da
desigualdade do teorema anterior.

Resolução numérica de sistemas lineares

• Métodos directos: a solução exacta (na ausência de erros de arredondamento) é obtida
num número finito de passos. São exemplos: o método de eliminação de Gauss, de
que trataremos brevemente para introduzir a pesquisa parcial de pivot; os métodos de
factorização, de que não trataremos.

• Métodos iterativos: a solução aproximada converge para a solução exacta quando o
número de iteradas tende para infinito. São exemplos, de que trataremos seguidamente:
método de Jacobi, método de Gauss-Seidel, método de Jacobi modificado ou com relaxação,
método de Gauss-Seidel modificado ou com relaxação ou método SOR.
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Método de eliminação de Gauss com pesquisa parcial de pivot

(0) A(1) = A, b(1) = b




i = 1, 2, . . . , n

[
j = 1, 2, . . . , n

a
(1)
ij = aij

b
(1)
i = bi

(1) Redução da matriz A à forma triangular superior

A(1) → A(2) → · · · → A(n),

(2) Transformação do 2o membro do sitema

b(1) → b(2) → · · · → b(n)




k = 1, 2, . . . , n− 1
(
A(k) → A(k+1), b(k) → b(k+1)

)



s > k, s = min

{
r :

∣∣∣a(k)
rk

∣∣∣ = max
k≤i≤n

∣∣∣a(k)
ik

∣∣∣
}

.



j = k, k + 1, . . . , n

a
(k)
kj ↔ a

(k)
sj

b
(k)
k ↔ b

(k)
s



i = k + 1, k + 2, . . . , n

mik =
a

(k)
ik

a
(k)
kk


j = k + 1, k + 2, . . . , n

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij −mika

(k)
kj

b
(k+1)
i = b

(k)
i −mikb

(k)
k

(3) Resolução do sistema transformado : A(n)x = b(n)




xn =
b
(n)
n

a
(n)
nn




i = n− 1, n− 2, . . . , 1

xi =
1

a
(i)
ii

(
b
(i)
i −

n∑
j=i+1

a
(i)
ij xj

)



8

Definição (pesquisa parcial de pivot). No passo k da eliminação de Gauss considere-se

s = min

{
r :

∣∣∣a(k)
rk

∣∣∣ = max
k≤i≤n

∣∣∣a(k)
ik

∣∣∣
}

.

s é pois o menor dos ı́ndices das linhas r ≥ k para os quais é atingido o valor máximo dos

valores absolutos dos elementos
∣∣∣a(k)

ik

∣∣∣ da coluna k localizados abaixo e sobre a diagonal

principal. Se s > k trocam-se as linhas s e k da matriz A(k) e do vector b(k); e prossegue-se
com o passo k da eliminação de Gauss. Esta estratégia implica que

|mik| ≤ 1, i = k + 1, . . . , n.

Nota. Utilização do método de eliminação de Gauss para calcular o determinante de uma
matriz A ∈Mn(C), não singular:

det A = (−1)ν det A(n) = (−1)νa
(n)
11 a

(n)
22 · · · a(n)

nn ,

onde ν designa o número de troca de linhas efectuado. Comparemos, do ponto de vista da
eficiência computacional, medida pelo número de multiplicações e divisões necessárias para
obter o resultado, este método com o método baseado na utilização directa da definição:

det A =
∑
p∈Π

sgn(p)a1αa2β . . . anω,

onde Π designa o conjunto de todas as permutações de (1, 2, . . . , n), p = (α, β, . . . , ω) e
sgn(p) = ±1.

n Ndef(n) = n!(n− 1) NEG(n) =
1

3
(n− 1)(n2 + n + 3) ÑEG(n) =

n3

3
2 2 3
10 3.27× 107 339 333
100 9.24× 10159 333399 333333

Ndef(n) designa o número de multiplicações necessárias para calcular det A por definição,
NEG(n) designa o número de multiplicações e divisões necessárias para obter det A usando
o método de eliminação de Gauss para obter a matriz A(n) e ÑEG(n) designa o valor
aproximado (assimptótico) de NEG(n) para valores elevados de n.

Nota. Utilização do método de eliminação de Gauss para calcular a matriz inversa A−1

de uma matriz A ∈Mn(C), não singular. Sendo

AA−1 = I,

e designando por c1, . . . , cn as colunas de A−1 e por e1, . . . , en as colunas da matriz iden-
tidade, podemos escrever

A[c1 c2 · · · cn] = [e1 e2 · · · en].

A matriz A−1 pode pois ser obtida determinando as soluções c1, . . . , cn dos n sistemas
Ac1 = e1, . . . , Acn = en por eliminação de Gauss. Note-se que todos estes sistemas têm
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a mesma matriz A pelo que a parte de redução da matriz à forma triangular superior é
comum a todos eles.

Exemplo. Considere-se o sistema linear
[

1 5
500 1

] [
x
y

]
=

[
5
2

]
.

(a) Determinar a solução exacta do sistema pelo método de eliminação de Gauss.

(b) Supondo que se efectuam os cálculos num sistema FP(10, 3, -10, 10), com arredon-
damento simétrico, determinar a solução aproximada do sistema pelo método de
eliminação de Gauss.

(c) Idem, pelo método de eliminação de Gauss com pesquisa parcial de pivot.

(d) Comparar os erros relativos das soluções obtidas nas aĺıneas anteriores.

Métodos iterativos

• Vamos considerar métodos iterativos para obter valores aproximados da solução do
sistema linear Ax = b, A ∈Mn(C), b ∈ Cn, da forma

{
x(k+1) = Cx(k) + w, k ∈ N,

x(0) = ξ0 ∈ Cn.

Tratam-se pois de métodos iterativos a um passo com função iteradora Φ : Cn → Cn

definida por Φ(x) = Cx + w, onde C ∈ Mn(C) e w ∈ Cn. C é a matriz iteradora do
método.

Definição. O método iterativo com função iteradora Φ diz-se consistente com o sistema
Ax = b se este sistema e o sistema x = Φ(x) tiverem a mesma solução.

Proposição. O método iterativo com função iteradora Φ é consistente com o sistema
Ax = b se e só se

(I − C)A−1b = w.

Proposição. O método iterativo com função iteradora Φ tal que

C = −M−1N = I −M−1A, w = M−1b,

onde M, N ∈Mn(C), M invert́ıvel, M + N = A, é consistente.

Dem.:

Ax = b ⇒ (M + N)x = b ⇒ Mx = −Nx + b ⇒ x = −M−1Nx + M−1b

Nota. A forma “intermédia” do método iterativo

Mx(k+1) = −Nx(k) + b, k ∈ N
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será útil mais adiante.

Proposição. Qualquer matriz A ∈Mn(C), A = [aij], pode ser decomposta na soma

A = LA + DA + UA,

onde

(i) LA = [lij] ∈Mn(C) é uma matriz estritamente triangular inferior com elementos

lij = aij, i > j, lij = 0, i ≤ j.

(ii) DA = [dij] ∈Mn(C) é uma matriz diagonal com elementos

dij = aij, i = j, dij = 0, i 6= j.

(iii) UA = [uij] ∈Mn(C) é uma matriz estritamente triangular superior com elementos

uij = aij, i < j, uij = 0, i ≥ j.

Definição. O método de Jacobi corresponde a tomar

M = D, N = L + U,

na decomposição de A = L+D +U = M +N , exigindo que D seja invert́ıvel. Toma pois
a forma: {

x(k+1) = D−1[b− (L + U)x(k)], k ∈ N,

x(0) = ξ0 ∈ Cn,

ou, componente a componente,




x
(k+1)
i =

1

aii


bi −

n∑
j=1
j 6=i

aijx
(k)
j


 , i = 1, . . . , n, k ∈ N,

x
(0)
i = ξ0i ∈ C, i = 1, . . . , n.

A matriz iteradora é
CJ = −D−1(L + U) = I −D−1A.

Nota. O método de Jacobi é também conhecido por método das substituições simultâneas.

Definição. O método de Gauss-Seidel corresponde a tomar

M = D + L, N = U,

na decomposição de A = L + D + U = M + N , exigindo que D + L seja invert́ıvel. Toma
pois a forma; {

x(k+1) = D−1
[
b− Lx(k+1) − Ux(k)

]
, k ∈ N,

x(0) = ξ0 ∈ Cn,
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ou, componente a componente,




x
(k+1)
i =

1

aii

[
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=1+1

aijx
(k)
j

]
, i = 1, . . . , n, k ∈ N,

x
(0)
i = ξ0i ∈ C, i = 1, . . . , n.

A matriz iteradora é

CGS = −(D + L)−1U = I − (D + L)−1A.

Nota. O método de Gauss-Seidel é também conhecido por método das substituições
sucessivas.

Definição. O método de Jacobi modificado ou método de Jacobi com relaxação
corresponde a tomar

M =
D

ω
, N =

(
1− 1

ω

)
D + L + U,

na decomposição de A = L + D + U = M + N , exigindo que D seja invert́ıvel. ω é um
parâmetro real positivo conhecido por parâmetro de relaxação. O método toma pois
a forma: {

x(k+1) = (1− ω)x(k) + ωD−1[b− (L + U)x(k)], k ∈ N,

x(0) = ξ0 ∈ Cn,

ou, componente a componente,




x
(k+1)
i = (1− ω)x

(k)
i +

ω

aii


bi −

n∑
j=1
j 6=i

aijx
(k)
j


 , i = 1, . . . , n, k ∈ N,

x
(0)
i = ξ0i ∈ C, i = 1, . . . , n.

A matriz iteradora é
CJm(ω) = I − ωD−1A.

Nota. Para ω = 1 o método reduz-se ao método de Jacobi.

Definição. O método de Gauss-Seidel modificado ou ou método de Gauss-Seidel
com relaxação ou método SOR corresponde a tomar

M =
D

ω
+ L, N =

(
1− 1

ω

)
D + U,

na decomposição de A = L + D + U = M + N , exigindo que D/ω + L seja invert́ıvel. ω
é um parâmetro real positivo conhecido por parâmetro de relaxação. O método SOR
toma pois a forma;

{
x(k+1) = (1− ω)x(k) + ωD−1

[
b− Lx(k+1) − Ux(k)

]
, k ∈ N,

x(0) = ξ0 ∈ Cn,
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ou, componente a componente,





x
(k+1)
i = (1− ω)x

(k)
i +

ω

aii

[
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=1+1

aijx
(k)
j

]
, i = 1, . . . , n, k ∈ N,

x
(0)
i = ξ0i ∈ C, i = 1, . . . , n.

A matriz iteradora é
CSOR(ω) = I − ω(D + ωL)−1A.

Nota. SOR é o acrónimo de successive over-relaxation. Para ω = 1 o método SOR
reduz-se ao método de Gauss-Seidel.

Nota. A introdução do parâmetro de relaxação poderá permitir tornar convergente um
método divergente ou acelerar a convergência de um método convergente.

Convergência dos métodos iterativos

• Consideremos o método iterativo consistente com o sistema linear Ax = b, A = M +N ,

{
x(k+1) = Cx(k) + w, k ∈ N,

x(0) = ξ0 ∈ Cn,
(#)

onde
C = −M−1N = I −M−1A, w = M−1b.

Proposição. O método iterativo (#) converge para a solução x do sistema Ax = b, ∀x(0) ∈
Cn, isto é,

lim
k→∞

x(k) = x, ∀x(0) ∈ Cn,

ou
lim
k→∞

e(k) = 0, ∀x(0) ∈ Cn,

onde e(k) = x− x(k), se e só se

lim
k→∞

Cke(0) = 0, ∀e(0) ∈ Cn.

Dem.: De x = Φ(x) e x(k+1) = Φ(x(k)) obtém-se por subtracção e(k+1) = Ce(k) e por
indução e(k) = Cke(0).

Proposição. O método iterativo (#) converge para a solução x do sistema Ax = b, ∀x(0) ∈
Cn, se existir uma norma matricial M , associada a uma certa norma vectorial V em Cn,
tal que ‖C‖M < 1. Neste caso são válidas as seguintes estimativas de erro:

(1) ‖e(k+1)‖V ≤ c‖e(k)‖V ;
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(2) ‖e(k)‖V ≤ ck‖e(0)‖V ;

(3) ‖e(k)‖V ≤ 1

1− c
‖x(k+1) − x(k)‖V ;

(4) ‖e(k+1)‖V ≤ c

1− c
‖x(k+1) − x(k)‖V ;

(5) ‖e(k)‖V ≤ ck

1− c
‖x(1) − x(0)‖V ;

onde e(k) = x− x(k), k ∈ N, e c = ‖C‖M .

Dem.: (· · · )

Nota. A estimativa “a posteriori”(4) pode ser usada como critério de paragem do método
iterativo:

‖e(k+1)‖V ≤ c

1− c
‖x(k+1) − x(k)‖V < ε

‖x(k+1) − x(k)‖V < ε

(
1

c
− 1

)
.

Repare-se que 



1 ≤ 1

c
− 1, 0 < c ≤ 1

2
,

0 <
1

c
− 1 ≤ 1,

1

2
≤ c < 1.

Nota. Todas estas estimativas permanecem válidas se substituirmos c por uma outra
quantidade c̃ tal que c < c̃ < 1. Em particular, ‖C‖2, que é dif́ıcil de calcular, pode ser
substitúıda por ‖C‖F < 1. Recorde-se que ‖C‖2 ≤ ‖C‖F , ∀C ∈Mn(C).

Proposição. O método iterativo (#) converge para a solução x do sistema Ax = b, ∀x(0) ∈
Cn, se e só se rσ(C) < 1.

Dem.: (· · · )

Nota. Estes dois teoremas, conjugados com um teorema anterior que nos diz que o raio
espectral de uma matriz é o ı́nfimo de todas as normas induzidas da matriz, sugerem que o
raio espectral determina a rapidez de convergência do método, sendo a convergência tanto
mais rápida quanto menor for o raio espectral da matriz iteradora. Mais precisamente
pode mostrar-se que:

Proposição. Para o método iterativo (#) os erros e(k) = x− x(k) satisfazem a

sup
e(0)∈Cn\{0}

lim sup
k→∞

(‖e(k)‖V

‖e(0)‖V

)1/k

= rσ(C),

onde V designa qualquer norma em Cn.

Nota.
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(a) Este resultado significa que para valores de k elevados, podemos escrever em muitos
casos

‖e(k+1)‖ ≈ rσ(C)‖e(k)‖.
(b) Partindo de x(k+1) = Cx(k) + w e de x(k) = Cx(k−1) + w obtém-se

x(k+1) − x(k) = C
(
x(k) − x(k−1)

)
,

isto é, a diferença de duas iteradas consecutivas satisfaz à mesma igualdade que os
erros de duas iteradas consecutivas:

e(k+1) = Ce(k).

Para valores de k elevados verifica-se também

‖x(k+1) − x(k)‖ ≈ rσ(C)‖x(k) − x(k−1)‖.

(c) Na prática, para obter estimativas de erro, utiliza-se em vez de c = ‖C‖ e de rσ(C)
uma outra constante cr tal que,

r(k) =
‖x(k+1) − x(k)‖V

‖x(k) − x(k−1)‖V

≤ cr, ∀k > k0,

quando for posśıvel obtê-la experimentalmente.

Proposição. O método iterativo (#) converge para a solução x do sistema Ax = b, ∀x(0) ∈
Cn, se e só se todas as ráızes λ1, . . . , λn da equação polinomial

det(λM + N) = 0,

tiverem módulo inferior à unidade.

Dem.: (· · · )

Proposição. Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solução do sistema
Ax = b, ∀x(0) ∈ Cn, se e só se rσ(CJ) < 1 e rσ(CGS) < 1, respectivamente.

Proposição. Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solução do sistema
Ax = b, ∀x(0) ∈ Cn, se e só se todas as ráızes das equações

det(λMJ + NJ) = 0, det(λMGS + NGS) = 0,

respectivamente, tiverem módulo inferior à unidade.

Definição.

(1) Diz-se que a matriz A ∈ Mn(C), A = [aij] é uma matriz de diagonal estrita-
mente dominante por linhas (MDEDL) se verificar as condições

|aii| >
n∑

j=1
j 6=i

|aij|, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.
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(2) Diz-se que a matriz A ∈ Mn(C), A = [aij] é uma matriz de diagonal estrita-
mente dominante por colunas (MDEDC) se verificar as condições

|ajj| >
n∑

i=1
i6=j

|aij|, ∀j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Proposição. Seja A ∈Mn(C) uma MDEDL ou MDEDC. Então A é não singular.

Dem.: (· · · )

Proposição. Seja A ∈ Mn(C) uma MDEDL. Definam-se as quantidades α1, . . . , αn,
β1, . . . , βn por

α1 = 0, αi =
i−1∑
j=1

∣∣∣∣
aij

aii

∣∣∣∣ , i ∈ {2, . . . , n},

βi =
n∑

j=i+1

∣∣∣∣
aij

aii

∣∣∣∣ , i ∈ {1, . . . , n− 1}, βn = 0.

Então:

(1) αi + βi < 1, ∀i ∈ {1, . . . , n}; (2)
βi

1− αi

< 1, ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Dem.: (· · · )

Proposição. Seja A ∈Mn(C) uma MDEDL. Definam-se as quantidades

µ = max
1≤i≤n

(αi + βi) < 1, η = max
1≤i≤n

βi

1− αi

< 1.

Então
(1) ‖CJ‖∞ = µ; (2) η ≤ µ; (3) ‖CGS‖∞ ≤ η.

Dem.: (1) (· · · ) (2) (· · · )

Proposição. Seja A ∈ Mn(C) uma MDEDL. Então o método de Jacobi converge para a
solução x do sistema Ax = b, ∀x(0) ∈ Cn, e é válida a estimativa de erro

‖e(k+1)‖∞ ≤ µ‖e(k)‖∞.

Proposição. Seja A ∈ Mn(C) uma MDEDL. Então o método de Gauss-Seidel converge
para a solução x do sistema Ax = b, ∀x(0) ∈ Cn, e é válida a estimativa de erro

‖e(k+1)‖∞ ≤ η‖e(k)‖∞.
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Nota. Uma vez que rσ(CJ) ≤ ‖CJ‖∞ e rσ(CGS) ≤ ‖CGS‖∞ este resultado pode levar a
pensar que sendo A uma MDEDL então também se verifica que rσ(CGS) ≤ rσ(CJ) < 1,
isto é, que o método de Gauss-Seidel converge pelo menos tão rapidamente quanto o
método de Jacobi. Isto não é verdade em geral, mas apenas impondo outras condições a
A. Assim, por exemplo, é verdadeiro o seguinte resultado:

Proposição (Teorema de Stein-Rosenberg). Seja A ∈ Mn(C) uma matriz tal que a matriz
iteradora do método de Jacobi é não negativa, CJ ≥ 0 (isto é, (CJ)ij ≥ 0, ∀i, j). Seja
CGS a matriz iteradora do método de Gauss-Seidel. Então uma e uma só das seguintes
proposições é verdadeira:

(1) rσ(CJ) = rσ(CGS) = 0;

(2) 0 < rσ(CGS) < rσ(CJ) < 1;

(3) rσ(CJ) = rσ(CGS) = 1;

(4) 1 < rσ(CJ) < rσ(CGS).

Nota. A condição CJ ≥ 0 é satisfeita em particular se A é tal que DA > 0 e A −DA ≤
0. Uma vez que esta condição é verificada para quase todos os sistemas lineares que
são obtidos pela aproximação às diferenças finitas de operadores diferenciais lineares,
este teorema dá-nos em muitos casos práticos a informação importante de que, quando
convergem, o método de Gauss-Seidel converge mais depressa do que o método de Jacobi.

Proposição. Seja A ∈ Mn(C) uma MDEDC. Então quer o método de Jacobi quer o
método de Gauss-Seidel convergem para a solução x do sistema Ax = b, ∀x(0) ∈ Cn.

Definição. Uma matriz hermitiana A ∈Mn(C) diz-se definida positiva se

x∗Ax > 0, ∀x ∈ Cn \ {0}.

Proposição. Cada uma das seguintes condições é necessária e suficiente para que uma
matriz hermitiana A ∈Mn(C) seja definida positiva:

(1) Todos os valores próprios de A são positivos.

(2) Todos os menores principais de A são positivos.

Nota. Chama-se submatriz principal de A ∈ Mn(C) à matriz Ak ∈ Mk(C), k ∈
{1, 2, . . . , n} cujos elementos são os elementos das primeiras k linhas e k colunas de A.
Chama-se menor principal de A a det Ak.

Proposição. Seja A ∈Mn(C) uma matriz hermitiana e definida positiva. Então o método
de Gauss-Seidel converge para a solução x do sistema Ax = b, ∀x(0) ∈ Cn.

Proposição. Seja A ∈Mn(C) uma matriz hermitiana e definida positiva e tal que a matriz
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2DA − A é definida positiva. Então o método de Jacobi converge para a solução x do
sistema Ax = b, ∀x(0) ∈ Cn.

• A análise de convergência do método SOR é mais complicada que a do método de
Jacobi com relaxação pois a matriz iteradora depende não linearmente do parâmetro de
relaxação:

CJm(ω) = I − ωD−1A, CSOR(ω) = I − ω(D + ωL)−1A.

Proposição. Se o método de Jacobi for convergente então o método de Jacobi modificado
com ω ∈]0, 1] também é convergente.

Proposição (Teorema de Kahan). Seja A ∈ Mn(C). É condição necessária para que o
método SOR convirja para a solução x do sistema Ax = b, ∀x(0) ∈ Cn, que ω ∈]0, 2[.

Nota. Prova-se que
rσ(CSOR(ω)) ≥ |ω − 1|, ∀ω ∈ R,

e portanto que
rσ(CSOR(ω)) ≥ 1, ∀ω 6∈]0, 2[.

Proposição (Teorema de Ostrowski-Reich). Seja A ∈ Mn(C) uma matriz hermitiana e
definida positiva. É condição suficiente para que o método SOR convirja para a solução
x do sistema Ax = b, ∀x(0) ∈ Cn, que ω ∈]0, 2[.

Nota. Prova-se que
rσ(CSOR(ω)) < 1, ∀ω ∈]0, 2[.

Nota. Em particular este resultado significa que o método de Gauss-Seidel, obtido para
ω = 1, converge para matrizes hermiteanas e definidas positivas.

• O cálculo do parâmetro de relaxação óptimo, isto é, o parâmetro que minimiza o raio
espectral, é dif́ıcil excepto nalguns casos particulares. Geralmente obtém-se apenas um
valor aproximado experimentando numericamente diversos valores de ω e observando o
efeito na rapidez de convergência. Este esforço é justificado pois o aumento da rapidez de
convergência pode ser significativo. Damos seguidamente um exemplo de uma classe de
matrizes para a qual o problema pode ser tratado analiticamente com facilidade. Um outro
caso que também pode ser tratado analiticamente é o de uma outra classe de matrizes
que ocorre na discretização de problemas de valor na fronteira, as chamadas matrizes
consistentemente ordenadas.

Proposição. Suponhamos que a matriz iteradora CJ do método de Jacobi tem valores
próprios reais e em módulo inferiores à unidade e designemos por λ1 e λn o maior e o menor
destes valores, respectivamente. Então o método de Jacobi modificado com ω ∈]0, ωsup[,

onde ωsup =
2

1− λn

, é convergente. Além disso o raio espectral de CJm(ω) tem o valor
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mı́nimo para ωopt =
2

2− λ1 − λn

e esse valor mı́nimo é

rσ(CJm(ωopt)) =
λ1 − λn

2− λ1 − λn

.

Dem.: (· · · )

Exemplo. Considere-se o sistema linear Ax = b, onde

A =




10 3 1
2 −10 3
1 3 10


 , b =




14
−5
14


 .

(a) Determinar as seis primeiras iteradas do método de Jacobi com condição inicial
x(0) = [0 0 0]T . Justificar a convergência do método e obter uma estimativa do
erro da iterada x(6).

(b) Idem, para o método de Gauss-Seidel.

Exemplo. Considere-se o sistema linear Ax = b, onde

A =




2 1 0
−1 2 1
0 −1 2


 , b =




2
2
1




(a) Determinar a solução aproximada x(k) do sistema pelo método de Jacobi com condição
inicial x(0) = [0.5 0.8 1.0]T tal que é satisfeita a desigualdade

‖x(k) − x(k−1)‖2 ≤ 0.01.

Obter uma estimativa do erro da iterada x(k).

(b) Idem, para o método de Gauss-Seidel.

Exemplo. Considere-se o sistema linear Ax = b, onde

A =




2 1 1
1 3 1
1 2 2


 .

(a) Determinar o valor ω = ωopt para o qual o método de Jacobi com relaxação converge
mais rapidamente e o valor de rσ(CJm(ωopt)).

(b) Idem, para o método de Gauss-Seidel com relaxação.
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Comparação entre os métodos directos e os métodos iterativos

Notas.

(a) Os métodos directos requerem ≈ n3

3
operações para obter a solução. Os métodos

iterativos implicam normalmente um cálculo de ≈ n2 operações em cada iteração,

o que os torna ineficazes face aos métodos directos para nit >
n

3
. Por outro lado, a

precisão atingida ao fim de
n

3
iteradas não é normalmente muito boa (‖x−x(n/3)‖V ≤

cn/3‖x − x(0)‖V ). Por estas razões os métodos iterativos só se tornam realmente
eficazes para matrizes de grandes dimensões e, em especial, quando as matrizes são
esparsas (isto é, matrizes com poucos elementos diferentes de zero). Nestes casos
os métodos directos não se simplificam em geral muito enquanto que os métodos
iterativos apresentam uma redução apreciável do número de operações.

(b) Os métodos iterativos para sistemas lineares convergentes são estáveis, isto é, par-
tindo de dois vectores iniciais próximos, ξ(0) e η(0), obtêm-se sempre duas sucessões
{x(k)} e {y(k)} igualmente próximas, convergindo ambas para o mesmo vector x,
solução exacta do sistema linear, verificando-se:

∃θ > 0 : max
k
‖x(k) − y(k)‖ ≤ θ‖ξ(0) − η(0)‖, ∀ξ(0), η(0) ∈ Cn.

Na presença de erros de arredondamento os métodos iterativos, desde que aplica-
dos a sistemas bem condicionados, continuam estáveis. Isto significa que não há
perigo de os erros de arredondamento cometidos no cálculo poderem resultar em er-
ros significativos no resultado final. Isto representa uma importante vantagem dos
métodos iterativos sobre os métodos directos em que os erros de arredondamento
podem propagar-se ao longo do cálculo, conduzindo a erros muito grandes no resul-
tado final, mesmo que os sistemas sejam bem condicionados, e sobretudo quando se
tratam de sistemas de grandes dimensões.


