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3. RESOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES NAO-LINEARES

Localizagao de raizes: teoremas elementares da Analise Matematica

e Sendo f € C([a,b]) a equacao f(x) = 0 pode nao ter solugoes, pode ter uma tnica
solugao ou pode ter mais do que uma solugao no intervalo |[a, b|.

Exemplo. A funcdo f. : [-3,3] = R, f.(x) = 2" —42% + ¢, tem um ntimero de zeros no
intervalo [—3, 3] que varia com o parametro ¢ entre zero e quatro.

e Os resultados seguintes (Introdugdo a Andlise Matemdtica, Jaime Campos Ferreira,
Fundagao Calouste Gulbenkian) sdo essenciais para a localizacdo de raizes de fungoes
reais de variavel real.

Teorema (do valor intermédio). Seja f uma fungao continua num intervalo I, a e b dois
pontos de [ tais que f(a) # f(b); entdo, qualquer que seja o nimro k (estritamente)
compreendido entre f(a) e f(b) existe pelo menos um ponto ¢ (estritamente) compreendido
entre a e b tal que f(c) = k.

Teorema (de Rolle). Seja f uma funcao continua no intervalo [a,b] (com a,b € R, a < b)
e diferenciavel em |a, b[; se f(a) = f(b), existe um ponto ¢ €la, b| tal que f'(c) = 0.

Coroldrio. Entre dois zeros de uma fungao diferenciavel num intervalo ha, pelo menos,
um zero da sua derivada.

Coroldrio. Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma funcao diferenciavel num
intervalo nao pode haver mais de um zero dessa funcao.

Teorema (de Lagrange). Se f é uma fungao continua no intervalo [a, b] ¢ diferencidvel em
la, b[, existe pelo menos um ponto ¢ €]a, b[ tal que

f(b) - f(a)

. =

Localizagao de raizes: método da bissecgao

Definicdo. Seja f € C([a,b]) tal que f(a)f(b) < 0, pelo que f tem pelo menos um zero no
intervalo [a,b] = I. O método da bissecgao consiste em construir a partir do intervalo
Iy = [ag, bo] = I uma sucessao de subintervalos I, = [am,,bn] C I, m € Ni, em que um
dos extremos de I,,, é o ponto médio de I,,_1,

Tm—1 = 5 (am—l + bm—1)7

e o outro é ou a,,_1 ou by, 1, por forma a que f(a,,)f(b,) <0, o que se consegue pondo:



(1) Ay, = Gmp—1, bm = Tm—1, s€ f(am—l)f(mm—l) < Oa
(i) am =Tm-1, bm =bm_1, se [f(xm_1)f(bm_1) <O.

Notando que

1
bm — Uy, = = bmf — Um-1),
a 9 ( 1= Gm_1)
e, por inducao,
1
bm — Um — S — by — 5
a om (bo — ao)

verifica-se que um zero de f vai sendo sucessivamente confinado a intervalos cada vez mais
pequenos.

Nota. O método da bisseccao pode descrever-se analiticamente pela férmula:

b—a a-+b
P = Tt sl f@f ()], meN,  m=2

Proposicdo. Seja f € C([a,b]) tal que f(a)f(b) < 0 e que tem apenas uma raiz z em [a, b|.
Entao o método da bisseccao converge para z e verificam-se as seguintes estimativas de
erro:

h—
(1) |z =z < Qm—ﬁ, m > 0; (Estimativa “a priori”)
(2) |z — zm| <|Tm — Tm-1], m > 1. (Estimativa “a posteriori”)

Dem.: (---)
Exemplo. Determinagao da raiz positiva da equagao f(r) = 2> —2 = 0 com um erro
inferior a 107

Notas.

(a) O método da bissecgdo é um método iterativo a um passo com fungao iteradora
descontinua.

(b) O método é sempre convergente desde que f(a)f(b) < 0, mas a convergéncia pode
ser muito lenta.

(c) Nao se pode afirmar que o método tem convergéncia linear mas apenas que tem
semelhancas com métodos com convergencia linear. Com efeito a sucessao dos ma-

jorantes do erro {w,,}, w, = ;Z;—fl, converge linearmente com factor assimptético

A 1
de convergéncia KU = %
(d) A estimativa “a posteriori” pode ser utilizada como critério de paragem para o

método iterativo.

(e) O método da bissecgao é ttil para a localizacao de raizes e para a inicializacao de
métodos mais rapidos cuja convergéncia so ¢ garantida com uma boa aproximacao
inicial.



Método do ponto fixo

Definicdo. Diz-se que z é um ponto fixo de uma funcao g : R — R se e s6 se z = g(z).

Notas.

(a) Podemos transformar qualquer equagao f(x) = 0, f : R — R, numa equagao
x = g(x), estabelecendo a equivaléncia

fle)=0 & 2=g(),
num certo dominio D. E claro que se z € D for zero da funcao f entao sera ponto
fixo de g e vice-versa.

(b) H& infinitas possibilidades de escolher g (a funcdo iteradora) de forma a que a
equivaléncia se verifique. Por exemplo, basta pensar que se w # 0 temos

fle)=0 & z=z+wf(z),

Como iremos ver, algumas escolhas de g nao serao apropriadas, ou serao menos
apropriadas do que outras, para o objectivo em vista.

Definicao. O método do ponto fixo é o método iterativo a um passo da forma

Tmi1 = g(Tm), meEN, xg =& dado.

Nota. Considerando ¢ uma fungao continua, se o método convergir, convergirda para
um ponto fixo z que, pela equivaléncia estabelecida, serd uma raiz da equacao, ou seja,

f(z) =0.

Exemplo. Utilizacao do método do ponto fixo com as fungoes iteradoras:
5 3 1 3
(a) g(z) =+ c(z” - 3); (b) g(z) = — () gla) =5 (z+_ )

no célculo da raiz positiva da equacao 22 — 3 = 0.

Exemplo.

(a) Ilustragdo da convergéncia mondtona para o ponto fixo da sucessdo gerada pelo
método do ponto fixo com fungao iteradora g(z) = 2 — cosx e valor inicial zy = 3.

(b) Iustracao da convergéncia alternada para o ponto fixo da sucessdo gerada pelo
método do ponto fixo com funcao iteradora g(z) = 2 + 0.8cosz e valor inicial
o = 3.

(c) Tlustragao da nao convergéncia para o ponto fixo da sucessao gerada pelo método do
ponto fixo com fungao iteradora g(x) = 3 (—14 3z —3sinz) e valor inicial 2o = 1.6.



(d) Tustracdo da nao convergéncia para o ponto fixo da sucessado gerada pelo método
do ponto fixo com fungao iteradora g(z) = 2 + 1.5 cosx e valor inicial 2y = 1.6.

Definicdo. Uma funcgao g : I — R, onde I é um intervalo fechado, diz-se uma fungao de
Lipschitz ou Lipschitziana em [ se existir um numero real L > 0 tal que

lg(x) — g(y)| < Llxz -y, Vo,y € 1.

Se L < 1 a funcao diz-se contractiva ou uma contraccao em /, com constante de
contractividade L.

Exemplo.
(a) f:[-a,a] =R, a>0, f(z)=|x|

E funcdo de Lipschitz com L = 1.

™) f:la,b] =R, b>a>0, f(x)=2a'2

1
2Va

, . 1
E funcao de Lipschitz com L = . E contracgao para a > 1

Teorema do ponto fixo (em R). Seja g : I — R uma fung¢ao contractiva num intervalo
I C R com constante de contractividade L e tal que g(I) C I. Entao:

(1) g tem um e um s6 ponto fixo z em I;

(2) a sucessao {x, tmen definida por x,,.1 = g(x,,) converge para z, qualquer que seja
xg € I

(3) verificam-se as seguintes estimativas de erro:

(1) |z = @mia| < LIz — 2wl ;

(i) |z —xm| < L™z — 0] ;

1

(ili) |z —xm| < T L|$m+1 - Tl ;

i L

(IV) ’Z - LUerl‘ S 1— L|xm+1 - xm| )
Lm

) Jz =l € 2yl

Dem.: (---)

Proposicdo. A fungiao g € C(I) é contractiva em I se e s6 se

/
max|g'(z)| < 1.



Dem.: (---)
Proposicdo. Seja g € C1(I) uma funcio tal que:

(i) gI) C I; (if) L = max|g'(z)| < 1.
Entao sao vélidas as conclusoes do teorema do ponto fixo.

Dem.: (---)

Proposicdo (da convergéncia monétona e alternada). Seja ¢ € C*(I) uma fungao tal que
g(I) C 1.

(1) Seja 0 < ¢'(x) <1, Vz € I. Se xg € I ha convergéncia mondtona do método do
ponto fixo (isto é, as iteradas ficam todas a esquerda (respectivamente a direita)
do ponto fixo se a iterada inicial estiver a esquerda (respectivamente a direita) do
ponto fixo).

(2) Seja —1 < ¢'(z) <0, Vo € I. Se xg € I ha convergéncia alternada do método do
ponto fixo (isto é, as iteradas ficam alternadamente a esquerda e a direita do ponto
fixo).

Dem.: (---)

Proposicdo (da convergéncia local). Seja g € C'(V,), onde V, é uma vizinhanga de z,
ponto fixo de g, com |¢'(z)| < 1. Entao sao vélidas as conclusoes do teorema do ponto
fixo desde que x( esteja suficientemente perto de z.

Dem.: (---)

Proposicdo (da n3o convergéncia para um ponto fixo). Seja g € C*(V.), onde V, é uma
vizinhanca de z, ponto fixo de g, com |¢/(z)| > 1. Entao a sucessao {z,,}, Tmi1 = 9(Tm),
nao pode convergir para esse ponto fixo (a ndo ser que “excepcionalmente” z,, = z para
algum m).

Dem.: (---)
Proposicdo (da convergéncia local, linear). Seja g € C'(V,), onde V, é uma vizinhanga de

z, ponto fixo de g, com 0 < |¢'(2)| < 1. Entao, para qualquer z, para o qual o método do
ponto fixo converge para z, tem-se:

(1) 2=z =g (En)(z — 2m), Em 6]755 xm[ 3

. Z = Tm+1
(@) Jim —— = =)

Dem.: (--+)



Nota. O método do ponto fixo tem neste caso convergéncia linear com coeficiente as-
simptotico de convergéncia

KLY =1g'(2)l.

Proposicdo (da convergéncia local, supra-linear). Seja g € CP(V,), p > 2, onde V, é uma
vizinhanca de z, ponto fixo de g, tal que

Jd(z)=---= g(p—l)(z) =0, g(p)(z) £ 0.

Entao, para qualquer xq para o qual o método do ponto fixo converge para z, tem-se:

_1\p+1
(1) 2= Tm+1 = ;—)‘g(p)(gm)(z - xm)p7 gm E]Z;Im[ ;
. 2= Tm+1 (—1)p+1 (p)
2) nlbl—{noo (z—xp)P P 9
Dem.: (---)

Nota. O método do ponto fixo tem neste caso convergéncia de ordem p com coeficiente
assimptoético de convergéncia

o0

Kl — ]% |g(p)(z)‘ .

Exemplo. Considere-se o polinémio do 3¢ grau
p(r) = 2® — 4o + 1.
(a) Mostrar que o polinémio tem trés raizes reais z; < zo < 23 tais que
2 € [-2.2,-2.0], 2y € [0.1,0.3], z3 € [1.8,2.0].
(b) Mostrar que o método do ponto fixo com fungao iteradora ¢, definida por
g1(x) = (4o — 1)V, xr € R,

converge para a raiz z; para qualquer zg € [—2.2, —2.0].

(c) Utilizar o método do ponto fixo com fungao iteradora g, para obter um valor
aproximado da raiz z; com um erro absoluto inferior a 107°.

(d) Mostrar que o método do ponto fixo com fungao iteradora g; pode ser utilizado
para calcular a raiz z3 mas nao a raiz 2s.

(e) Mostrar que o método do ponto fixo com fungao iteradora g, definida por

1
gg(m)zz(x?’%—l), r € R,



pode ser utilizado para calcular a raiz z; mas nao qualquer das outras raizes.

(f) Mostrar que o método do ponto fixo com funcgao iteradora gs, definida por

gg(a:):é—i x #0,

T oz

pode ser utilizado para calcular a raiz z3 mas nao qualquer das outras raizes.

Método de Newton

Definicao. O método de Newton é o método iterativo a um passo da forma

f(@m)

e T )
m

m e N xo = & dado.

Nota. O método de Newton pode ser interpretado geométricamente da seguinte forma: a
iterada x,,.1 ¢ a intersecgao do eixo das abcissas com a recta tangente a curva y = f(x)
no ponto (&, f(xm,)), cuja equacao é

Y= f(xm)+ f(@m) (T — 2m).

Proposicdo (condicdes suficientes de convergéncia). Seja f € C%(I), I = [a,b], uma fungao
que verifica as seguintes condigoes:

(1) fla)f(B) <0:

(2) )40, Veel:
(3) f"(x) >0o0u f"(z) <0, Ve el

(4) (3) feo)f"(@) >0, Veel, el

£(a) 0

®) 5 F0)

Entao o método de Newton converge monotonamente para a unica solugao z de f(z) =0
em [.

<b—a

‘Sb—a

Dem.: (---)

Proposicdo (da convergéncia local, quadrética). Seja f € C?*(V,), onde V, ¢ uma vizinhanga
de z, raiz de f, tal que f'(z) # 0, f"(z) # 0. Entao, para qualquer x, suficientemente
préximo de z, a sucessao {z,,} definida pelo método de Newton converge para z. Além
disso:



(1) (Férmula do erro)

f"(&m)
2f"(wm)

(Z_Im)27 ém E]Z;l‘m[

2= Tm41 = —

(2) (Estimativa do erro)

_ MaXgeg |f”(l')’

_ < K|z =z, =
12 = Timg1| < K|z — 247, 2minx61’f'(33)"

ou .
— 4m < _F, - 2 >0
|z — x| < (K|z — zo])” m > 0,

onde [ =[z—¢e,z4+¢|CV,étal que f'(x) #0, Ve €I, Ke <1,exy € I.
(3) (Ordem de convergéncia 2)

. &= Tm+1 f//(z)
WA 202

Dem.: (---)

Nota. O método de Newton tem pois convergéncia de ordem 2 com coeficiente as-
simptotico de convergéncia
"
x| L)

o |2f()

e O método de Newton pode ser encarado como um caso particular do método do ponto
fixo com funcao iteradora g definida por

f(z)

f'(@)

Usando os resultados sobre a convergeéncia local e supra-linear do método do ponto fixo
obtemos o seguinte resultado:

g(z) =z —

Proposicdo (da convergéncia local, quadrética e supra-quadrética). Seja f € CP*(V,), p >
2, onde V, é uma vizinhanca de z, raiz de f, tal que:

(i) f(2) #0, f'(2)#0, se p=2;
(i) f'(2)#£0, f'(z)=---=fPV(z)=0, fP(2)#0, se p> 3.

Entao, para qualquer z suficientemente préoximo de z, o método de Newton converge
para z, e
T Tmil (—1)r+! p—1 f(p)<z)_

pt f(2)

7111—120 (Z — xm)P

Dem.: (---)



Exemplo. Considere-se o polinémio do 32 grau
p(z) =2° — 4o +1,
para o qual se verificou a existéncia de trés raizes reais z; < zy < 23 tais que
2 € [-2.2,-2.0], 29 € [0.1,0.3], z3 € [1.8,2.0].

(a) Mostrar que o método de Newton com iterada inicial zy € [0.1,0.3] converge
para a raiz zs.

(b) Utlizar o método de Newton para obter um valor aproximado da raiz z; com um
erro absoluto inferior a 1079.

Definicdo. Diz-se que uma fungao f tem um zero z de multiplicidade p > 1 se existir
uma funcao h continua em z tal que h(z) # 0 e que

f(x) = (x = 2)"h(z).

Nota. Se h € C*(V,) entao
fR)=f) = =[N =0,  [fP()#0.

Proposicdo (da convergéncia local, linear). Seja f € C*(V,), onde V, é uma vizinhanga de
z, zero de multiplicidade ¢ > 1 de f. Entao, para qualquer x( suficientemente proximo
de z, o método de Newton converge para z e

. Z—X 1 1
llm—nﬁ_:]_——
m—oo 2 — Ty, L

Dem.: (---)

Definicdo. O método de Newton p-modificado para um zero de multiplicidade p > 1 de f
é definido por

f'(xm) ’

Tmal = Ty — [ m € N, ro9 = & dado.

Proposi¢do (da convergéncia local, quadrética). Seja f € C3(V,), onde V, ¢ uma vizinhanga
de z, zero de multiplicidade > 1 de f. Entao, para qualquer z, suficientemente préximo
de z, o método de Newton p-modificado converge para z e:

i = L)
mooe (2 —xpm)?  p h(2)

onde h é tal que f(z) = (x — 2)*h(z), h(z) #0.

Dem.: (---)
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Nota. O método de Newton p-modificado tem a desvantagem de exigir o conhecimento
“a priori” da multiplicidade da raiz.

Método da secante

Definicdo. O método da secante é o método iterativo a dois passos da forma

Tm+1 — Tm
Tppg1) — f(ZEm)7

Tm+4+2 = Tm41 — f(xm-f-l) f( m e Na Ty = 607 €T = gla 50751 dados.

Nota. O método da secante pode ser interpretado geométricamente da seguinte forma:
a iterada x,,.o ¢ a interseccao do eixo das abcissas com a recta que passa pelos pontos

(@ms f(#m)) € (Tmt1, [(Tm41)), cuja equagio é

f(xmﬂ) - f(xM)

Tm+1 — Tm

Y= f(me1) + (T — Tpya).

Proposicdo (condicdes suficientes de convergéncia). Seja f € C%(I), I = [a,b], uma fungao
que verifica as seguintes condigoes:

(1) fla)f(b) <0;
() f@)#0, Vael,
(3) f"(x) >0 ou f"(x)<0, Ve el;

(4) (a) flzo)f"(z) >0, e f(z1)f"(x) >0, Yz €I, xg,x1 € I;
ou

o 1@ f(b)

f'(a) /'(0)

Entao o método da secante converge para a unica solugao z de f(x) =0 em I.

<b-—a

‘Sb—a

Proposicdo (da convergéncia local). Seja f € C?*(V,), onde V, é uma vizinhanga de z, raiz
de f, tal que |f'(z)| # 0. Entao, para quaisquer x e x; suficientemente préximos de z, o
método da secante converge para z. Além disso:

(1) (Férmula do erro)

S (1m)
2/"(&m)

(2) (Estimativa do erro)

Z—Tm41 = — (Z - xm) (Z - xm—l) , é—m E]xm—l; .Tm[, N E]xm—l; 2 'rm[

 maxeer 1F(2)
2minge | f/(z)]

2 = &mi| < K|z = 2| |2 = 2mal,
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ou .
|z—xm|§§5qm, m > 0,

onde I =[z—¢g,z+¢]CV, étal que f'(x)#0,Vrel, Ke<l1, zg,21 €1,
0 = max{K|z — xo|, K|z — 1|} < 1,
e {gm} é a sucessao de Fibonnaci.

(3) (Ordem de convergéncia)

.|z = T f(2) -l . VE+1
lim_ P Tl Dy oot Ml K, r=-—— =161803...
Dem.: (---)

Exemplo. Considere-se o polinémio do 32 grau
p(z) = 2* — 4o + 1,
para o qual se verificou a existéncia de trés raizes reais z; < zy < 23 tais que
2 € [-2.2,-2.0], 29 € [0.1,0.3], z3 € [1.8,2.0].

(a) Mostrar que o método da secante com iteradas iniciais x, z; € [1.8,2.0] converge
para a raiz zs.

(b) Utlizar o método da secante para obter um valor aproximado da raiz z3 com um
erro absoluto inferior a 1079.



