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3. RESOLUÇÃO NUMÉRICA DE EQUAÇÕES NÃO-LINEARES

Localização de ráızes: teoremas elementares da Análise Matemática

• Sendo f ∈ C([a, b]) a equação f(x) = 0 pode não ter soluções, pode ter uma única
solução ou pode ter mais do que uma solução no intervalo [a, b].

Exemplo. A função fε : [−3, 3] → R, fε(x) = x4 − 4x2 + ε, tem um número de zeros no
intervalo [−3, 3] que varia com o parâmetro ε entre zero e quatro.

• Os resultados seguintes (Introdução à Análise Matemática, Jaime Campos Ferreira,
Fundação Calouste Gulbenkian) são essenciais para a localização de ráızes de funções
reais de variável real.

Teorema (do valor intermédio). Seja f uma função cont́ınua num intervalo I, a e b dois
pontos de I tais que f(a) 6= f(b); então, qualquer que seja o númro k (estritamente)
compreendido entre f(a) e f(b) existe pelo menos um ponto c (estritamente) compreendido
entre a e b tal que f(c) = k.

Teorema (de Rolle). Seja f uma função cont́ınua no intervalo [a, b] (com a, b ∈ R, a < b)
e diferenciável em ]a, b[; se f(a) = f(b), existe um ponto c ∈]a, b[ tal que f ′(c) = 0.

Corolário. Entre dois zeros de uma função diferenciável num intervalo há, pelo menos,
um zero da sua derivada.

Corolário. Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma função diferenciável num
intervalo não pode haver mais de um zero dessa função.

Teorema (de Lagrange). Se f é uma função cont́ınua no intervalo [a, b] e diferenciável em
]a, b[, existe pelo menos um ponto c ∈]a, b[ tal que

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c).

Localização de ráızes: método da bissecção

Definição. Seja f ∈ C([a, b]) tal que f(a)f(b) < 0, pelo que f tem pelo menos um zero no
intervalo [a, b] = I. O método da bissecção consiste em construir a partir do intervalo
I0 = [a0, b0] = I uma sucessão de subintervalos Im = [am, bm] ⊂ I, m ∈ N1, em que um
dos extremos de Im é o ponto médio de Im−1,

xm−1 =
1

2
(am−1 + bm−1),

e o outro é ou am−1 ou bm−1, por forma a que f(am)f(bm) < 0, o que se consegue pondo:
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(i) am = am−1, bm = xm−1, se f(am−1)f(xm−1) < 0;

(ii) am = xm−1, bm = bm−1, se f(xm−1)f(bm−1) < 0.

Notando que

bm − am =
1

2
(bm−1 − am−1),

e, por indução,

bm − am =
1

2m
(b0 − a0),

verifica-se que um zero de f vai sendo sucessivamente confinado a intervalos cada vez mais
pequenos.

Nota. O método da bissecção pode descrever-se anaĺıticamente pela fórmula:

xm+1 = xm +
b− a

2m+2
sgn[f(a)f(xm)], m ∈ N, x0 =

a + b

2
.

Proposição. Seja f ∈ C([a, b]) tal que f(a)f(b) < 0 e que tem apenas uma raiz z em [a, b].
Então o método da bissecção converge para z e verificam-se as seguintes estimativas de
erro:

(1) |z − xm| ≤ b− a

2m+1
, m ≥ 0; (Estimativa “a priori”)

(2) |z − xm| ≤ |xm − xm−1|, m ≥ 1. (Estimativa “a posteriori”)

Dem.: (· · · )

Exemplo. Determinação da raiz positiva da equação f(x) = x2 − 2 = 0 com um erro
inferior a 10−4.

Notas.

(a) O método da bissecção é um método iterativo a um passo com função iteradora
descont́ınua.

(b) O método é sempre convergente desde que f(a)f(b) < 0, mas a convergência pode
ser muito lenta.

(c) Não se pode afirmar que o método tem convergência linear mas apenas que tem
semelhanças com métodos com convergência linear. Com efeito a sucessão dos ma-
jorantes do erro {wm}, wm = b−a

2m+1 , converge linearmente com factor assimptótico

de convergência K
[1]
∞ = 1

2
.

(d) A estimativa “a posteriori” pode ser utilizada como critério de paragem para o
método iterativo.

(e) O método da bissecção é útil para a localização de ráızes e para a inicialização de
métodos mais rápidos cuja convergência só é garantida com uma boa aproximação
inicial.
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Método do ponto fixo

Definição. Diz-se que z é um ponto fixo de uma função g : R→ R se e só se z = g(z).

Notas.

(a) Podemos transformar qualquer equação f(x) = 0, f : R → R, numa equação
x = g(x), estabelecendo a equivalência

f(x) = 0 ⇔ x = g(x),

num certo domı́nio D. É claro que se z ∈ D for zero da função f então será ponto
fixo de g e vice-versa.

(b) Há infinitas possibilidades de escolher g (a função iteradora) de forma a que a
equivalência se verifique. Por exemplo, basta pensar que se ω 6= 0 temos

f(x) = 0 ⇔ x = x + ωf(x),

Como iremos ver, algumas escolhas de g não serão apropriadas, ou serão menos
apropriadas do que outras, para o objectivo em vista.

Definição. O método do ponto fixo é o método iterativo a um passo da forma

xm+1 = g(xm), m ∈ N, x0 = ξ0 dado.

Nota. Considerando g uma função cont́ınua, se o método convergir, convergirá para
um ponto fixo z que, pela equivalência estabelecida, será uma raiz da equação, ou seja,
f(z) = 0.

Exemplo. Utilização do método do ponto fixo com as funções iteradoras:

(a) g(x) = x + c(x2 − 3); (b) g(x) =
3

x
; (c) g(x) =

1

2

(
x +

3

x

)
;

no cálculo da raiz positiva da equação x2 − 3 = 0.

Exemplo.

(a) Ilustração da convergência monótona para o ponto fixo da sucessão gerada pelo
método do ponto fixo com função iteradora g(x) = 2− cos x e valor inicial x0 = 3.

(b) Ilustração da convergência alternada para o ponto fixo da sucessão gerada pelo
método do ponto fixo com função iteradora g(x) = 2 + 0.8 cos x e valor inicial
x0 = 3.

(c) Ilustração da não convergência para o ponto fixo da sucessão gerada pelo método do
ponto fixo com função iteradora g(x) = 1

2
(−1+3x−3 sin x) e valor inicial x0 = 1.6.
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(d) Ilustração da não convergência para o ponto fixo da sucessão gerada pelo método
do ponto fixo com função iteradora g(x) = 2 + 1.5 cos x e valor inicial x0 = 1.6.

Definição. Uma função g : I → R, onde I é um intervalo fechado, diz-se uma função de
Lipschitz ou Lipschitziana em I se existir um número real L ≥ 0 tal que

|g(x)− g(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ I.

Se L < 1 a função diz-se contractiva ou uma contracção em I, com constante de
contractividade L.

Exemplo.
(a) f : [−a, a] → R, a > 0, f(x) = |x|.

É função de Lipschitz com L = 1.

(b) f : [a, b] → R, b > a > 0, f(x) = x1/2.

É função de Lipschitz com L =
1

2
√

a
. É contracção para a >

1

4
.

Teorema do ponto fixo (em R). Seja g : I → R uma função contractiva num intervalo
I ⊂ R com constante de contractividade L e tal que g(I) ⊂ I. Então:

(1) g tem um e um só ponto fixo z em I;

(2) a sucessão {xm}m∈N definida por xm+1 = g(xm) converge para z, qualquer que seja
x0 ∈ I;

(3) verificam-se as seguintes estimativas de erro:

(i) |z − xm+1| ≤ L|z − xm| ;

(ii) |z − xm| ≤ Lm|z − x0| ;

(iii) |z − xm| ≤ 1

1− L
|xm+1 − xm| ;

(iv) |z − xm+1| ≤ L

1− L
|xm+1 − xm| ;

(v) |z − xm| ≤ Lm

1− L
|x1 − x0| .

Dem.: (· · · )

Proposição. A função g ∈ C1(I) é contractiva em I se e só se

max
x∈I

|g′(x)| < 1.
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Dem.: (· · · )

Proposição. Seja g ∈ C1(I) uma função tal que:

(i) g(I) ⊂ I; (ii) L = max
x∈I

|g′(x)| < 1.

Então são válidas as conclusões do teorema do ponto fixo.

Dem.: (· · · )

Proposição (da convergência monótona e alternada). Seja g ∈ C1(I) uma função tal que
g(I) ⊂ I.

(1) Seja 0 < g′(x) < 1, ∀x ∈ I. Se x0 ∈ I há convergência monótona do método do
ponto fixo (isto é, as iteradas ficam todas à esquerda (respectivamente à direita)
do ponto fixo se a iterada inicial estiver à esquerda (respectivamente à direita) do
ponto fixo).

(2) Seja −1 < g′(x) < 0, ∀x ∈ I. Se x0 ∈ I há convergência alternada do método do
ponto fixo (isto é, as iteradas ficam alternadamente à esquerda e à direita do ponto
fixo).

Dem.: (· · · )

Proposição (da convergência local). Seja g ∈ C1(Vz), onde Vz é uma vizinhança de z,
ponto fixo de g, com |g′(z)| < 1. Então são válidas as conclusões do teorema do ponto
fixo desde que x0 esteja suficientemente perto de z.

Dem.: (· · · )

Proposição (da não convergência para um ponto fixo). Seja g ∈ C1(Vz), onde Vz é uma
vizinhança de z, ponto fixo de g, com |g′(z)| > 1. Então a sucessão {xm}, xm+1 = g(xm),
não pode convergir para esse ponto fixo (a não ser que “excepcionalmente” xm = z para
algum m).

Dem.: (· · · )

Proposição (da convergência local, linear). Seja g ∈ C1(Vz), onde Vz é uma vizinhança de
z, ponto fixo de g, com 0 < |g′(z)| < 1. Então, para qualquer x0 para o qual o método do
ponto fixo converge para z, tem-se:

(1) z − xm+1 = g′(ξm)(z − xm), ξm ∈]z; xm[ ;

(2) lim
m→∞

z − xm+1

z − xm

= g′(z).

Dem.: (· · · )
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Nota. O método do ponto fixo tem neste caso convergência linear com coeficiente as-
simptótico de convergência

K [1]
∞ = |g′(z)| .

Proposição (da convergência local, supra-linear). Seja g ∈ Cp(Vz), p ≥ 2, onde Vz é uma
vizinhança de z, ponto fixo de g, tal que

g′(z) = · · · = g(p−1)(z) = 0, g(p)(z) 6= 0.

Então, para qualquer x0 para o qual o método do ponto fixo converge para z, tem-se:

(1) z − xm+1 =
(−1)p+1

p!
g(p)(ξm)(z − xm)p, ξm ∈]z; xm[ ;

(2) lim
m→∞

z − xm+1

(z − xm)p
=

(−1)p+1

p!
g(p)(z) .

Dem.: (· · · )

Nota. O método do ponto fixo tem neste caso convergência de ordem p com coeficiente
assimptótico de convergência

K [p]
∞ =

1

p!

∣∣g(p)(z)
∣∣ .

Exemplo. Considere-se o polinómio do 3o grau

p(x) = x3 − 4x + 1.

(a) Mostrar que o polinómio tem três ráızes reais z1 < z2 < z3 tais que

z1 ∈ [−2.2,−2.0], z2 ∈ [0.1, 0.3], z3 ∈ [1.8, 2.0].

(b) Mostrar que o método do ponto fixo com função iteradora g1, definida por

g1(x) = (4x− 1)1/3, x ∈ R,

converge para a raiz z1 para qualquer x0 ∈ [−2.2,−2.0].

(c) Utilizar o método do ponto fixo com função iteradora g1 para obter um valor
aproximado da raiz z1 com um erro absoluto inferior a 10−6.

(d) Mostrar que o método do ponto fixo com função iteradora g1 pode ser utilizado
para calcular a raiz z3 mas não a raiz z2.

(e) Mostrar que o método do ponto fixo com função iteradora g2, definida por

g2(x) =
1

4
(x3 + 1), x ∈ R,
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pode ser utilizado para calcular a raiz z2 mas não qualquer das outras ráızes.

(f) Mostrar que o método do ponto fixo com função iteradora g3, definida por

g3(x) =
4

x
− 1

x2
x 6= 0,

pode ser utilizado para calcular a raiz z3 mas não qualquer das outras ráızes.

Método de Newton

Definição. O método de Newton é o método iterativo a um passo da forma

xm+1 = xm − f(xm)

f ′(xm)
, m ∈ N, x0 = ξ0 dado.

Nota. O método de Newton pode ser interpretado geométricamente da seguinte forma: a
iterada xm+1 é a intersecção do eixo das abcissas com a recta tangente à curva y = f(x)
no ponto (xm, f(xm)), cuja equação é

y = f(xm) + f ′(xm)(x− xm).

Proposição (condições suficientes de convergência). Seja f ∈ C2(I), I = [a, b], uma função
que verifica as seguintes condições:

(1) f(a)f(b) ≤ 0 ;

(2) f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ I ;

(3) f ′′(x) ≥ 0 ou f ′′(x) ≤ 0, ∀x ∈ I ;

(4) (a) f(x0)f
′′(x) ≥ 0, ∀x ∈ I, x0 ∈ I;

ou

(b)

∣∣∣∣
f(a)

f ′(a)

∣∣∣∣ ≤ b− a e

∣∣∣∣
f(b)

f ′(b)

∣∣∣∣ ≤ b− a.

Então o método de Newton converge monotonamente para a única solução z de f(x) = 0
em I.

Dem.: (· · · )

Proposição (da convergência local, quadrática). Seja f ∈ C2(Vz), onde Vz é uma vizinhança
de z, raiz de f , tal que f ′(z) 6= 0, f ′′(z) 6= 0. Então, para qualquer x0 suficientemente
próximo de z, a sucessão {xm} definida pelo método de Newton converge para z. Além
disso:
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(1) (Fórmula do erro)

z − xm+1 = − f ′′(ξm)

2f ′(xm)
(z − xm)2 , ξm ∈]z; xm[

(2) (Estimativa do erro)

|z − xm+1| ≤ K|z − xm|2, K =
maxx∈I |f ′′(x)|
2 minx∈I |f ′(x)| ,

ou

|z − xm| ≤ 1

K
(K|z − x0|)2m

, m ≥ 0,

onde I = [z − ε, z + ε] ⊂ Vz é tal que f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ I, Kε < 1, e x0 ∈ I.

(3) (Ordem de convergência 2)

lim
m→∞

z − xm+1

(z − xm)2
= − f ′′(z)

2f ′(z)
.

Dem.: (· · · )

Nota. O método de Newton tem pois convergência de ordem 2 com coeficiente as-
simptótico de convergência

K [2]
∞ =

∣∣∣∣
f ′′(z)

2f ′(z)

∣∣∣∣ .

• O método de Newton pode ser encarado como um caso particular do método do ponto
fixo com função iteradora g definida por

g(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Usando os resultados sobre a convergência local e supra-linear do método do ponto fixo
obtemos o seguinte resultado:

Proposição (da convergência local, quadrática e supra-quadrática). Seja f ∈ Cp+1(Vz), p ≥
2, onde Vz é uma vizinhança de z, raiz de f , tal que:

(i) f ′(z) 6= 0, f ′′(z) 6= 0, se p = 2;

(ii) f ′(z) 6= 0, f ′′(z) = · · · = f (p−1)(z) = 0, f (p)(z) 6= 0, se p ≥ 3.

Então, para qualquer x0 suficientemente próximo de z, o método de Newton converge
para z, e

lim
m→∞

z − xm+1

(z − xm)p
= (−1)p+1 p− 1

p!

f (p)(z)

f ′(z)
.

Dem.: (· · · )
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Exemplo. Considere-se o polinómio do 3o grau

p(x) = x3 − 4x + 1,

para o qual se verificou a existência de três ráızes reais z1 < z2 < z3 tais que

z1 ∈ [−2.2,−2.0], z2 ∈ [0.1, 0.3], z3 ∈ [1.8, 2.0].

(a) Mostrar que o método de Newton com iterada inicial x0 ∈ [0.1, 0.3] converge
para a raiz z2.

(b) Utlizar o método de Newton para obter um valor aproximado da raiz z2 com um
erro absoluto inferior a 10−6.

Definição. Diz-se que uma função f tem um zero z de multiplicidade µ > 1 se existir
uma função h cont́ınua em z tal que h(z) 6= 0 e que

f(x) = (x− z)µh(x).

Nota. Se h ∈ Cµ(Vz) então

f(z) = f ′(z) = · · · = f (µ−1)(z) = 0, f (µ)(z) 6= 0.

Proposição (da convergência local, linear). Seja f ∈ C2(Vz), onde Vz é uma vizinhança de
z, zero de multiplicidade µ > 1 de f . Então, para qualquer x0 suficientemente próximo
de z, o método de Newton converge para z e

lim
m→∞

z − xm+1

z − xm

= 1− 1

µ
.

Dem.: (· · · )

Definição. O método de Newton µ-modificado para um zero de multiplicidade µ > 1 de f
é definido por

xm+1 = xm − µ
f(xm)

f ′(xm)
, m ∈ N, x0 = ξ0 dado.

Proposição (da convergência local, quadrática). Seja f ∈ C3(Vz), onde Vz é uma vizinhança
de z, zero de multiplicidade µ > 1 de f . Então, para qualquer x0 suficientemente próximo
de z, o método de Newton µ-modificado converge para z e:

lim
m→∞

z − xm+1

(z − xm)2
= − 1

µ

h′(z)

h(z)
.

onde h é tal que f(x) = (x− z)µh(x), h(z) 6= 0.

Dem.: (· · · )
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Nota. O método de Newton µ-modificado tem a desvantagem de exigir o conhecimento
“a priori” da multiplicidade da raiz.

Método da secante

Definição. O método da secante é o método iterativo a dois passos da forma

xm+2 = xm+1 − f(xm+1)
xm+1 − xm

f(xm+1)− f(xm)
, m ∈ N, x0 = ξ0, x1 = ξ1, ξ0, ξ1 dados.

Nota. O método da secante pode ser interpretado geométricamente da seguinte forma:
a iterada xm+2 é a intersecção do eixo das abcissas com a recta que passa pelos pontos
(xm, f(xm)) e (xm+1, f(xm+1)), cuja equação é

y = f(xm+1) +
f(xm+1)− f(xm)

xm+1 − xm

(x− xm+1).

Proposição (condições suficientes de convergência). Seja f ∈ C2(I), I = [a, b], uma função
que verifica as seguintes condições:

(1) f(a)f(b) ≤ 0 ;

(2) f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ I ;

(3) f ′′(x) ≥ 0 ou f ′′(x) ≤ 0, ∀x ∈ I ;

(4) (a) f(x0)f
′′(x) ≥ 0, e f(x1)f

′′(x) ≥ 0, ∀x ∈ I, x0, x1 ∈ I;

ou

(b)

∣∣∣∣
f(a)

f ′(a)

∣∣∣∣ ≤ b− a e

∣∣∣∣
f(b)

f ′(b)

∣∣∣∣ ≤ b− a.

Então o método da secante converge para a única solução z de f(x) = 0 em I.

Proposição (da convergência local). Seja f ∈ C2(Vz), onde Vz é uma vizinhança de z, raiz
de f , tal que |f ′(z)| 6= 0. Então, para quaisquer x0 e x1 suficientemente próximos de z, o
método da secante converge para z. Além disso:

(1) (Fórmula do erro)

z − xm+1 = − f ′′(ηm)

2f ′(ξm)
(z − xm) (z − xm−1) , ξm ∈]xm−1; xm[, ηm ∈]xm−1; z; xm[

(2) (Estimativa do erro)

|z − xm+1| ≤ K |z − xm| |z − xm−1| , K =
maxx∈I |f ′′(x)|
2 minx∈I |f ′(x)| ,



11

ou

|z − xm| ≤ 1

K
δqm , m ≥ 0,

onde I = [z − ε, z + ε] ⊂ Vz é tal que f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ I, Kε < 1, x0, x1 ∈ I,

δ = max{K|z − x0|, K|z − x1|} < 1,

e {qm} é a sucessão de Fibonnaci.

(3) (Ordem de convergência)

lim
m→∞

|z − xm+1|
|z − xm|r =

∣∣∣∣
f ′′(z)

2f ′(z)

∣∣∣∣
r−1

=: K [r]
∞ , r =

√
5 + 1

2
= 1.61803 . . .

Dem.: (· · · )

Exemplo. Considere-se o polinómio do 3o grau

p(x) = x3 − 4x + 1,

para o qual se verificou a existência de três ráızes reais z1 < z2 < z3 tais que

z1 ∈ [−2.2,−2.0], z2 ∈ [0.1, 0.3], z3 ∈ [1.8, 2.0].

(a) Mostrar que o método da secante com iteradas iniciais x0, x1 ∈ [1.8, 2.0] converge
para a raiz z3.

(b) Utlizar o método da secante para obter um valor aproximado da raiz z3 com um
erro absoluto inferior a 10−6.


