MATEMATICA COMPUTACIONAL

Cap. 10. Resolugao Numérica de
Equacoes Diferenciais Ordinarias:
Problemas de Valor Inicial

Filipe J. Romeiras

Departamento de Matematica
Instituto Superior Técnico

Dezembro de 2007

Apontamentos das aulas da disciplina do mesmo nome do 22 ano do
Mestrado Integrado em Engenharia Fisica Tecnologica






10. RESOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS: PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

Introdugao: Problemas de Valor Inicial (PVI)

e As equacoes diferenciais sao uma das mais importantes ferramentas matematicas usadas
na modelagao de problemas em Fisica, Quimica e Engenharia. Neste capitulo derivamos

e analisamos métodos numéricos para resolver problemas para equacoes diferenciais or-
dindrias (EDO’s).

e Vamos considerar em primeiro lugar o chamado problema de valor inicial ou pro-
blema de Cauchy.

Definicdo. Seja f: D C R'! — R uma funcao continua numa regiao D e (zg,Yy) € D.

O PVI
{ y'(x) = f(z,y(z)),
y(xo) =Yy,

¢ o problema de determinar uma fungao Y : I, = R, I, = [z0 —a,z0 + ], a >0, tal
que:

(P)

(i) (z,Y(z)) € D, Vz € l;

(i) YeClYl,) e Y'(z)= f(x,Y(x)), Vz € I;
(i) Y (z0) = Yo .
Esta fungao ¢ a solugao do PVI (P).

e Os resultados que iremos obter para o PVI (P) generalizam-se facilmente quer para
sistemas de EDQO’s de 12 ordem quer para EDO’s de ordem superior a 1%, desde que se
utilize a apropriada notagao vectorial e matricial. Assim, no caso de um sistema de d

EDO’s de 1% ordem, temos:
y'(z) = flz,y(z)),
y(wo) = Yo,
onde f: D C R — R4 e (z9,Yy) € D, com
y=1[n y2 - yd]T

f(x>y):[fl(x>y) f2<x?y) fd(x>y)]T
Yo=[Yor Yoo --- Yod”,

enquanto que no caso de uma EDO de ordem d,

{ YD (@) = f (2, y(2).y/ (2), ...y @D (x)),
y(xo) =Yy, v (x0) =Yy, ..., y(d—1)<x0) _ Yo(dq),



temos a formulacao equivalente

{ Z'(z) = g(w, 2(x)),
2(xg) = Zo,

com J T
Z:[y y/ y(_l)]

g(ﬂf,Z):[ZQ Z3 v Zd f(x7z17227"'7zd)]T7

Zy=[Yy Y] - y0<d—1)]T,

)

Exemplo. Escrever na forma de um PVI para um sistema de EDO’s de 12 ordem o seguinte
PVI para uma EDO de 2¢ ordem:

{ y'(z) + a(2)y (z) + b(z)y(x) = r(x),
y(zo) = Yo, Y (w9) = Yy,

onde a,b,r : I C R — R sao fungoes continuas num intervalo [ e zy € I.

e Antes de iniciar a anélise numérica do PVI (P) apresentamos alguns resultados tedricos
sobre este problema. Apresentamos condi¢oes que asseguram que o problema tem uma
solucao unica e consideramos a estabilidade da solu¢ao quando o valor inicial Yj e a fungao
f sao ligeiramente perturbados. Estes resultados sao necessarios para compreender melhor
os métodos numéricos que discutiremos a seguir. Sao tratados com mais pormenor na
disciplina de Analise Complexa e Equacoes Diferenciais.

Proposicdo (Teorema de Picard-Lindelof). Seja f : D C R — R uma funcio continua
numa regiao D e que satisfaz a uma condicao de Lipschitz em relacao a 2% variavel com
constante L em D, isto €,

|f(z,u) = f(x,v)] < Llu— v, V(z,u), (z,v) € D.

Entao para qualquer (xg, Yp) € D o PVI (P) tem uma solu¢ao tnica definida num intervalo
[zg — v, xp + @] para algum « > 0 suficientemente pequeno.

Notas.

(a) Sendo
D= {(z,y) e R : |z — 0| <a, |y—Yo| <b},

com a,b > 0, entao

b
a = min {a,M}, (ﬂ?exD|f(x,y)|

(b) Sendo
D= {(z,y) € R"™ : |z — 29| <a, |yl <oc},

entao o = a.



(c) Sendo D = R'! f continua em D e satisfazendo a uma condi¢ao de Lipschitz em
qualquer conjunto

Do ={(z,y) eR™: |a] <a, [y| < oo},

entao a = oo.

Notas.
(a) Se D C R o teorema continua vélido, sendo agora a condigao de Lipschitz
1f(z,u) = fla, )| < Liju =l Y(z,u), (z,v) € D,

onde || - || designa uma qualquer norma vectorial em R
(b) Se f € CY(D), D C R entdao f satisfaz a uma condigao de Lipschitz com

constante
of(x,y)
oy )

L = sup
(z,y)eD

(c) Se f € CYD), D C RY entao f satisfaz a uma condigao de Lipschitz com

constante
L= sup [[Jp(z,9)l,
(z,y)eD
onde || - || é a norma matricial induzida pela norma vectorial utilizada em R

Exemplo. O PVI

y(zo) = Yo,
onde zp € R, Yy € R\ {0} tem a solugao unica

{ y(@) = @),

1
Yo — (= x)

Y(z) =

definida para r — xg < Yo_l, se Yy > 0, e para x — xg > Yo_l, se Yy < 0.

Exemplo. O PVI
{ y'(z) = 2¢/y(x),
y(0) = 0.

tem uma infinidade de solugoes dadas por

0, r <gc,

(x —c)?, x>,

onde ¢ > 0. O PVI tem também a solucao



Note-se que f(y) = 2,/y é continua em [0, co[ mas nao satisfaz a uma condicao de Lipschitz
em qualquer intervalo que contenha a origem. Consequentemente o teorema de Picard-
Lindelof nao é aplicavel.

Exemplo. O PVI

y(:CO) = }/Z)a
onde g € C(R), A, g, Yy € R, tem a solucdo tnica definida em R,

{ y'(x) = My(x) + g(x),

Y(z) = Y, e —wo) +/ Vg (t) dt.

Zo

Introducgao: métodos numeéricos

e Consideremos o PVI

{ y'(z) = f(z,y(x)), )

y(xO) = Y[)?

onde f : D C R — R ¢ uma funcdo continua numa regiao D e que satisfaz a uma
condigao de Lipschitz em relagdo a 2% variavel. Para qualquer (z¢,Yy) € D o PVI (P)
tem uma solucao tnica Y : I, — R, para algum o > 0.

Consideremos uma partigao do intervalo [z, b]:

ZL‘Q<ZL‘1<"'<£L’N:b,

com )
Tp = T + nh, n=20,1,..., N, h = ;on,

onde h > 0 é o passo da particao.

O objectivo dos métodos numéricos para a resolugdo do PVI (P) é construir apro-
ximagoes Yo, Y1, ---,Yn para os valores da solugao exacta Y (x),Y (z1),...,Y (xy) nos
pontos da particao xg, x1,...,TN.

Definicdo. Um método de passo simples ou tinico para a resolu¢ao do PVI (P) consiste
em construir uma aproximagao y, para a solucao exacta Y'(x,) em cada ponto x, pela
formula

Ynt1 = Yn + R O(T0i1, Yni1s Tn,y Yn 1), n =0,

onde yo é tal que (x9,%0) € D e ¢ : D*x]0,00[— R ¢ uma func¢ao dada em termos de f,
designada por vezes por fun¢ao incremento. Se  nao depender de y,.1 0 método diz-se
explicito; caso contrario o método diz-se implicito.

Definicao. Um método de passo miiltiplo ou multipasso, com p + 1 passos, p € Ny,
para a resolugdo do PVI (P) consiste em construir uma aproximagao y, para a solugdo
exacta Y (z,) em cada ponto x, pela férmula

p
Yn+1 = Z ApYn—k + hQO(CEn_H, Yn+1y Tny Yns Tn—1, Yn—1, - - - 7xn—pa yn—p; h)? n 2 D,
k=0



onde Yo, y1, - - -, Yp sdo valores dados, ou obtidos por outro método, tais que (xo, yo),- - -
(zp,yp) € D e ¢ : DP*2x]0,00[— R . Se ¢ nao depender de y,,; o método diz-se
explicito; caso contrario o método diz-se implicito.

Exemplos. Os quatro primeiros sao métodos de passo simples. O quarto e o sexto sao
métodos implicitos

(i) Método de Euler (ordem 1)

Yn+1 = Yn + hf(l’n, Z/n); n Z 0.
(ii) Método de Taylor de ordem 2

h2

0
Ynt1 = Yn + h’f(xnayn) + = ( f

o

of

15,

2 ) (xn7yn)7 n Z 0'

(iii) Método de Runge-Kutta cldssico de ordem 2

h 2h 2h
Yn+1 = Un + Z |:f(xn>yn> + 3f (ajn + ?73/71 + ? f(xn:yn))‘| ) n = 0.

(iv) Método trapezoidal ou método de Adams-Moulton com um passo (ordem 2)

h

Ynt+1 = Yn + 9 [f(xn+la Ynt1) + f<xm yn)]? n > 0.

(v) Método de Adams-Bashforth com dois passos (ordem 2)

h
Yn+1 = Yn + § [3f(xmyn) - f(xn—byn—l)]a n > L.

(vi) Método de Adams-Moulton com dois passos (ordem 3)

h
Yn+1 = Yn + E [5f(xn+la yn—H) + Sf(xna yn) - f(l'n—la yn—l)]7 n Z 1.

Métodos de passo simples: consisténcia e convergéncia

Definicao. Um método de passo simples ou tinico, explicito, para a resolugao do
PVI (P) consiste em construir uma aproximagcao y, para a solugao exacta Y (x,) em cada
ponto x, pela formula

Ynt+1l = Yn + h@(xmyn; h), n e N,

onde y é tal que (zo,70) € D e ¢ : Dx]0, 00— R ¢é uma fun¢ao dada em termos de f.

Exemplo. “Dedugao” do método de Euler: (i) a partir da férmula de Taylor; (ii) a partir
da equagao integral equivalente usando uma féormula de quadratura para aproximar o
integral.



(i) Férmula de Taylor

Y(z+h)=Y(x)+hY'(x)+ %2}/”(3; +6h), 6 €]0,1[.

(ii) Férmula de quadratura aplicada a equagao integral
z+h
Y(z+h)=Y(x) +/ f(t,Y(t))dt,

2

z+h h
/ g(t)dt = hg(x) + 59’(:13 +6h),

Y(x+h)=Y(x)+hf(zx,Y(z)) + % (% f(t, Y(t))) (x + 0h).

Desprezando os termos de O(h?) obtém-se
Y(z+h)=Y(x) +hf(z,Y(2)),
Ynt1 = Yn + 0 f (Tn; yn).
A quantidade

Y(z+h)—Y(x)
h

(o) = V(@) = 5 V(e + o)

designada por erro de discretizacao local, desempenha um papel importante no estudo
dos métodos numeéricos.

Nota. Qualquer destas abordagens pode ser generalizada para obter métodos de ordem
mais elevada.

Definicdo. Para cada (z,y) € D seja Z(t) a solugao tnica do PVI
Z(t) = f(t, 2(1)),
z(z) =y.

Chama-se erro de discretizagao local a

(e, yih) = 2 (20 +B) = 2]~ ol h). (2(0) =),

O método de passo simples diz-se consistente (com o PVI) se

lim 7(z, y; h) =0,

uniformemente para todos os (z,y) € D, e diz-se ter consisténcia de ordem ¢ € N; se
T(x,y; h) = O(h?), h — 0,

V(z,y) € D.



Nota. F'(h) = O(h?), h — 0+, ¢ > 0, se existirem hy > 0 e C' > 0 tais que

IF(h)| < Ch?,  Vh €0, hyl.

Nota. O erro de discretizagao local é a diferenca entre a diferenca dividida da solucao
exacta do PVI e a diferenca dividida da solugao aproximada do PVI, para o mesmo passo
h. E pois uma medida da forma como a solugao exacta satisfaz a equacao do método
numeérico.

Proposicao. Um método de passo simples é consistente se e s6 se
lim (2, y;h) = f(z,y),
uniformemente para todos os (z,y) € D.

Proposicdo. O método de Euler é consistente. Se f € C'(D) entao o método de Euler
tem consisténcia de ordem 1.

Definicdo. Sejam o, y1,...,yn 0s valores aproximados obtidos por um método de passo
simples para os valores Y (zg),Y (z1),...,Y (zy) da solugdo do PVI (P). Chama-se erro
de discretizacao global a

en = en(h) =Y (x,) — yn, n=20,1,...,N,
e chama-se erro de discretizagao global maximo a

E = E(h) := max |e,(h)|.

0<n<N
O método de passo simples diz-se convergente se

lim E(h) = 0,

h—0

e diz-se ter convergéncia de ordem ¢ se
E(h) = O(h?), h — 0.
Proposicdao. Considere-se um método de passo simples em que a funcao ¢ é continua e

Lipschitziana em relacao a segunda variavel com constante de Lipschitz M independente
de h, isto é,

EIhO > 07 dM >0: Vh G]O,ho],V(fE,y),(l',Z) €eD= |90(a:,y,h)—go(x,z,h)| S M|y—Z|

Entao o erro de discretizacao global satisfaz a desigualdade

_ 7(h) _
€n <e €o o —11, Sn< )
| (h)| < oM(zn a:o)| (h>| + ](W [eM(acn x0) 1} 0<n< N(h)



e o erro de discretizacao global méaximo satisfaz a desigualdade
h
E(h) < 6M(b—$0)|60(h)| + % [BM(b—azo) . 1} 7
onde
()= max (o, Y(a)ih)

Se o método for consistente e ey(h) — 0, h — 0, entdo o método é convergente. Se
o método tiver consisténcia de ordem ¢ e ey(h) = O(h?), h — 0, entdo o método tem
convergéncia de ordem gq.

Dem.: (---)

Métodos de passo simples: métodos de Taylor

e Vimos como o método de Euler pode ser “deduzido” a partir da formula de Taylor
h2
Y(z+h)=Y(x)+hY'(x)+ EY”(QE—G—Qh), 8 €]0, 1],
considerando a aproximacao
Y(x+h)=Y(x)+hY'(x),
e usando a EDO para exprimir a derivada Y’(x) em termos de Y (z):
Y'(z) = f(z,Y(2)).
Considerando a férmula de Taylor de ordem arbitraria

.
hJ , hatl
_ v
Y (x4 h) _Zﬂ YO () + CESY

j=0

Y@t (z 4 0h), 0 €0, 1],

e procedendo de forma semelhante obtemos os métodos de Taylor de ordem . As suces-
sivas derivadas Y'U)(z) sdo obtidas a partir da EDO:
Y'(&) = ful@, Y (@) + fyle, Y (2)Y'(2)
= fo(@, Y () + fy (2, Y (2)) f (2, Y (2))
= (dgf)(x, Y (x))
YO@) = (@ @Y @), 523

onde dy designa o operador diferencial parcial definido por
99 , .99
d = (g —_ — _—

para qualquer g diferenciavel em D.



Definicao. Os métodos de Taylor de ordem ¢ sao métodos de passo simples em que a
fungao de incremento é dada por

Plaih) = Y s (@) (2.0).

Proposicdo. O método de Taylor de ordem ¢ € N; é consistente. Se f € C9(D) entdo o
método tem consisténcia de ordem gq.

Dem.: (---)

Proposicdo. O método de Taylor de ordem ¢ € Ny é convergente. Se f € C'9(D) entdo o
método tem convergéncia de ordem gq.

Dem.: (---)

Métodos de passo simples: métodos de Runge-Kutta

e Os métodos de Runge-Kutta imitam os métodos de Taylor de ordem ¢ mas requerem
apenas o calculo de valores da funcao f e nao das suas derivadas.

Definicdo. Os métodos de Runge-Kutta de s etapas, explicitos, sao métodos de
passo simples em que a funcao incremento é

o, yih) = vz, y; h),
j=1

onde

o1(r,y;h) = f(z,y)

j—1
pj(x,y;h) = f <x+ ajh,y+hY Bipilx,y; h)) , 2<j<s

=1

Os coeficientes sao determinados por forma a tornar a ordem de consisténcia, e, por-
tanto, a ordem de convergéncia, a maior possivel. A ordem de consisténcia ¢ é a ordem
(O(h?), h — 0) do erro de discretizacao local:

Zx+h)—y
T(z,y;h) = %—Mfﬂ,y;h), y=Z().
Proposi¢do. (1) s >gq; (2) s>q>5.

Nota.
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s 1 2 3 4 5 6 7 8
Gmax |1 2 3 4 4 5 6 6
v(s) |1 4 8 13 19 26 34 43
3
v(s) = S(S; ) _ 1 (nimero de coeficientes)
Quadro de Butcher:
&3]
ay | B
as | Bs1 Ps2

aq ﬁql 6q2 6q,q—1
YooY o Yg=1 g

Exemplo. Os seguintes métodos de Runge-Kutta encontram-se no Anexo. Apresentam-se
aqui os respectivos quadros de Butcher.

o Métodos de Runge-Kutta de ordem 2 (s = 2)
— Método de Euler modificado ou do ponto médio

— Método de Runge-Kutta cléssico
— Método de Heun

0 0
1]1 111
22
0 1 5 3
o Métodos de Runge-Kutta de ordem 3 (s = 3)
— Método de Runge-Kutta cléssico
— Método de Runge-Kutta-Nystrom
— Método de Heun
0 0 0
111 212 111
21 9 313 313
2 2 2 2
11-1 2 2l = 2l =2
3 3 3 3
121 I 3 3 r, 3
6 3 6 4 8 8 4 4
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o Métodos de Runge-Kutta de ordem 4 (s = 4,s = 5)
— Método de Runge-Kutta classico (s = 4)

— Método de Runge-Kutta-Gill (s = 4)

— Método de Runge-Kutta-Fehlberg (s = 5)

. 0
. i
2|2
1 1 1]v2-1 2-2
“lo = 5
510 35 2| 2 2
110 0 1 e Y2 22
T T 1 & 2
6336 2o V2 2y
6 6 2 6
0
1|1
1| 1
303 9
s |32 32
121932 7200 7296
13 | 2197 2107 2197
1439 3680 8i5
216 513 4104
% MO0S 207 1
216 2565 4104 5

Proposicdo. Os métodos de Runge-Kutta de ordem g = 2, 3,4 considerados sao consisten-
tes e convergentes. Se f € CY(D) entao os métodos tém consisténcia e convergéncia de

ordem gq.

Dem.: (--+)

Exemplo. Métodos de Runge-Kutta de ordem 2

Erro de discretizacao local:

T(z,y; h) =

Z(x+h)—y
h

o(x,y;h) =y f(x,y) + 1o f (x + ah,y + Bhf(z,y))



h? h?
Z(x+h) =Z(x)+hZ'(z) + ?Z”(x) + "
2

= 2() + hf(e Z(@)) + ' (4, 1) 0. Z) + o (@) . 2(2) + OO
dff = fz + ffy

d?cf:fxx+f$fy+2ffl‘y+ffy2+f2fyy

ZW(CC) + O(h4>

Y . d¢ W e ;
(p(.’ﬂ,y,h) _Qp(xayvo)—i_hah( >y70)+?%($7y70)+0<h)

(2, y;h) = flz,y) — p(z,y;0) + g [(dff)(m, y) — Qg—i(ﬂc,y; 0)
h2 2

o @) - 355 w0 + 0w

o(x,y;0) = (M +72) f(2,9)

0

a—i(af, y; 0) = yolafs + Bf ful(x, v)

2

O (0.:0) = 2l o + 208 oy + P f )

T(z,yih) = (L—m—)f(z,y) +h K% - 04’72) fo (% - 672) ffy:| (z,y)
2

o [(1=3920%) fur +2(1 = 33200) [ fuy + (1= 308%) f21,,
+hofy + 1] (2,9) + O(h?)

7 =1—", 04:5:2—
2

h h
o(x,y;h) = (1 =) f(z,y) +12f (w + 3,V + 2_72f(x’ y))

}g {((1 - _) (faa +2f fay + f fyy) + fofy +ff } (z,y) + O(h3)
= c(f,72)h? + O(h?)

el < 5 |- o

Casos particulares:

7(z,y;h) =

’fxx+2ffxy+f2fyy| + |f1‘fy+ff2|:|

— Método de Euler modificado ou do ponto médio (v, = 1):

o(z,y;h) = f (x+g,y+ gf(:v,y))
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3
— Método de Runge-Kutta classico de ordem 2 (”)/2 = Zl)

oz, y; h) = i [f(x,y) +3f <x + %,y + %f(w,y))}
— Método de Heun (72 = %)

oy ) = 5 1F @ 9) + f (24 By + 1 (2,9))

Métodos multipasso lineares: introducao

Definicdo. Um método multipasso linear (MPL) com p + 1 passos (p > 0) para a
resolugao do PVI (P) consiste em construir uma aproximagao y, para a solugdo exacta
Y (x,) em cada ponto x, = o +nh, n=20,1,..., N, pela férmula

p p
Yot = DYk + 1 Y bef (@i Ynk), 0 =D,
k=0

k=—1
onde Yo, ¥1,...,Y, sdo valores dados (ou obtidos por outro método) e ag,ay,...,ap,
b_1,bo,b1,...,b, sdo constantes reais tais que |a,| + [b,] # 0. Se b_; = 0 o método

diz-se explicito; se b_; # 0 o método diz-se implicito.

e Uma classe importante de métodos MPL baseia-se na integracao numérica. A ideia
geral é a seguinte. Reescreve-se a EDO como uma equagao integral

Y@mﬂZY@WJ+/%Hf@Y®ﬁm

n—r

para algum r > 0 e n > r; constréi-se um polinémio interpolador de grau v < p + 1
para f e substitui-se f por este polinémio no integral; desprezando o erro de quadratura
chega-se ao método pretendido. Entre os métodos obtidos por esta forma temos:

© Métodos de Adams: r=0, v=pouv=p+1

— Métodos de Adams explicitos ou de Adams-Bashforth: v =p, p >0
— Métodos de Adams implicitos ou de Adams-Moulton: v =p+1, p> —1

o Métodos de Nystrom: r =1, v=p, p>1
o Métodos de Milne-Thomson: r =1, v=p+1, p>1

Iremos considerar em detalhe os métodos de Adams que sao os métodos MPL mais usados.
Em particular sao usados para produzir algoritmos preditor-corrector em que o erro é
controlado por variacao do passo h e da ordem do método, simultaneamente. O nosso
estudo dos métodos de Adams serd no entanto feito como caso particular dos métodos
MPL acima definidos e nao a partir da integragao numeérica.
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Métodos MPL: consisténcia

e A consisténcia é uma propriedade que procura avaliar em que medida a solugao exacta
do PVI satisfaz a equacao do método numérico para a sua resolucao.

Definicdo. Para cada (x,y) € D seja Y (t) a solugao tinica do PVI
Z(t) = [t 2(1)),
z(z) =y.

Chama-se erro de discretizacao local a

1

Z(x+h) =Y aZ(z— kh)] =Y bpf(x — kh, Z(x — kh)).

k=—1
O método MPL diz-se consistente (com o PVI) se

lim 7(z, y: h) = 0,

uniformemente para todos os (z,y) € D, e diz-se ter consisténcia de ordem ¢ € N; se
T(x,y; h) = O(h9), h — 0,

V(z,y) € D.

Proposicdo. Sejam Cy, (1, ... as quantidades definidas em termos dos parametros de um
método MPL por:

p p p
Co=1-) a Cr=1+Y kax— > b

k=0 k=0

p

k=-—1
p
Cj=1-=Y (=kYar—j > (—k) by, j=23,...
k=0 k=-—1

Entao:

(1) Um método MPL é consistente com o PVI (P) para qualquer f € C'(D) se e s6 se

00201:0.

(2) Um método MPL tem consisténcia de ordem ¢ > 1 para qualquer f € C9T(D) se
e sO se

C(]:Cl:CQ:"':Cq:O, Cq+17é0.
O erro de discretizacao local tem a forma

T(z,y;h) = T Conr(dif)(z,y) + O(hT)
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Dem.: Obtém-se o desenvolvimento:

qg+1 hj_

1
T(z,y;h) = CoZ(x)h™ "+ C;29)(x) T O(ht™)

J=1

Métodos MPL: métodos de Adams

Definicao. Os métodos de Adams sao métodos MPL da forma

p
Yn+1 = Yn +h Z bkf(xn—ka yn—k)7 n = b,
k=po

em que os p+ 1 — pg = g parametros by sao unicamente determinados pelo sistema de ¢
equacoes
Ci=0C=---=C;=0,

onde

p p
Ci=1-) b, Ci=1—3j> (k) 'b, j=2....q

k=po k=po

Proposicdo. O método de Adams com p+1 passos tem consisténcia de ordem g = p+1—po,
isto é,

(1) g=p+1, se é explicito;

(2) ¢g=p+2, seéimplicito.
Exemplos. Apresentam-se no Anexo os primeiros métodos de Adams. Aqui apresentam-se

quadros resumos dos coeficientes e da constante que ocorre no termo de ordem mais baixa
do erro de discretizagao local.

’ Métodos de Adams-Bashforth (py = 0) ‘

(pla] b0 | b | b [ b5 | by [Cpa/(g+1)]
1ol 3 1 5
2 2 12
2
ol 2 | 16| 3 3
12 12 | 12 8
s, B | 89 [ 39 251
24 24 | 24 24 720
L | 5 | 190T [ 2774 [ 2616 | 1274 | 251 05
720 720 | 720 720 | 720 288
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| Métodos de Adams-Moulton (py = —1) |
plafbaf b | b [ b | b [Con/latD)!]

ol 1 1 1
2 2 12
5 8 1 1
ISl 1w 5
5| 4 9 19 _5 1 _19
24 24 24 24 720
g |5 | 201|646 2647106 19 3
720 | 720 720 | 720 720 160

Métodos MPL: convergéncia

e Consideremos o PVI (P)
(P)
y(zo) = Yo,

onde f é continua e Lipschitziana em relagao a .
Consideremos o método MPL (M) para resolu¢ao numérica aproximada de (P):

{ y'(z) = flz,y(z)),

p

p
Yn+1 = Z ArYn—k + h Z bkf(l‘n—ka yn—k)7 p S n S N(h) - ]-a (M>
k=0 k=-—1

onde hg €]0, ho| e hg é suficientemente pequeno por forma a que a Eq. (M) tenha a solugao
{yn(R)Yocn<n(m), Vh €]0, hl.

Defini¢do. Sejam {¥,,(h) }o<n<n(n) a solugao obtida pelo método MPL (M) e Y : [z9,b] — R
a solucao exacta do PVI (P). Define-se o erro de discretizagao global por

en = en(h) =Y (x,) — yn(h), 0<n<N(h),
e erro de discretizagao global maximo por

E=FE(h):= max |e,(h)|

0<n<N(h)

Diz-se que a solugao aproximada é convergente para a solucao exacta de

;lbiir(l) E(h) =0,
e diz-se que tem convergéncia de ordem ¢ se

E(h) = O(h%), h — 0.

Diz-se que o método numérico (M) é convergente, ou tem convergéncia de ordem g, se a
convergéncia (ou a convergéncia de ordem ¢q) se verificar para todos os PVI (P).
Definicdo. Os valores iniciais {y,(h)}o<n<, dizem-se consistentes se,

lim E,(h) =0,

h—0
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onde

E,(h) = max |e,(h)].

0<n<p

e diz-se terem consisténcia de ordem ¢ se

E)(h) = O(hY),  h—0.

Nota. A consisténcia dos valores iniciais é condi¢ao necessaria para a convergéncia do
método.

e A convergéncia do método MPL esta relacionada com as raizes do polinémio
p(r) =Pt — E apr? =",

Defini¢do. Diz-se que o método MPL satisfaz a condigao da raiz se as rafzes ro,r1,...,7,
do polinémio p(r), repetidas de acordo com as suas multiplicidades, satisfazem a

i) |r;] <1, 7=0,1,....p; (ii) |l =1 = p'(r;) #0

Nota. A condigao (i) impoe que todas as raizes estdo contidas no circulo unitério {z € C :
|z| < 1}. A condigao (ii) impde que todas as raizes na fronteira do circulo sejam raizes
simples de p(r).

Nota. Fazendo h =0 em (M) obtemos

p
Yn+1 = E AkYn—k,
k=0

que é uma equagao as diferencas de ordem p + 1, linear e de coeficientes constantes. O
seu polinémio caracteristico é precisamente p. A sua solucao geral é dada por

A Hj—1
An
-y 2t | 7,
J=0 =
onde 7, 71,. .., 7, sao as raizes distintas do polinémio p e pg, 1, . . ., ity as suas multipli-

cidades. E claro quep<pepyg+p+---+pu;,=p+1.
A condicao da raiz corresponde a exigir que todas as solugoes da equagao as dife-
rencgas sao limitadas.

Proposicdao. No caso de um método MPL consistente as seguintes afirmagoes sao equiva-
lentes:

(1) o método é convergente;

(2) o método satisfaz a condicao da raiz.

Proposicdao. Todo o método de passo simples linear consistente é convergente.
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Dem.: (---)
Proposicdao. Os métodos de Adams-Bashforth e Adams-Moulton sao convergentes.
Dem.: (---)

Exemplo. Determinar todos os métodos MPL com 2 passos e ordem de consisténcia 2.

Ynt1 = GoYn + @1Yn—1 + h[b_1 fag1 + bofr + b1 fr—i]

Métodos MPL: métodos preditor-corrector

e Consideremos a expressao geral dos métodos de Adams

p
Yn+1 = Yn + h Z bkf(l‘n—ka yn—k)a n Z b.
k=po
O valor inicial é um dado do PVI (P), yo = Y. Os valores iniciais vy, ya, . . ., y, tém que

ser obtidos por outras vias, por exemplo, por um método de passo simples (da mesma
ordem).

e As férmulas de Adams-Moulton, que definem implicitamente v, 11, podem ser resolvidas
pelo método iterativo do ponto fixo:

p
yiLj-:_ll) = Yn + h Z bkf(xn—ka yn—k) + hb—lf(xn-‘rh ySL]—i)-l)a n Z b, .] Z 0.
k=0

A convergeéncia do método do ponto fixo fica assegurada se h for suficientemente pequeno,
de acordo com o seguinte resultado:

Proposicdo. O método iterativo do ponto fixo aplicado a equagao do método de Adams-
Moulton converge para a solugao y,+1 desde que seja satisfeita a desigualdade

hlb_1|L < 1,

onde h é o passo de integracao e L designa a constante de Lipschitz de f.
Dem.: (---)
e Para obter a iterada inicial y,(loll pode utilizar-se um método de Adams-Bashforth.

Definicao. Os métodos preditor-corrector sao constituidos por uma férmula de Adams-
Moulton (o corrector) e uma férmula de Adams-Bashforth (o preditor):

p
ygjll) = Yn + h Z bkf(xn—ka yn—k) + hb—lf(xn-i-h yﬁiﬁl)? n Z b, ] Z 07
k=0

p
0 7 ~
Yol = Y + > bk (o Ynr), n = p.
k=0
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Exemplos.
(i) (AB3)-+(AM3)

h
Yty = Yn 15 (23F0 = 16 a1 +5fa],

+1 h ~ :
yfz]—:_l):yn+ﬁ 5f(xn+1ay'r(zj—‘,)-1)+8fn_fn—l 3 ]207 TLZl

(ii) (AB2)+(AMS3)

h
?/7(321 = Yn + 5 [3fn - fn—l]a

+1 h ~ :
y'r(zj—:_l):yn+ﬁ 5f(xn+1ay'r(zj—‘,)-1)+8fn_fn—l 3 ]207 TLZl

Proposicdo. Consideremos um preditor de ordem ¢ e um corrector de ordem q.

(1) Se ¢ > g entao o preditor-corrector tem a mesma ordem e o mesmo EDL principal
que o corrector.

(2) Se ¢ = ¢ — 1 entao o preditor-corrector tem a mesma ordem que o corrector mas o
EDL principal é diferente.

(3) Se ¢ < g — 2 entao o preditor-corrector tem ordem mais baixa que o corrector.

Nota. Vimos que o erro de discretizacao local (EDL) para um método de Adams de ordem

q é dado por
q

h q q+1
T(z,y; h) = WCQ+1<dff)(xay) +O(h1™)

Chama-se EDL principal a primeira parcela do EDL, proporcional a h?. A mesma de-
signacao aplica-se no caso do método preditor-corrector.

Dem.: (---)



Anexo

e Métodos de Runge-Kutta de ordem 2:
h? 2 0%y 3
T(z,y:h) = & {dff(xay) - 3W(w,y;0)} +O(h?)

— Método de Euler modificado ou do ponto médio

2

h h
Yn+1 = Yn + hf <$n + ann + § f(xmyn>>

— Método de Runge-Kutta classico de ordem 2

h 2h 2h

— Método de Heun

h
Y1 = Ynt 5 Lf @y yn) + f (@0 + 1y Y+ B (20, 90))]

e Métodos de Runge-Kutta de ordem 3:

3 3

h 0
T(z,y:h) = o [dfcf(%y) —4 a—hi(l’, Y; 0)] +O(hY)

— Método de Runge-Kutta classico de ordem 3
h
YUnt1 = Ynt ¢ [p1 + 42 + 3]

h h
01 = f(Zn,Yn), <P2=f($n+§,yn+§<ﬂ1)
Y3 = f (xn + h, Yn — h801 + 2h902)

— Método de Runge-Kutta-Nystrom de ordem 3

h
Ynt1 = Yn + = [2001 + 302 + 303]

8
2h 2h
01 = f(Zn,Yn), 2= f <$n+§7yn+§901>
Y
Y3 = T 3 y Yn 3 Y2

— Método de Runge-Kutta-Heun de ordem 3

h
Ynt1 = Yn + 1 [o1 + 33

h h
o1 = f(Tn,Yn), 902=f($n+§7yn+§801)
2h 2h )

soszf(anr?,ymL?s@



e Métodos de Runge-Kutta de ordem 4:
4 4

o0 h) = o [ e.0) = 5 55 0| + O08)

— Método de Runge-Kutta classico de ordem 4:

h
— [p1 4 22 + 203 + 4]

Yn+1 = Yn + 6

h h
¥1 :f(xmyn)a 902_f($n+§>yn+§§01)

h h
903=f($n+§,yn+§é02>, 01 = f(xn + h,yn + hes)

— Método de Runge-Kutta-Gill de ordem 4:

h
Yn+1 = Yn + = [901 + (2 - \/5)902 + (2 + \/5)903 + 904}

6

h h
01 = f(Zn,Yn), 902:f(33n+§7yn+§¢1)

V2 -1 2 -2
5 hyy + 5 hipo

h
903:f $n+§7yn+

V2 2+2
o4 = f <xn+h,yn—7h¢2+ 5 hes
— Método de Runge-Kutta-Fehlberg de ordem 4:
h 25 1408 n 2197 B 1
Ynt1 = Yn 2167 T 256578 T q0a"t T 5
h h
Solzf(xnayn)a QDZZf(xn—I—Zyyn'}_ZQDl
. N 3h 4 3h 3h N 9h
Y3 = Ty 3 y Yn 39 ¥1 39 Y2
_ (o 20 12h 4 1982 1932 B 7200 heos + 7296 L
AT\ I T3 I T 5197 MY T 9107 2197 '

3680 845 )

439
905—f($n+h,yn h¢1—8h¢2+mh@3—mhw4

21



e Métodos de Adams-Bashforth (f,, := f(zm,ym)):

(

Yn+1 = [3fn fn—l]

(o) = % (1) () + O)

h
Ynt1 = Yn + E [23fn - 16fn—1 + 5fn—2]

(AB2) p=1, ¢=2:

(AB3) p=2, ¢=3:

3h3 3 4
( h
Yn+1 = Yn 24 [55fn 59fn—1 + 37fn—2 - 9fn—3]7
(AB4) p=3, ¢=4 N
| 7@y h) = =55 (i) (@, y) + O(h?)

Yt = Yn+ [1901f, — 2774 f,_1 + 2616 f,_»
(AB5) p=4, q=>5: —1274f, 5+ 251 f,,_4],

5
(0,4 ) = e (@) ) + O(R)

e Métodos de Adams-Moulton (f,, := f(Zm,Ym)):

h
Ynt+1 = Yn + 5 [fri1 + 1
(AM2) p=0, ¢g=2:

(i h) = o () ) + O(1)

h
Ynt+1 = Yn + E [5fn+1 +8fn — fn—l]

(AM3) p=1, ¢=3: X

(o, h) = — g (@47) ,0) + O(1)

h
Yn+1 = Yn + 21 9fns1 +19f, —5fn1 + foo]

N\ 7~

(AM4) p=2, q¢=4:

i) = — 2 @) y) + O()
L T .CU, yu - h720 f LU, y
)
Yn+1 = Yn + % [251fn+1 + 646fn - 264fn71
(AM5) p=3, ¢=>5: +106f,—2 — 19 f,,—3]
3h°

T(z,y; h) = (d3) (@, y) + O(h°)
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