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1. REPRESENTACAO DE NUMEROS E TEORIA DE ERROS
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Tipos de erro

e Erros inerentes:

¢ modelo matematico incompleto;

¢ erros nos dados, parametros e constantes matematicas;

© exemplo: corpo em movimento vertical na atmosfera terrestre sujeito a forca de atracgao
gravitacional da Terra e a forga de resisténcia do ar.

e Erros de método (ou de truncatura ou de discretizacgao):

© exemplos:

(i) calculo do valor aproximado da raiz de uma funcao pelo método de Newton;

(ii) célculo do valor aproximado de um integral usando a regra dos trapézios composta.
e Erros computacionais:

o erros de arredondamento;

¢ erros de “underflow” e “overflow”.

e Erros de programacao.

Erro, erro absoluto, erro relativo (Z ~ z € R):

Definicdo. Seja x € R o valor exacto de uma grandeza real e £ um valor aproximado de
x. Definem-se:

Erro de z em relacao a x: ez =x — =T

Erro absoluto de & em relacao a x: |ez|

. . . s
Erro relativo de 7 em relagao a x # 0: 6z = —, ou |dz|
x



( Percentagem de erro: 1000z(%) ou  100|0z|(%) )

Nota. O erro relativo é invariante numa mudanca de escala, i.e., sendo y = kx, y = kZ,
onde k é uma constante nao nula, entao d; = 0.

Exemplo.
1 . 1 N
T = 3 Z = 0.3333, Y= 3000° y = 0.0003.
ez = e = 0.0000333 ..., 9z ~ 0.0001(0.01%) 95 ~ 0.1(10%)

Representacao de ntimeros

e Um nimero inteiro x € Z \ {0} é representado numa base § € N\ {0, 1} (por exemplo,
10, 2, 16, 8, 12, 20, 60) por

1= 0(dpf™ + dp1 "+ di B+ do )

onde
o€ {+,—}, d; €{0,1,....,8—=1}, i=0,1,...,m, dpm #0

Simbolicamente escreve-se

r = U(dmdm,1 Ce dldo)ﬂ

Exemplo. 198 = (198);9 = (11000110)

Nota. Os numeros inteiros sao representados exactamente num computador. Se neste
reservarmos N + 1 bits para numeros inteiros podemos representar todos os numeros
inteiros tais que

— 2N -1 << 2V 1)

Exemplo. N =31: 2N —1 =2.147.483.647

e Um numero real z € R\ {0} é representado numa base # € N\ {0, 1}, por
xr = O'(dmﬂm + dmflﬁmil + -+ dlﬁl + doﬁo‘F

+d_ 7 Hd o P d BT )

onde
oe{+, -}, d; €{0,1,....,86—-1}, i=mm—1,..., dy #0
Simbolicamente escreve-se

T = O'(dmdm,1 c. dldo.dfldfg .. )5



ou
T = U(O.dmdm,1 . dldodfldfg .. )5 X ﬁerl

Exemplo.
19 = (10011)s, 0.875 = (0.111)s,

19.875 = (10011.111), = (0.10011111), x 2010
0.1 = (0.1)19 = (0.11001100. . .)5 x 212

e Notacao cientifica
xr=ocm/f3
(base) 8 € N\ {0, 1}, (sinal) o € {+,—}, (expoente) t € Z
(mantissa) m = (0.ajas...)s € [371,1], a; €{0,1,...,5— 1}, a1 #0

Definicdo. Sejam 8 € N\ {0,1},n € N\ {0},¢7,tT € Z. Designa-se por sistema de
ponto flutuante na base (3, com n digitos na mantissa, e expoentes variando entre t~ e
t*, ao subconjunto dos niimeros racionais

F=FP(B,n,t ,t")={zxeQ: e =0omp'}U{0}
oce{+,~}, teZ,  t <t<t
m = (0.ayay...a,)s € [371,1— 7", a; €{0,1,...,8—1}, ay # 0

Quando apenas for importante referir a base e o nimero de digitos da mantissa, usamos
a notagao FP(8,n).

Proposicao.
card(FP(3,n,t,t")) = 2N + 1, N=(@{" -t +1)(p-1)p""
Nota. N é o nuimero de racionais positivos de F compreendidos entre
L~=p"xp", Lt=(Q1-8")xp".
Os restantes elementos de [ sao os simétricos destes e o nimero zero.

Exemplo: FP(2,3,—1,1).

Exemplo: Sistemas de ponto flutuante definidos pela Norma IEC559 (International Elec-
tronic Comission, 1989).

Formato simples: FP(2,24, —125,128)

Formato duplo: FP(2,53, —1021, 1024)

Arredondamentos




Questdo. Dado um nimero z € Ry e 2 € F qual o niumero fi(z) € F que o representa,
onde Ry = [-LT,—L7JU{0} U[L~,L*]?

Definicdo. Dado F = FP(3,n,t,t"), e sendo
z=o0(0.a1as...a5an41...)p X B,
definem-se as duas seguintes fungoes de arredondamento fl. : Ry — F e fl; : Rp — F:

(i) Arredondamento por corte:

fl(r) = 0(0.a1az...a,)s x 3

(ii) Arredondamento simétrico (3 par):

o(0.a1as...a,)s x O,
fls(r) =

o[(0.a1as...an)s+ 57" x G,

ou, de uma forma equivalente,
1 t—mn
ﬂs(x) :ﬂc $+§ﬂ

Nota.
(i) fl.(z) é o nimero de F mais perto de = entre 0 e .

(ii) fly(x) é o nimero de F mais perto de x. Se houver dois nimeros de F igualmente
perto de x entao fly(z) é o maior deles.

Exemplo. Sendo 7 = 3.1415926535... ¢ F = FP(10,7) entao,

flo(m) = 0.3141592 x 10T, fly(m) = 0.3141593 x 10T,

Exemplo. Sendo 0.1 = z = (0.11001100...); x 273 ¢ F = FP(2,4) entao

flo(z) = (0.1100), x 272 = 3% = (0.09375) 10

1
fy(z) = (0.1101)y x 2% — % — (0.1015625) 1

Erros de arredondamento

Proposicdo. Sendo z € Rp e & = fl(z) € F = FP(3,n,t™,t"), entao:



(i) Arredondamento por corte:
les| <87 fosl < BT

(ii) Arredondamento simétrico:

1, 1
= - -n 55: - 17n'
lesl < 587", 9] < 5 8

Dem.:
r=0(0.a1as...an0041...)5 X [, |z| > g~

(i) Arredondamento por corte:
T =1fl.(x) = 0(0.a10a2...a,)p X [

€z — X — T = 0(00 . .Oan+1 .. .)g X ﬁt = O—(O.an+1an+2 .. .)5 X ﬁt_n

lez| < g™

|0z] = ez <p
||

(ii) Arredondamento simétrico:

(1) 0 < r < 5 1) ) <o <
T =1(z) = 0(0.a1aa...a,)5 x [ T =1M(z) =0 [(0.a1as...a,)s+ "] x
= 0(0.ap41Gn42...)g X B e; = 0 [(0.apn1Gnt2...)g — 1] x g7
1
es] < ?ﬁ g = ol <50
1-n B ~ nQl-n
|5’<25 |6x|<2ﬁ

Nota. O majorante do erro relativo depende de 3, de n e do tipo de arredondamento,
mas nao depende de z.

Definicdo. Dado um sistema FP(8,n,t™,t") define-se a unidade de arredondamento
do sistema por

1
— Al-n — — Al
B =5
Exemplo. Sistemas definidos pela Norma IEC559.
F =FP(2, 24, -125, 128): u, =272 2 0.596046 x 1077

F =FP(2, 53, -1021, 1024): us =277 ~0.111022 x 1071

Operacgoes aritméticas num sistema de ponto flutuante




Definicdo. Sendo o : R x R — R uma operagao aritmética, o = +, —, X, +, define-se a
operacao aritmética correspondente num sistema de ponto flutuante F, [o]: Rp x Rp — T,

por
z[o]y = fi(fi(z) o fi(y))

Exemplo. Sendo z =71 e y = 106 e considerando um sistema de ponto flutuante FP(10,

6, -10, 10) com arredondamento simétrico obtém-se:

z[+]y = 0628310 x 10, =[]y = 0.800000 x 1074,

z[ x|y = 0.986934 x 10, z[+]y = 0.100003 x 10

Algarismos significativos

Definicdo. Seja
T = O'(O.alag R an)m X 10t

uma aproximacao de z pertencente a FP(10,n). Diz-se que o algarismo «a; é algarismo
significativo de 7 se

1 .
s < =10t
es] < 5

Nota.
(i) Se a;, i > 2, é significativo entdo a;, 1 < j <1, sdo significativos.

(ii) Se a,, ¢ significativo ent@o os n algarismos de  sao significativos.

Nota. Se = é obtido de x por arredondamento simétrico entao os n algarismos de & sao
significativos.

Exemplo. Sendo 7 = 3.14159265358 . . ., entao:

(i) a aproximacao ™ = 3.141592 tem 6 algarismos significativos;
-6 Lo s L. 16
ez ~ 0.6535 x 1077, 3 10777 < lez| < 3 10

(ii) a aproximacio 7 = 3.141593 tem 7 algarismos significativos.

1 1
ez ~ —0.3465 x 107°, 3 1078 < Jez| < 3 107

Exemplo. Numero de algarismos significativos da representacao de um nimero real nos
sistemas de ponto flutuante definidos pela Norma IEC559 (considerando arredondamento
simétrico).



Formato simples: FP(2, 24, -125, 128), u =~ 0.596046 x 10~7

6 ou 7 algarismos significativos

Formato duplo: FP(2, 53, -1021, 1024), u~0.111022 x 10~

15 ou 16 algarismos significativos

x = oml0’, T — T = xdz, 0z < u=m,10"

|z — Z| < mm, 107", 0.1m, < mmy, < my

Erros de “overflow” e “underflow”

Definicdo. Os erros de “overflow” e “underflow” ocorrem quando ¢ & {t~,...,t7}. Se
t > t* tem-se “overflow” enquanto se t < ¢~ tem-se “underflow”.

Exemplo. Célculo de |z + iy| para x = y = 10% no sistema FP( 2, 24, -125, 128).
Exemplo. Célculo das raizes de ax?® +bx +c = 0 para a = 102°,b = -3 x 10%°, ¢ = 2 x 10%

no sistema FP(2, 24, -125, 128).

Propagacao de erros (teoria linearizada)

Definigdo. Diz-se que
f(z) = h(z), quando =z — z*,

i.e., f éigual a h em primeira aproximacao quando r — x*, se
f(@) = h@) + o(h(@)]), quando z— o,
onde o simbolo (de Landau) o(|h(z)|), z — 2*, designa uma funcao genérica g tal que

L o)

h(z)|

r—x*

72
Exemplo. 1 —cosx = = x — 0.

Proposicdo. Seja¢: I CR — R, ¢ € C*(I). Sejam x € [ e & € I um valor que aproxima
. Entao:

eoz) = O(x) — P(T) = ¢'(x) ez =: eg(j), quando ez — 0,
e, no caso de ser ¢(z) # 0, x # 0,

@

do(z) = o) - Po(2)0z =: 55)(@, quando 0z — 0,

o(x)

onde




Chama-se a |ps(x)| o nimero de condicao de ¢ em z.

Exemplo. ¢: R — R, ¢(x) =2", meN;

i=2
Exemplo. Verificar que 0%, = pr(g(2))py(2)dz.

Proposicdo. Seja ¢ : D C R* — R, ¢ € C*(D). Sejam z € D e ¥ € D um valor que
aproxima z. Entao:

n

(x)ez,, quando Z lez, | — 0,
k=1

LN~

N ox
=1 "k

e, no caso de ser ¢(x) # 0, > r_, |zx] #0,

€o(3) 3 -
Op(z) = o(z) = 55(%) = Zp¢>,xk (2)dz,, quando Z |0z,| — 0,
k=1 k=1

onde

Doy (T) = W

Exemplo. Operagoes aritméticas (x,y € R)

¢(x,9) Stz Oo@) — Og(zg)
r+y ’ (55 + Y (Sg 0
Tty r+y
r—y r—y
T Xy (555 + 53; —55359
6;(05 — 65)
- Sz — 0z A YA
vy Z 1- 0,
2
Exemplo. ¢ : R?* = R, ¢(z,y) =a%—y?, 65, = ———(a%0; — ¢*5;)
b :L‘ J— y

Propagacao de erros em algoritmos

Definicdo. Uma funcao ¢ : I C R — R diz-se uma fungao elementar num sistema I se
Vo € I NTF o valor que aproxima ¢(x) em F é dado por



Proposicdo. Seja ¢ : I C R — R uma funcao elementar num sistema F. Seja & um valor
aproximado de x € I. Entao:

& )
o) = 0(x) = B(x) = 6(2) ~ A(B(x)) = H(2)dures

onde [0arr 6| < u, € u é a unidade de arredondamento de F.

(2)

5&’(5) = 6(%(92) = 6{;(53) + 6arr,¢7 5(;%(5;) = pd,(x)éj
Dem.: (2)
esm = O(x) — O(F)
= 6(z) — ¢(F) + $(&) — O(7)

z)ez + O(T)0amr.s
x)ez + &()0am.p

Nota. A definicao de funcao elementar generaliza-se para fungoes de mais de uma variavel
e, em particular, para as operacoes aritméticas.

Definicao. Por algoritmo entende-se uma sequéncia finita de operacoes elementares que
conduz a um valor aproximado da solucao de um problema.

Exemplo. Algoritmo para o célculo de z = ¢(z) =1 —cosz, x € R:
u=cosz = 0(z); z=1—u=1(u).
Alg. 1: u = cosz = 0(x), z=1—u=1(u)

X .
Alg. 2: u1:§’ Ug = Sinuq, ugzug, z=2X us

Exemplo. Algoritmos para o cdlculo de z = ¢(z) = 22 — 23, x = (71, 25) € R%:

uy =1 X x1 = 01(x) up = x1 + 9 = 01(x)
Alg. 1: Uy = Tg X Ty = O3(1) Alg. 2: Uy = T — Ty = O5(x)
z=1u; —us = P(u) z=1u X ug = (u)

1, 01,05 sao em cada caso as fungoes elementares.

Exemplo. Algoritmo para o cdlculo de z = ¢(z), ¢:R" — R:
u=0(x), 0:R" — RP, z = (u), P RP — R.

Pondo 6 = (6,,6,,...,60,) entdo 04,...,0,,1 sdo as p+ 1 funcoes elementares.

Proposicdo. Suponhamos que o calculo de z = ¢(z), ¢ : R®™ — R, é efectuado por uma
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algoritmo ¢, com p + 1 passos em que a cada passo corresponde uma funcao elementar a
que estd associado um certo erro de arredondamento. Seja & um valor aproximado de z.
Entao o erro relativo total de Z = ¢,(Z) em relac¢ao a ¢(x) é dado por

arr’

0: = 6F = oL ;) + oL

onde
p+1

L L
6(15(5”) - Zp¢vxk59~0k’ 6arr = Z Qkéarrk-
k=1 k=1

Os pesos q1, ¢z, - - -, ¢p+1 dependem do algoritmo e |Oa, | < u, Yk € {1,2,...,p+ 1}.

Exemplo. No caso dos dois algoritmos para o calculo de z = 1 —cos x obtém-se os seguintes
erros relativos:

Algoritmo 1: 6% = 55@) + 0L,
rsinx
5L sy = pola)ds =~
—Cosx
5L - T 5arr 5arr
a1 cosg MY T ary
Algoritmo 2: 6% = 055 + du,

‘%(:7:) = py()0z,

éélrr = p(b(x)di(sarr,l + 25arr,2 + 6arr,3 + 5arr,4

Exemplo. No caso dos dois algoritmos para o clculo de z = 22 — x3 obtém-se os seguintes

erros relativos:
. . L _ <L L
Algoritmo 1: 0% = 0z + Oy
L 2 2 2
6(13(55) = ; (xldﬂ?l - x25532) )

1'2

2
x
L _ 1 2
5arr - > 5arr,91 - > 5arr,92 + 5arr,1/)

Algoritmo 2: 6% = 5;:(:2) + 0%,
L 22 2
(5¢(£) = ; (xlfsjl - 1325532) )

5ilrr = 531"1"791 + 6arr,92 + 5arr,1p

Condicionamento e estabilidade numérica

e Qualquer problema matematico pode ser descrito da seguinte forma:
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Seja D o conjunto de dados do problema e seja S o conjunto de todas as
solugdes (resultados) possiveis do problema. Seja f: D — S a aplicacdo que
a cada elemento de D associa um elemento de S, a solu¢gao do problema.

Definicdo. Um problema diz-se estavel ou bem posto se a pequenos erros relativos dos
dados correspondem pequenos erros relativos dos resultados. Caso contrario o problema
diz-se instavel ou mal posto. Em certos casos esta nocao pode ser concretizada. Diz-se
que o problema é estavel para um dado x € D se existir uma constante K > 0 tal que é
satisfeita a seguinte desigualdade:

max |0z, <K max |5$1| T eV,
1<5< 1<

onde Z = f(%), f:R*" — R™ eV, C D é uma vizinhanga de x. Nestes casos diz-se
ainda que o problema é bem condicionado se K é pequeno e mal condicionado se K
é grande.

Exemplo. Vimos que para z = f(x), zZ= f(Z), [:R" =R,

0z = 52L = ipﬂ%éi“i'
=1

O problema ¢ pois mal posto para x € D se algum dos nimeros de condicao py,, tender
para infinito para esse x. Caso isto nao aconteca podemos definir

K = Z ’pf:xi .
=1

e A resolucao numérica deste problema significa que existe uma outra aplicacao f, : D —
S, que a cada elemento de D associa um elemento de .S, a solucao numérica do problema.
Neste caso para além dos erros dos dados temos de considerar os erros de arredondamento.

Defini¢do. Um algoritmo diz-se numericamente (ou computacionalmente) estavel se
a pequenos erros relativos dos dados e a pequenos valores da unidade de arredondamento
correspondem pequenos erros relativos nos resultados do algoritmo. Caso contrario o algo-
ritmo diz-se numericamente (ou computacionalmente) instavel. Em certos casos
esta nogao pode ser concretizada. Diz-se que o algoritmo é numericamente estavel
para um dado z € D se existir uma constante K > 0 tal que é satisfeita a seguinte
desigualdade:
max, |9z, |<K(max|5w|+u), z eV,

onde Z = f, () e V € D é uma vizinhanga de x. (Recorde-se que a unidade de arredon-
damento é um majorante de todos os erros relativos de arredondamento.)

f() f:R" - R,

p+1

(52 5§ Z f,xléxz + Z qz arr;

Exemplo. Vimos que para z = f(x), 2
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O algoritmo é pois numericamente instavel para x € D se algum dos niimeros de condicao
Pfa; Ou algum dos g; tender para infinito para esse x. Caso isto nao acontega podemos

definir
n p+1
K = max {Z Df s ,Z \qu} .
i=1 i=1

Exemplo. O problema de calculo de z = 1 — cosx é um problema mal posto para x =
2km, ke Z \ {0}. O Algoritmo 2 é numericamente instavel para os mesmos valores de
x. O Algoritmo 1 é também numericamente instavel para xz = 0.




