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ANALISE NUMERICA

Formulario

1. Representagao de Nimeros e Teoria de Erros

Erro, erro absoluto, erro relativo (z =~ x):

i) z€R: e=x—2 e, 5~_%, 6:] (2 #£0)
.. n ~ €3
i) zeR": e=z-—17, llezl], %Zm’ loz|| (= #0)

Representagao de nimeros reais (notagao cientifica):

r=omf" €R\{0}
(base) B € N\ {1}, (sinal) o € {+, -},

(expoente) t € Z
(mantissa) m = (0.a1as...)s € [71,1],

ai€{0717'”aﬁ_1}7 al%o

Sistema de ponto flutuante:

FP(B,n,t1,ts) ={r € Q: x=0mp'} U{0}
B eNN\{1}, oe{+ -} ty <t <ty

ttits €T
m = (0.ajay...a,)s €[~ 1— 037",

a; € {0,1,...,0—1}, a; #0

Arredondamentos:

r=0(0.a1az ... 030041 ...)p X B €R, fi(z) € FP(8,n,t,t2)

(i) arredondamento por corte:

fl(z) = 0(0.a1az . .. ay)ps x

(ii) arredondamento simétrico (3 par):

o(0.a1as .. .a,)g X B, 0<ap1< g
fi(z) 3
o[(0.araz...a,)s+ 37" x B, 5 < Gpyr < B



Erros de arredondamento (x = omf3' € R, 7 = fl(x) € FP(8,n,t1,12)):

(i) arredondamento por corte:
lez| < BT, 0z < BT =T
(i) arredondamento simétrico:

1 1
j<—tin 553 < = 1in:ZU
el <587 16l <58
(U: unidade de arredondamento do sistema FP)

Algarismo significativo:
)10 X 10" € FP(10,n,ty,ts),

r=oml0' €R, T =o0(0.a10z...a,

a; ¢ algarismo significativo de 7 se |ez| < 5 i

Propagacao de erros <:c:(a:1,...,:vn)eR”, o R*" =R, T~u, &:ﬂo¢>:

N . " 9¢
o = () — () = eylz) = Z axk< z) e,

n 0%

= 90 () = : _ Tron (@)

5¢($) - qb(x) ~ - ;ni%m (:L’)(ink, DPo,ay, (:)3) - ¢(x)
(b ) — (5 SZ' B R n m
5¢($) ( 2b LL') ) ~ 5(,25 + 5arra 5(15 = qub,xkéika 5arr = Z dearrk

= k=1

2. Complementos de Algebra Linear

Normas matriciais induzidas por normas vectoriais (x € R", A € L"(R)):

n n
el =3kl Nzl =[S laP el = max |
=1 =1 -

4l = max Z ol NAl = V(A Al = max Z s
(norma por coluna) (norma por hnha)

ro(A) = max |\, A1y, A ¢ valores proprios de A

1<i<n

Numero de condi¢ao de uma matriz:

cond,(A) = A A7 |, p=1,2,00,  condi(A) = ro(A)rs(A7)



Condicionamento de sistemas lineares (Az = b, A%

|z =2l _ cond, ( 1A~ Allp 1o — bl
el 1 - ”ﬁ‘““eond 1Al 161l

IA=AllA™ ], <1, p=1,200

3. Resolugao de Sistemas Lineares (Az =b, A€ L", b,z € R")

Métodos directos:

Lg=15b
Ar=b & (LU)x=b &
Ur=yg
e Método de Doolittle (A = LU, lj3 =l =+ =lp, = 1):
ukj:akj—Zlkrurj, j=k,....n
k=1,2,...,n:
liw=—1a;u — lwur 1=k+1,...,n
e Método de Crout (A = LU, uyg = ugy = +++ = Upy, = 1):
lik:aik_zlirurky i=k,...,n
k=1,2,....n
Ukj = r(ak] Zlk’rum)7 =k+1,...,n
kk

e Método de Cholesky (A= LLT, A simétrica definida positiva):

Métodos iterativos:
) = Cz®) 4, k=0,1,...
C=-M"N, w= M1, M+N=A=L+D+U



lz — 2#*V) < cfla — 2], Iz — 2@ < e[|z — 2@

o = ®] < T o0 = 2®], g - o] < 2 ) o8]
—c —c

lo — 2@ < 2 — 2], (e=]Cl<1)

l1—-c
e Método de Jacobi (M = D):
2P =D [b—(L+U)z™],  k=0,1...

2 = 2o < il = 20

i—1

_ (o4 5 e oy |
= max (i + fi), = ol R ) i
=1 j=i+1
e Método de Gauss-Seidel (M = D + L):
LD — p1 (b — Lkt Um(k)) : k=0,1...
lz = 2@l <0z — 2|
3 i1 " g
- ‘ _ iy — iy
TR a;’ i Z i |’ & Z Qi
j=1 Jj=i+1

I
e Método da iteragao simples ou da relaxagao linear <M =—, weR\ {0}):
w
gD = (k) —l—w(b—Ax(k)) , k=0,1,...
. : . D
e Método de Jacobi modificado (M = W eR\ {O}):
2" = (1 —w)z® +wD™ ' [b— (L +U)2®], k=0,1,...
; . . D
e Método de Gauss-Seidel modificado ou SOR (M =—+L, wekR\ {0}):
w

2" = (1—w)a® +wD " (b= La®) — Uz W) | k=01,...

4. Determinacao de Valores e Vectores Proéprios
Método das poténcias (Au; = Muy, A\ € R, |[N| > |\, i =2,...,n):

k k
(k+1) _ URL() AR — M’ k=0,1,..., [ulP ) =1

! [Au®]|,’ o



o sinal da componente do vector Aul® de maior valor absoluto
m: indice da componente do vector u® de maior valor absoluto

N H’langiSn ‘)\z’

W~ =0 (), O x| =0 ("), s
1

Método das iteracoes inversas (Au; = Aju;, A; € R):

1

> max
(Aj =l i

=—7" k=0,1,... @) =1

1 |A; — pl
®) — ]l = O (p* ‘)\(k) - ’ =0 (p* = J
u Uj| oo P, P, p '
I il (v") (o) min; |A; — pf

5. Resolucao de Equacoes e Sistemas Nao-lineares
Resolugao de equagoes (f : R — R):

e Método da bissecgao (f(z) =0, f(a)f(b) <0):

s/ O) sl (), m =01

12 = Zmi1| < [Tmg1 — Tl
e Método do ponto fixo (f(z) =0 2z = g(2)):

Tma1 = g(Tm), m=0,1,...
12 — 1| < L)z — 24, |z — xp| < L™z — x|

L

|1 — Tl |2 — T ] < E’xm+1 — T

1
— <
Z=anl s 77
Lm
_ m<
Z=aml s T

oe ¢(z)#0:

2= Tm+1 = g/(gm)(z - mm)a Sm € int(z,xm)

|z1 — o (L <1, L:constante de Lipschitz)

|2 — Tpng1| < L)z — @], L = max |¢'(2)]
z€a,b]

oe gM(2)=0,r=1,....p—1, gP(2)#0, p=23,...
1
2= Tm4+1 = H(_l)p+1g(p)(€m>(2 - xm>p7 Em € iIlt(Z, xm)

m

1 1 p
z = Tmp1| < Kplz — x|, |2 — x| < Kp7? (Kﬁl |z — x0|)



1

K = — (p)

= 1 |97

e Método de Newton (f(z) =0, f'(z) # 0):

m+1 — dm — ) :O,l,...
Tyl = @ Pl m
1"
2= Tm41 = _;f/EiT;)) (Z - $m)27 gm € int(z7$m)
1 m
2= Tpp1| < K|z — 2%, |z — 2| SE (K|z—x0|)2

_ maXge[a,b] ‘f”([l?)‘
2mingep ) | f/(7)]

N | —

|Z - xm+1| S |$m+1 - $m|7 se K|Z - xm| S

e Método de Newton modificado:

fP2)=0, r=0,....,p—1, fP>2)#£0, p=2.3,...

S (@
:L‘m-i-l:xm_pf,((qj ))a m:O717"'
e Método da secante (f(z) = 0):
Tyl = T — [(Tm) Tm — Tm-1 m=1,2,

_["(m)
2= Tm4+1 = _2f/(§m)

(z—xp) (2 —xpm_1), Ems N € ING(Ty1, 2, Ty

_ MaXzea,b] ‘f”(x)‘
2mingefqy | ()]

|2 — Tpa1| S K|z — 2l |2 — 2],

1
’Z - xm-i-l‘ < |xm+1 - xm‘a se K’Z - xm—l‘ < 5
1/ r—1
lim |2 = T = f(z) =: K([;], r= Vil
m—oo |2 — Xy |" 2f'(2) 2
Resolucao de sistemas de equagoes (f : R — R™):
e Método do ponto fixo (f(z) =0 < z = g(2)):
Tma1 = g(Tm), m=0,1,...
|2 — 1| < Lz — 2, |z — x| < L™z — x|
2=l < R T |
2 — Tm| < Tma1 — T, 2 — Tyt < Tl — Tm
[ [Fmt 1l S 77 [P

m

L
|2 — | < 1_L|x1—x0\, (L< 1, L:supHJg(a:)H)
zeD




e Método de Newton generalizado (f(z) =0, det[J;(2)] # 0):

Tyl = T + AL, Jr(xm) Az, = — f(2), m=20,1,...
2 = Zmia |l < K|z — 2%, Iz = zmll < 2= (Kllz = 2oll)
=sup |||J 1y,
o | I
N 2M1 n . a2fl
My = e sup [ Hy (@)ll - Hpo€ L7 (Hp)y = 55

6. Interpolacao Polinomial

Formula interpoladora de Lagrange:

(z) = Z fi li(z), Li(w) = . 11 x:i_—gf;

Formula interpoladora de Newton:

pn(x):f[xo]—i—Zf[:co,... 1_[3:—:1:Z xo,...,xj]:ZL

Férmula do erro:

= "oy Won(@) = flzo, -, Tn, 7] Wiy ()

Wi (z) = H(x—xi), € € int(zg, ..., Ty, x)

7. Teoria da Aproximacao

Melhor aproximacao uniforme ¢* de f € E em F' C E, F subespaco de dimensao n,
E = C([a, b)), espago normado com a norma uniforme:

¢* é am.a. uniforme de fem F & J zp <z <--- <z, em [a,b] tais que
(i) fz:) —¢*(x:) = (1), i=0,....n 0€ER
(i) 101 = If = ¢"lloo = if If = dlloc



Melhor aproximacao ¢* minimos quadrados de f € E em F' C E, F subespaco de di-
mensao n gerado por {®y,...,¢n}, E espaco pré-Hilbertiano:

If =6 l=Elf=¢ls & (F-¢"0), VoeF

QS* - Zazwkv CL;Z = (M_l)k] <f7 (;Oj>a M e Ln) M]k = <(;0j7(:0k>
k=0 =0
O = Z appr, ap = {f, or) , se {©o,...,¢n} é um sistema ortogonal
=0 (P Pr)

Polinémios ortogonais com respeito ao produto interno

b
<ﬁm=/umwwmme (.9 € C([w.)), we Clab), w(z)>0)

e Polindmios de Legendre, P, (x € [a,b] = [-1,1], w(z)=1):
2n+1 n
Poiy(2) = () — P, 1 (x), —1,2,...
n(@) == alu(z) — 7 P (2) n
Py(x) =1, P(x)==x
. (_1)n d" 2\n _
P,(x) = Sl don [(1—;5 ) ], n=1,...
2
< ny m> 07 vn%m> < ny n> 27’1,4—1’ n 07 )

e Polinémios de Chebyshev, T, (z € [a,b] = [-1,1], w(z)=1/v1—2?):
Thir(z) = 22T, (x) — 11 (), n=12...
{ To(x) =1, Ti(z)=x
T, (z) = cos(n arccos x), n=0,1,...
(Tp, T) =0, Yn#m, (To,Tp)=m  (Tpn,T,) = g n=1,2...

21+ 1
T, (x;) =0, xi:cos%_—)ﬂ, 1=0,....,n—1, n=12,...
n

8. Integracao

Férmulas de Newton-Cotes fechadas de ordem n (f € C([a,b])):

b n
1) = [ Fa)ds ~ L) =Y wafl)



I‘j7n:a+jh7 j:O’]"”"n’ h: n
n J
Wjn = I(lj n) — n — / i ](;[7&3 t - Z Wjn = Wn—jn
Cph" 2 f0H1(€), n fmpar
En = I - [n = © " b
(f) (f) (f) Dnhn+3f(n+2) (f)7 n par 5 ( )

1 n -
Cn (n+1)!/0 I@,:IO(t i) dt, " n+2 / th )

e Regra dos trapézios (Newton-Cotes fechada com n =1, h =b — a):

LN ="20 @ 0L B = e, €e )

h—
e Regra de Simpson (Newton—Cotes fechada comn =2, h = 5 a):

L) =50 1@ +ar (0) 50| B =~

bh—
e Regra dos trés oitavos ((Newton—Cotes fechada comn =3, h = 3 CL):

b—a

B(F) = S0 @) + 87+ W) 4 30— W)+ FO). Ba() = e (g

h—
e Regra de Milne <(Newton—Cotes fechada comn =4, h = 1 a):

L(f) = b‘“[?f( )+32f(a+h)+12f< ;Lb)+32f(b—h)+7f(b)}
8K7
E) = 5O, €€ ab)

Férmulas de Newton-Cotes abertas de ordem n:

Wjn = I(ljm n — ] / H t - 2 Wjn = Wn—jn



h—
e Regra do ponto médio (Newton—Cotes aberta comn =0, h = a):

2
a+b h3
Wn=0-07("37). EH=FIO. €<
Férmulas de Newton-Cotes compostas:
. . b—a
rj=a+ jhy, 7=0,1,..., M, hy = i

e Regra dos trapézios composta :

1) = "t [f(xf» b f) + Y )

j=1
P2
200 = LMt i) e fa
e Regra de Simpson composta (M par):
L M2 M/2—1
L) = 50 (S o)+ flan) +4 7 flogi) +2 D flay)
j=1 j=1
) gy (b= )iy
B{0() = - S 0e), g e (ah)

e Regra do ponto médio composta (M par):

il b—a)hl,

(0D (py _ o0 gy _ "
Iy m—ngyu%m By (f) = =519, €€ (ab)

Formulas de Gauss:
b n
1) = [w@f@de = 5L(0)= Y wnf@)
a j=0

I,(z%) = I(2%), k=0,1,...,2n+1

Tjn, Jj=0,1,...,n: zeros do polinémio ¢,;; de grau n + 1 per-
tencente ao sistema {g, ¢1, ...} de polinémios ménicos ortogonais
com respeito ao produto interno (f, g) = I(fg).

<90n+1a 90n+1> .
Wi = (i) = T(2,) = = . i=01..n
’ ’ P Or1 (Tjin)Prra(Tjn)

Bu(f) = Ertml g ey

e Férmulas de Gauss-Legendre ([a,b] = [—1,1], w(z) =1):

10



11

Zjn, J=0,1,...,n: zeros do polinémio de Legendre P,

2
(7 +2) P, () Poya(wn)

Bf) = g o SO, €€ (ab

e Férmulas de Gauss-Chebyshev ([a,b] = [-1,1], w(z)=1/V1 —2?):

27+1 m — 0.1
T, = COS T, Wiy = , =0,1,....n
J o+ 2 T J

Wi = — j=0,1,...,n

G (O, fe

e Formulas de Gauss-Legendre compostas:

En(f) =

n M

1(f) = /abf(m)dw © ) =S w3 ()

n
m=1

m P b—a
ZL’(-n):a—i—hM(m—l)—i-?(.Ij’n—Fl), hM: M

s

9. Resolucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias: Problemas de Valor Inicial

Y'(z) = f(z,Y(z)), o<z <b
Y(l"o) =Y

Métodos de passo simples:

Yn+1 :yn+h90(xnaynah)a nZ 0

Tp=x9+nh, n=0,1,..., N, h =
e Erro de discretizacao local:

reih) = 1 [V + ) = V(@) — ey ), V() =y

e Frro de discretizacao global:

eM(znfxo) -1

Y (x,) — yn(h)] < max 7(z,, Y (z,);h), 0<n<N

M 0<n<N

e Método de Euler:

Ynt1 = Yn + hf(l’n, yn)a T(xnayn; h) = O(h)



e Métodos de Taylor de ordem p:

p—1 hj ‘
Yn+1 = Yn + hjzo G+ 1) (D]f) (Tns Yn), (T, Yns h) = O(RF)
(Df)e.w) = L) + e G @y

e Métodos de Runge-Kutta de ordem 2 (7(z,,, yn; h) = O(h?)):

oe Método de Euler modificado ou do ponto médio:

h h
Ynt1 = Yn + NS <xn + Ea Yn + §f<xm yn))

oe Método de Heun:

h
Ynt1 = Yn + 5 [f(l‘n, Yn) + f (20 + By yn + W f (24, yn))]

oe Método de Runge-Kutta de ordem 2 (propriamente dito):

h 2h 2h
Yn+1 = Yn + Z |:f($n>yn) + 3f (xn + ?a Yn + ? f(xn7yn)):|

e Método de Runge-Kutta cldssico de ordem 4 (7(z,,, yn; h) = O(h*)):

h
Un+1 = Yn + = (01 + 202 + 203 + ©4],

6
h h
Y1 = f(xnvyn)7 P2 = f (mn + §7yn + 5901)
h h
803:f($n+§,yn+5902>, w1 = f(zn + h,yn + heps)

Métodos multipasso lineares com p + 1 passos, p > 0:

p p
Ynt1 = Z Y-k + Z bie f(Tn—k, Yn—k)s n=p
k=0

k=—1
|ap| + [bp| # 0
@n=x0+nh, n=01,...,N, h:b;f“
e Erro de discretizacao local:
P
T(z,y;h) = 7 Y(x+h)— ) a,Y(x—kh)
k=0

— > buf(e—khY(z—kh),  Y(z)=y



e Condicoes de consisténcia (¢ > 1):

p
§ ap = 17
k=0

7(x,y; h) = O(R?) : p ‘ P

e Condigao da raiz:

p

p(r) = =3 =T )

=0
(i) [l <1, 5 =01....p; (i) |rj] =1=p'(r;) #0

e Métodos de Adams-Bashforth (f,, :== f(zm,Ym)):

p
Yn+1 :yn+hzbkfn—ka nZP
k=0

oe p=1 g=2
h
Ynt1 = Yn + By [3fn - fn—l]
ce p=2, ¢q=3:

h
Yn+1 = Un + E [23fn - 16fn71 + 5fn72]

oe p=3, ¢=4

h
Yn+1 = Yn + ﬂ [55fn - 59fn—1 + 37fn—2 - 9fn—3]

e Métodos de Adams-Moulton (f,, := f(Zm,Ym)):

p
Yn+1 :yn+h Z bkfn—ka TLZP
k=-—1

oce p=0, ¢g=2
h
Ynt1 = Yn + 5 [fn-i—l + fn]
oe p=1, ¢=3:
h
Ynt+1 = Yn + 12 [5fn+1 + 8fn — fn—l]
ce p=2, q=4

h
Yn+1 = Yn + ﬁ [9fn+1 + 19fn - 5fn—l + fn—2]
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