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ANALISE NUMERICA

Exercicios
2.1. Seja x € C". Mostre que
a) [|zllee < [l2ll1 < nllzfoo;
b) [lzll2 < [lzll: < Vnllzl2;
c) [zl < flzll2 < Vnl[2[|c.
. . .., 1 1
2.2. Sejam p, q € |1, 00[ expoentes conjugados, isto é, — + — = 1.
P q
a) Demonstre a desigualdade de Young,
X
< +2Z Ve b>o0.
p q

b) Demonstre a desigualdade de Hélder,

n n 1/p / 1/q
Z ‘xzyz’ < <Z ‘%”p) (Z ’yz“q> ) Va,y e C".
i=1 i=1 i=1

c) Mostre que a p-norma

u 1/p
lally = (Y le?) ", 1<p<oc,
i=1
satisfaz a desigualdade de Minkowski (desigualdade triangular)

e +yllp < lzlp + Iyl Vo,y € C™

2.3. Seja N uma norma num espago vectorial /. Mostre que

Iz =yllv = [llelly = llylnl, Yo,y e E.

2.4. Seja A € L™. Supondo que sao conhecidos os valores préprios de A, determine:
a) os valores préprios de A™! (admitindo que A é invertivel);

b) os valores proprios de A™, m =1,2,..;



c) os valores préprios de A + ¢ I, onde ¢ é uma constante.

2.5. Seja A€ L" e B = A* A. Mostre que:
a) B é hermitiana,;
b) todos os valores préprios de B sdo nao negativos;

c) se A é ndo singular entdo B é uma matriz definida positiva.

2.6. Considere no espago L™ a norma de Frobenius, definida para qualquer A = (a;;) € L"

por
" 1/2
|AllF = (Z |%’|2) :

t,j=1
Mostre que:

a) se A, B € L™ entao

IAB|r < [ All#lIBllF;
b) se A€ L" e x € C" entao

[Azllz < [[Allp|l2]l2;

c) se A,U € L" e U é unitéria entao

[AUl[r = [[UAl[r = [[Allr;

d) se A € L" é hermitiana entao

1AllF =

onde \;, i = 1,...,n, sao os valores préprios de A;

e) se A € L" é hermitiana entao

1
5 4l < Al < 4]

2.7. Seja M uma norma matricial associada a uma certa norma vectorial V. Mostre que:

a) |[{||a =1, onde I é a matriz identidade;

b) se A é invertivel, entao

B 1
1A Iy > e

1Al ar



2.8. Mostre que a norma de Frobenius nao esta associada a nenhuma norma vectorial.

2.9. Sejam A,U € L™. Mostre que:
a) Se A é hermiteana, entao ||Alls = r,(A).

b) Se U é unitaria, entao ||Alls = [[UA|]2 = ||AU]||2.

2.10. Seja @ € L™ uma matriz nao singular.

a) Mostre que a funcdo V(z) = [|Q 'z||s define uma norma no espago vectorial C".

b) Verifique que a norma matricial M associada a norma V da alinea a) tem a
seguinte expressao :

1Al = 1Q7" AQll

2.11. Seja A € L™ uma matriz tal que |A|| < 1. Prove que a matriz I — A é nao singular
e que

1
I-AY<—FF0.
I =471 < =

2.12. Considere a matriz
L1 o
10 1076
e o sistema Az = b, com b= [1 10797 que tem por solugao exacta x = [1 1]T.

a) Determine cond(A).

b) Considere o sistema A% = b, onde b = [1 +¢ 10767, Obtenha

Hb_ EHOO
100 = 7 ¢ [l =
[1b]] o

[ = Tf|oo

[E1P

c) Considere ainda o sistema Az = b, onde b = [1 2 x 107%]7. Obtenha

||b_6||oo

|z — Z[|
[0ollc = = e Ndallo =
10lco {8
2.13. Considere a matriz
e 0.00005 1
N 1 1
a) Determine cond;(A).
b) Ao resolver um sistema Ar = b com a matriz A, sabendo-se que o segundo

membro é afectado por um erro cuja norma, em termos relativos, satisfaz |01 < ¢,
determine um majorante da norma correspondente do erro relativo da solucao, |0, ;-



2.14. Considere a matriz

1 0 a
A= 0 1 0
—a 0 1
a) Verifique que
1 a
e 0 e
At=1 0 1 0
a 1
e U Te

b) Calcule cond(A) e cond;(A).

c) Para que valores de a € R hd mau condicionamento da matriz? E se considerar
acC?

2.15. Considere a matriz

1 0 1
A=|1 -1 0|,
a 0 3

onde a € IR. Suponha que ao resolver o sistema Az = b, com um certo valor de a, obteve
a solu¢ao Z = (1,1,1). Supondo que o valor de a estd afectado de um certo erro, de valor
absoluto nao superior a ¢, determine um majorante de ||Az||», onde Az é a diferenca
entre a solucao obtida e a que se obteria se fosse conhecido o valor exacto de a.

2.16. Considere um sistema Ax = b em que o segundo membro é dado com um erro
relativo ||0y]|; < 0.1. Sabendo que a matriz é simétrica e que [|[Alloo < 7, [|[A7Y1 < 1,
determine um majorante para ||0;||oo-

2.17. Seja A € L™ uma matriz com a forma

1 -1 ... ... =1
o 1 -1 ... -1

o O
o -
—_

— |
—_

a) Calcule A~
b) Determine cond;(A) e cond(A).
c) Sejam by e by dois vectores de IR" tais que

161 — b2l oo
11611l oo

Sendo x7 e x5 as solugoes dos sistemas Ax = by e Ax = by, respectivamente, determine
um majorante de

< 1075,

||l‘1 - I2||oo

21|



no caso de n = 20. Comente.

2.18. Seja A € L™ uma matriz com a forma

_b a/ ) a_
0 1 0 0
A=
: 1 0
L 0 I

a) Calcule [|A]« e [|A]]:-

b) Sabendo que a inversa de A é uma matriz idéntica a A mas com valores b’ =
1/b, @’ = —a/b, calcule os nimeros de condigdo da matriz A com as normas ||.||o, ||.|]1 €
com o raio espectral. Comente.

c) Considere o sistema Az = y. Dado um vector g aproximado de y, com ||y||. = 10,
a menos de 107*, em cada uma das componentes, apresente uma estimativa para um
majorante do erro relativo da solucao .

d) Sejaa=1,b=1,n < al0™, com a < 1. Supondo que A é uma perturbacao da
matriz A por adicao de 1072™ nos seus elementos, determine o mesmo que na alfnea c).

2.19. a) Sendo A, X € L", A nao singular, mostre que
|1 — XAl < cond(A) |[I — AX].

b) Considere a matriz

1 2 3
A=14 5 6
7 8 89999

e a seguinte aproximacao para a matriz inversa A~!

—10067.2  20099.9 —9952.58
X = 20132.3  —40198.9 19905.2
—10065.5 20099.3 —9952.58

Calcule I — AX e I — X A. Obtenha uma estimativa para cond; (A).



