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[1]
(a)lo

O teorema do ponto fixo diz-nos que g terd um e um so
ponto fixo em D se forem satisfeitas as seguintes condicoes:

eg(D)C D e g€ CY(D) o sup [ Jy()[ly <1
zeD
Verifiquemos pois estas condigoes:

gi(z) €[1+2e2 1+2e ] C[1,2], VozeD
° = g(D)CD
gr)e[l+e? 1+e ] C[1,2], VozeD
® g1 e go sdo infinitamente diferencidveis em R? e portanto em D.
0 —2e7"2
o Jy(z) =
—e 1 0

2
| Jy(z)| =sup{2e™2, e} < =<1, VzeD
€D (&

Concluimos que g tem um tnico ponto fixo z em D e, portanto,
que o sistema de equagoes © = g(x) tem uma unica solugao em D.

(b)15
gt =g (™), m=>0

142t

20 — [ L ] , 20 = g (z0) =

14 2et-e! ] [ 1.50929 ]

1.73576
l+e ' | | 1.36788

14 e 127" 1.17627

Iz — 2@y <

< — 1l =2,



9¢-1 (affl - 1) —0.226466
L0 _
o (a?e” _ 1) —0.191613

o2 = 2]l = e (32077 —e727") = 0.418079

2
sup ||Jy ()]s < = =0.735759 = L
reD €

)
Iz — 2@, < 2

<o (3-2e T — e ) 116411
— z€

[2] 15
Método iterativo com

M=(1+4wP, N=-wP-Q, M+N=P-Q=A

Matriz iteradora do método:

P wP+Q) P'Q+wl C(0)+wl
14w S 14w 14w

Clw)=—-M"1N=
Raio espectral de C'(w):

det [C(w) — pl] = (1 +w)™det [C(0) = (1 +w)p—w)I] =0

w—i—)\i

I1+w

M SA< <A<l = A > > o> > A, > -

(R

Ni=1+wu —w = =

—p1, =1 <w < wept, AL+ Ay
(Ce) =1 " " em =T
Mo wopt S W, 2
I+ A
(1) w €]wint, [, Wint = — z L intervalo onde 7, (C(w)) < 1.

wint ¢ 0 valor de w para o qual —pu; =1

(ii) w = wopt, valor para o qual 7,(C(w)) é minimo.



[3]
(a) 15

Férmula de Newton as diferencas divididas:

l € f[xl] f[a] f[v)] f['?'a'v'] f[')')'a'7']
0 0
C
1-2
1 -1 26
4c — 3
1-c 66
—4
2 0 1 c—1 3126
3—4
c-1 66
1-—2c
3 1
¢ 2
-C
4 2 0

pa() = flxo] + flxo, z1](x — x0) + flxo, 21, 2] (. — x0) (. — 1)

+flxo, 1, T2, x3)(x — x0)(x — 21) (2 — X2)

+ flzo, x1, T2, T3, T4) (T — o) (T — 1) (T — 22) (T — x3)

— 2c

pa(z) =c(z+2)+ L (x+2)(x+1)

+406_ 3 (x+2)(z+ 1)z + 12
pa(z) = %(4 — ) (1 il aﬂ)
(b)" .
e(z) = f(z) — pa(x) = / 5!(5) Ws(x), x € [—

Ws(z) = (x+2)(z + Da(x — 1)(z — 2),

< (5)
lea(@)] < 355, nax [/7(@)] max [Ws()l,
5
) ()] = (E)
oy Y@l = (3

Wi(x) = 2° — 52 + 4z

(@ +2)(x+ Da(z — 1)

€ €] —2;2;x[C [-2,2]

Vo € [-2,2]

Wi(x) = bt — 1522 + 4 = 5(2% — o?) (2% — 3?)



15— /14 [15 + /14
Y o b _ 0.543912, 8= > +10 O 164443

10
Ws(r) = %(1 +V/145)1/ 15 — V145 = 1.41870

1
Ws(8) = \g—_oo(l — V145)\/15 + V145 = —3.63143

max |[Ws(z)| = max {[Ws()|, [W5(8)[} = [W5(5)]

z€[—2,—2]

1

< —
ea(a)| < 5o

5
(%) [W5(8)| = 0.00904369, Vz € [-2,2]

(0)15

Melhor aproximag¢ao minimos quadrados:

1
1

CBO = [po(z;)] = 1 ) €51 = [p1(2)] =
1

B O
s
Il
=
—~
3
=
Il
SO0 o O

(¢o, o) =5
(o, 1) = 10 = (¢1, Po)

(¢1,¢1) = 34
<f_7(;_50>:26+1
<77<E1>:2C
[5 10][@*] 2+ 1 [a] 1 | 24c+17
— — -
10 34 b* 2¢ b* 35| =5¢—5

(d)15
(i) Férmula de Simpson composta (F' € C([a,b])):



M/2 M/2—1

h
M) = TM F(Xo)+ F(Xar) +4) F(Xo;o1)+2 Y F(Xy))
j=1 j=1
b_
hy = Ma) Xj=a+jhy, j=0,1,...,M, M par

a=-2, b=2, M = 4, hy =1
X;=-2+j=x; j=0,1,234, F(X;) = ef@)

I(F) = = [F(=2) + 4F(=1) + 2F(0) + 4F(1) + F(2)]

(14 e+ 4e°)

WD W =

(ii) Férmula de Newton-Cotes fechada de ordem 4 (F' € C([a,b])):

I(F) = bg_oa {7F(a) +32F(a+h) + 12F (“TH)> +32F (b — h) + TF(b)
- b ; a
a=-2, b=2, h=1, F(z) = /@
L(F) = % [TF(=2) 4+ 32F(—1) + 12F(0) + 32F (1) 4+ 7TF(2)]
4 C
= £(7+66+32e )
[4]15
W’(ZL‘):F(CC,W(I‘)), W:[y]:[y/], F(:L’,W):[ : ]
Z Y —xy

Método de Heun (passo h):
h —
Wi =Wo+ 2 [Flao,Wo) + F (1, 1))

5]1 :Jfo—i-h, Wl :W0+hF(.T0,W0)

Yo 20
WO - [ ] ) F(.ZTJ(), WO) = [ ]
20 —ZoYo



Yo + hZO ]

20 — hxoyo

- y 2
W, = Zi1 _ Yo T h 0 _
21 20 —ZoYo

o % Zo — hxoyo
F (xl,W1> = [ i ] - [ —(zo + h)(yo + hzo) ]

U1 Yo h 20 + 20 — hxoyo
W1 — — —|— -
Z 20 2 | —zoyo — (zo + h)(yo + hzo)
h2
Y1 = Yo + hzo — 3$03Jo
h? h?
21 = 20 — haoyo — = (Yo + Toz) — =20
2 2
[5] 10

Método de Euler:

Ynt1 = Yn + hf(%n, yn)

Erro de discretizacao local:

Y(zn1) = Y (2n)

T(2n, Y (2,),h) = ;

— flxn,Y(x,)) = gY”(a:n + ho), (6 €]0,1])

Y(xnt1) =Y (xn) + hf(z,, Y (z,)) + h;Y”(xn + ho)

Subtraindo a esta expressao a expressao do método obtém-se:

Y (@nes) ~ thes = ¥ (2a) = g+ b1, ¥V ) — (o wn)] + 57"+ 10)

Tomando moédulos, usando a desigualdade triangular e a condicao de que f
é Lipschitz com constante L, obtém-se a seguinte desigualdade para o erro de
discretizacao global:

lent1] < (1+ hL)|en| + hr(h)
Usando o resultado dado, com A = hL, B = h7(h), obtém-se:
7(h)

|€n| < enhL’€0| 4 T [enhL . 1}

Notando que nh = z,, — xg chega-se ao resultado pretendido.
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