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MATEMATICA COMPUTACIONAL

Formulario — II

4. Resolugao de Sistemas Lineares (Az =b, A€ M"(R), b,z € R")

Normas matriciais induzidas por normas vectoriais (A = [a;;] € M™(R)):

A
= s 12l 1 o
zeR™\{0} ||x||p
hﬂh-—lnm<§:\%ﬂ [All2 = /7o (A*A), !AHm-—gg@<§:\%ﬂ
(norma por colunas) (norma Euclidiana) (norma por hnhas)
ro(A) = max |\l o(A) : espectro de A
A€o (A)

Numero de condicao de uma matriz:

cond,(4) = [All, [A7"],, p=1,2,00,  condi(A) = r,(A)ry(A™)

Condicionamento de sistemas lineares (Az = b, A# = b):

o —7l, . cond,(4) 4= All, |, b= 5,
[l = 1= e cond, () \ AT, 0l
1A - Al

s condy(4) = [|A = All, AT, <1, p=1,2,00
1Al

Métodos iterativos:

Mz = —Nz®) 4 p, k=0,1,...
M+N=A=L+D+U

) = 0™ 4, k=0,1,...
C=-M'N=I-M"1A, w=M"b

Jz — 2™V < el — 2W]), Im—anéch—w@H

1

Im—xWHSTj—W““ 2, o —a®) < 1 Hﬂ“”—ﬂ“H
C
ok

r— T\ —x c= <

| Wnsl |2 — 2, (c=[Cl <1)
—cC



e Método de Jacobi (M = D):
2B =D [b—(L+U)2W],  k=01...
e Método de Gauss-Seidel (M = D + L):

g™ =D (b— La®™) —U2®) . k=0,1...
L : . D
e Método de Jacobi modificado (M = eR\ {O}):
2" = (1 —w)z® +wD™ ' [b— (L +U)2®], kE=0,1,...
4 . . D
e Método de Gauss-Seidel modificado ou SOR (M =5 +L, weR\ {0}):

2* = (1 — w)a® + wD™ (b — La®*) — U2®) | k=0,1,...

5. Resolugao de Sistemas Nao-lineares (f : R" — R")

Método do ponto fixo (f(z) =0 < z = g(2)):

(lg(z) =gl < Lz —yll, Va,ye DCR*, L<1; g(D)CD)

(secio) L=swla )

(M) = g(x(m)), m=20,1,...
2 — 20| < Lz — 2™, Iz — || < L7z — 29
o = 2t < o[l g,z gt < ST el )|
1— —1—0L
e — 2 < T2l — 2O

Método de Newton generalizado (f(z) =0, f € C*(D), det[J;(z)] # 0):

m=20,1,...
T ) At = — f(a ),
1 m
2 = o™ S Kljz = ™2,z =2t < = (K2 - 2©)’
= sup [l
=su )
o My | o
2M1 a2fl

M, = H , Hypyel" (Hy), =
2 = max sup || Hy, (2] 2 (Hy,) 0,0y,



6. Interpolacao Polinomial

Formula interpoladora de Lagrange:

Pn(r) = Z fi li(2), li(x) = | II g __:EZ

Formula interpoladora de Newton:

n

pn<$) = f[.%o] + Zf[l‘o,fﬁ, s 7xj] W](ib‘)

j=1
j—1

W](SL‘):H<$—$Z), j=12....n
i=0

(21 — 23)
i=0,il
flry, xo, . o ] — fleg, 2,2 ,
flxo, 1, ..., 2] = (71, 22 ]i'_ioo ! ]1], j=12,....n
j
Formula do erro:
FASR(9)

en(z) = f(x) — po(z) = Woia(z) = flwo, 21, o, Ty 7] Wiga (2)

(n+1)!

Whpi () :H(l’—xi)7 S R T |

i=0
Relagao entre as diferencas divididas e as derivadas de uma funcao:
()

flzo, x1, ..., 2n] = R € €Elxo;x1;. . xn]

7. Aproximacao Minimos Quadrados

Melhor aproximacao minimos quadrados ¢* de f € E em F C E, F subespaco de dimen-
sao n gerado por {¢o, ..., vn}, F espago pré-Hilbertiano:

If =0 la=min|lf =l & (f-6"6)=0, VoeF

n

¢* — Zazgpka Z(%,gpkmz = <f’ @j>, j= 0’ 1, n
k=0

k=0



oF = Z appr, ap = <f’—(pk>, se {®o,...,¢n} €éum sistema ortogonal
0 (Prs o)

Polinémios ortogonais com respeito ao produto interno

b
<ﬁm=/umMMM@Mm (.9 € C([w.)), we Clab), w(z)>0)

e Férmula de recorréncia:

{ 90n+1(x) = (I - Bn+1)90n<x) - Cn+190n—1(x)7 n=12...

wo(z) =1, pi1(z) =z — B

By = ZPwend gy o = @)
<§0n7 90n> <§0n717 90n71>
e Polindmios de Legendre, P, (x € [a,b] = [-1,1], w(z)=1):
2n+1 n

Poi(x) = e zP,(x) — e P, 4(x), n=1,2,
Py(z) =1, P(x)=x

(P,,P,) =0, Vn# (P,,P,) = 2 0,1
ny -+t m/ — n m7 n7n_2n+1a P

2n)!
A, = lim 27"P,(z) = (2n) n=1,2,

Z—00 2”(n!)2’

e Polinémios de Chebyshev, T;, (z € [a,b] = [-1,1], w(z) =1/V1—2?):
)

{ Toi1(z) = 22T, (z) — T (), n=12...

To(z) =1, Ti(x) ==
(Tp, T) =0, VYn#m,  (Tp,Ty) =, (Tp, T,) = g n=1,2,...
A, = Ill_g)lo v ", () = 2", n=12...
T, (z) = cos(n arccos z), n=0,1,...
T, (x;) =0, xi:—cosw, 1=0,....,n—1, n=12...

8. Integragcao Numérica

Férmulas de Newton-Cotes fechadas de ordem n (f € C([a,b])):

0= [ f@de = L) =3 waile)

L(2®) = I(2"), k=0,1,...,n



ij,n:a+jha J=0,1,....n, h = n
h(—1)7 "
Win = 1(ln) = 77— / (t—d)dt,  Win =Wn_jn
j in) = S =1/ igﬁ ’ !

E,(f) = I(f) = L(f) = CuhmtiHve flrtm) (g)

— 1 nun—ln s _ 1 _1\n
O A | UL TR

en=1 h=0b—a (Regra dos trapézios):

£ €la,b]

Ly € €la,b|

b—a
L(f) = —5—fla+fO)  Elf) = -5,
en=2 h= boa (Regra de Simpson):
h5

L= "5 @+ ar (1) 50 B = -5

b—
en=3, h= Ta (Regra dos trés oitavos):

500 = "L (@) + 37 (a+ h) + 3£~ )+ )]

b—
en=4 h= i (Regra de Milne):

4
b—a a-+b
L(f) = 90 7f(a)+32f(a+h)+12f( 5 >+32f(b—h)+7f(b)
_ 81T
Ei(f) =5 /€. €elad]

Férmulas de Newton-Cotes abertas de ordem n:

b
Mﬁzfﬂmw

L(z%) = I(2"), k=0,1,...

2
&~
=
Il
Q.
I M s
o
S
3
g
2
\'Q.
3

$],n:a+<]+1)h, j:O,l,,n, h:n+2

h(—=1)n= [+t L .
=) /_1 H (t—1)dt, Win = Wp_jn

J i=0,ij
I(f) - ]n(f) - Cnhn+1+ynf(n+yn)(§)

Win = I(lj,) =

En(f) =



n

Cp= ! Wt”"—l t—1)dt 1+ lin 1) b
ey M | (R TSR Y RN U R
oen=0, h= b—Ta (Regra do ponto médio):
b h?
Wn=0-07(“30). BN =50 €]
en=1 h= b ; a,
b— h?
L =S U+ -0, B =070, o]
en=2 h= b ; ?
b— a+b
B = "5 2ftar - 7 (“57) 420 1)
5
Byf) = S 1), € lab
Formulas de Newton-Cotes fechadas compostas:
. . b—a
z;i=a+jhy, j=0,1,..., M, hat = — fi = f(z;)
oen =1:
It M-1
™ (f) = o f0+fM+2jZ1fj]

b—a

B () =5

Raf'(€), € €lab]

en =2 (M par):

L M/2 M/2-1
1§M>(f):?M [fo+fM+4Zf2j1+2 > fzj]
j=1 =1
)y _b—ay
By (f) = g5 P (©), ¢ €la,b]

e n =3 (M multiplo de 3):

ah M/3-1 M/3
I?EM)(JC) = TM [fo + fu+2 Z fa; + 32 (fsj-1+ f3j2)]

j=1 j=1

SO, et



e n =4 (M multiplo de 4):

ah M/4-1 M/4 M/4
LEM)(f) = 9_(])\4 T(fo+ fu)+ 14 Z faj + 322 (faj—1 + faj—3) + 12 Z faj—2
e P j=1
2(b —
() = 20 100, e cla

Formulas de Newton-Cotes abertas compostas:

. . b—a
xj:a_'_]hM; ]:0715"'7M7 hM: M fj :f(xj)
e Regra do ponto médio composta (M par):
S (b— a3,

I000) = 20 S fon, ESD(f) =
j=1

Férmulas de Gauss:

b n
1) = [w@f@de = 5L(0)= Y wnf)

I,(z%) = I(2%), k=0,1,....,2n+1

Tjn, J=0,1,...,n: zeros do polinémio ®,,; de grau n + 1 per-
tencente ao sistema {®g, @1, ...} de polinémios ménicos ortogonais
com respeito ao produto interno (f, g) = I(fg).

i <(I)n+17 q)n+1>
(P;’L-‘rl (wj,n)q)nw(xj,n) 7

<(Dn+1a (I)n+1>

7=0,1,...,n

En _ (2n+2) b
(1) = Tt e, ¢ o
e Férmulas de Gauss-Legendre ([a,b] = [—1,1], w(z) = 1):
Tjn, J=0,1,...,n: zeros do polinémio de Legendre P,
2 1 =0,1
w',n:_ 9 J=4UL...,n
’ (n+ 2)P7/L+1 (@jn) Pat2(T)n)
2203 (n + 1)1 "
Bu(f) = o WE DL penine ¢ o,y

(2n+3)[(2n +2)!]



oo Io(f) =2/(0)
= (B)os()
f

oo Ih(f) =

oe I3(f) = w13 f(713) +wa3f(223) + wasf(2s3)

1 6 1 6
To3 = —\l = (3 +2 3) = —I33, T13= —J - (3 - 2\/%) = —T23
1 3 ) 1 3. )
wozs == [3—4/= | =w Wiz = = —|=w
08 =5 5 38 Wi = g 5 2,3

e Férmulas de Gauss-Chebyshev ([a,b] = [-1,1], w(z)=1/V1—2?):

27+1 ™ .
Zjn = COS 2n+27T , Wiy = J=0,1,....n

T
Eaf) = 22n+1(2p + 2)!

e Féormulas de Gauss-Legendre compostas:

Fe2e),  gelad

b n M
hM m
10) = [ Fad w10 =S > g (o)
m h b—a
ry = atha(m = 1)+ 25 (@ +1), =

(jn € w;, sdo os noés e os pesos das férmulas de Gauss-Legendre)

EM(f) =

_ 2n+2 2n+3 14
b—a (h_M> ( 2 [(n+ 1)] . f(2n+2)(£)’ 5 E]a,b[

2 2 2n + 3)[(2n + 2)!]

10. Resolugao de Equacgoes Diferenciais Ordinarias: Problemas de Valor Inicial

{ y'(x) = [z, y(x))

y(zo) = Yo
f:DcCRYM L RM D aberto, MeZ*
fecD), 1f(z,y) = flz,2)| < Llly —=|, V(z,9),(z,2) € D

($07 }/E)) S D



Métodos de passo simples explicitos:

Yn+1 = yn‘i_h’(p(xn?yn;h)
X, = To + nh, n=20,1,..., N, NeZ*

¢ : Dx]0, 00[— RM, ¢ € C(Dx]0,00()

e Erro de discretizacao local:

(o, ysh) = 7 (2 + ) = 2(2)] ~ ol )
20 = 1. 20), 2 =y
e Erro de discretizacio global:
I ) = (B < XY ) () + O [eftens0) 1)
() = s, I, ¥ (2); )

e Método de Euler:
Yn+1 = Un + hf<xn7 yn)

(o, h) = (g ), y) + O()

(o)) = (5 + f@) 9, ) o), Vo< CHD)

e Métodos de Taylor de ordem g:

qg—1 i y
Yn+1 = Yn + h ]z:; m (dff) (xm yn)
ha
i) = T (@) ) + O

e Métodos de Runge-Kutta de ordem 2:

ol i h) = (1= ) f(ay) + 7] ( b ot e y>)

2 2

7(x,y;h) = % {dfcf(ﬂf, y) —3 %(%y; 0)} +O(h?)

oe Método de Euler modificado ou do ponto médio (v = 1):

h h
Ynt1 = Yn + hf <5€n + §ayn + § f(xmyn)>



3
oe Método de Runge-Kutta cléssico de ordem 2 <7 = Z)

h 2h 2h
Yn+1 = Un + Z |:f($n7yn) + 3f (xn + ?7 Yn + ? f(xmyn))‘|

1
oe Método de Heun <7 = 5)

Yn+1 = Yn + g Lf (@0, Yn) + f (@0 + Dy yn + 1 f(Tn, Yn))]

e Método de Runge-Kutta classico de ordem 4:

h
Ynt1 = Yn + = [P1 + 202 + 2003 + 4]

6
h h
o1 = f(Zn,Yn), w2 =f (xn+ 5 Yt 5@@1)
h h
o3 =f Lot o+ 5 02 ) 01 = f(@n + h,yn + hes)

=1 Ja 5720 0)] + o
T(l’,y, )_120 ff(xay) ah4<w7y7 ) + ( )

Métodos de passo simples implicitos:

Yn+1 = YUn +h [b—lf ($n+1>yn+l) + bOf(xna yn)] ) n > 0
b_1+by=1

e Erro de discretizacao local:
1
T(z,y:h) = 5 [2(z + h) = Z(2)] = b1 f(x + b, Z(z + h)) = bof(2, Z(2))

Z'(t) = f(t, Z2(t),  Z(x)=y
e Erro de discretizacao global:
7(h) [6
(b-1] + [bo|) L

f((mn —x0)

1Y (@) = yu(R)I] < XY (o) = yo(h)]| +

= (bal + b)) L

K- 7(h) = max [[r(an. Y (2,); )]

1= hb_y|L 02n
e Método de Euler regressivo (b_y = 1,by = 0):

Yn+1 = Yn + N f(Tni1, Yns1)

g f)(w) + O)

e Método trapezoidal (b_; = by = 1 ):

7(z,y;h) =

h
Yn+1 = Yn + § [f(xn-l—lu yn+1> + f(xm yn)]

di f)(@,y) + O(h?)

2
7(z,y; h) = _E(

-1

10



