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Ińıcio do 1o
¯ Teste

1. Para z ∈ C, considere a equação: [0.7]

z2 + z − z̄ + 1 = 0,

e a seguinte lista de afirmações:
I. Todas as soluções da equação pertencem à circunferência |z| =

√
3.

II. A equação tem 4 soluções.
III. A equação não tem soluções reais.
IV. z = i é solução da equação.

A lista completa das afirmações correctas é:

� I e III � II e IV � I e II e IV � I

2. Para z ∈ C considere as afirmações: [0.7]

I. sen(z) = −i senh(iz).
II. O ramo principal do logaŕıtmo só está definido para z > 0.
III. A equação z4 − 1 = 0 só tem uma raiz.
IV. A equação ez = −1 é imposśıvel.
A lista completa das afirmações correctas é:

� I e IV � II � III e IV � I

3. Considere a seguinte lista de afirmações para a função f(z) = z2 − 2 (Re(z))2. [0.7]

I. f é diferenciável em z = 1− i.
II. Há pontos do eixo imaginário onde f é diferenciável.
III. A parte imaginária de f é uma função harmónica.
IV. z = 0 é o único ponto onde f é diferenciável.

A lista completa das afirmações correctas é:

� II e III � II e IV � I e III � I
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4. Considere a circunferência C, definida por |z − π| = 1, percorrida uma só vez [0.7]

no sentido positivo, e os integrais

A =

∮
C

sen z

(z − π)2
dz B =

∮
C

cos z

z2
dz.

Os valores de A e B são:

� A = 0 e B = 0.
� A = −2πi e B = 0.
� A = 0 e B = −2πi.
� A = −2πi e B = 2πi.

5. Seja P (z) = a0 + a1z + · · · + apz
p um polinómio de grau p ≥ 1, com a0 6= 0. [0.7]

Considere ainda,

f(z) =
P (z)

zn
, 0 < n ≤ p,

e a lista de afirmações seguinte:

I. f tem um pólo de ordem n em z = 0
II. f tem uma singularidade remov́ıvel em z = 0

III. O reśıduo de f em z = 0 é an−1.
IV. Se n = 2 então o reśıduo de f em z = 0 é a2.

A lista completa das afirmações correctas é:

� II e IV � I e IV � I e III � II e III

6. Seja f : C → C uma função cujas únicas singularidades são −1 e 2. Então o [0.7]

raio de convergência da série de Taylor de f em torno do ponto (2 + i) é

�
√

2. � 1. � 1
2
. � 2.

7. O desenvolvimento em série de Laurent de
2z

z2 − 1
, na região |z − 1| > 2, é: [0.7]

�
2

z − 1
+

∞∑
n=1

(−1)n2n

(z − 1)n+1
�

∞∑
n=0

(−1)n+12n

(z − 1)n+2

�
2

z + 1
+

∞∑
n=1

2n

(z + 1)n+1
�

∞∑
n=1

2n−1

(z + 1)n+1
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Justifique convenientemente todas as respostas às questões seguintes

8. Seja g : R → R e ug : R2 → R2 definida por

u(x, y) = g(x)y + x2y.

a) Determine a forma geral de g para que u seja uma função harmónica. [0.7]

b) Determine uma função, f , anaĺıtica, f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y), com [0.8]

u(x, y) = xy. Calcule ainda f ′(1 + i).

9. Considere a curva Γ = {z ∈ C : |z| = 1} percorrida uma só vez no sentido [1.8]

positivo. Determine o integral∫
Γ

(
z2 sen

1

z
+

cos(πz)

z − 1
2

)
dz.

10. Use o Teorema dos reśıduos para calcular o integral: [1.8]∫ 2π

0

cos θ

2 + sen θ
dθ.

FIM do 1o
¯ Teste
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Ińıcio do 2o
¯ Teste

11. Fazendo a mudança de variável x = y
t
, a equação diferencial [0.7]

y′ =
t2 + 2y2

3ty
, t > 0 e y > 0,

é transformada na equação:

�
3x

1− x2
x′ =

1

t
� (3x2 + 1)x′ =

1

t

�
2x

x2 + 1
x′ =

1

t
� x2x′ =

1

t

12. Sabendo que µ(x) = x2 é um factor integrante da equação linear y′+a(x)y = [0.7]

b(x), então

� a(x) =
x

2
� a(x) =

2

x
� a(x) =

3

x
� a(x) =

x3

3

13. Para o problema de valor inicial (P.V.I.), [0.7]

y′ =
√

y, y(t0) = y0

considere a seguinte lista de afirmações:

I. Se (t0, y0) = (0, 0) então o Teorema de Picard garante que P.V.I. tem solução
única numa vizinhança de (t0, y0).

II. Se y0 > 0 então o P.V.I. tem solução única numa vizinhança de t0.
III. Se (t0, y0) = (0, 0) então o P.V.I. tem infinitas soluções definidas em R.
IV. y(t) = t2 + 1 é solução do P.V.I. com condição inicial y(0) = 1

A lista completa das afirmações correctas é:

� I e III � II e III � II e IV � II e III e IV
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14. Considere a equação [0.7]

(2t + 3xt2)
dx

dt
= −x(1 + 2xt).

Diga qual das afirmações é verdadeira
� A equação é exacta.
� A equação é redut́ıvel a exacta com factor integrante µ(t) = t.
� A equação é redut́ıvel a exacta com factor integrante µ(x) = x.
� A equação é linear.

15. Sabendo que a solução geral de uma equação homogénea, de 3a
¯ ordem, de [0.7]

coeficientes constantes, Ly = 0, é dada por y(t) = c1e
t + c2 cos t + c3 sen t, então

uma solução particular de Ly = −16e−t é

� 2e−t � 4e−t � e−t � 3e−t

16. Seja A =

 0 0 0
−1 1 0
0 0 1

. A matriz eAt é: [0.7]

� A =

et 0 0
0 1 0
0 1− et et

 � A =

1 1− et 0
0 et 0
0 0 et


� A =

 et 0 0
1− et et 0

0 0 et

 � A =

 1 0 0
1− et et 0

0 0 et


17. Considere a função g definida em [0, 1] por g(x) = x. Diga qual das afirmações [0.7]

seguintes é verdadeira

� A série de senos de g é a série de Fourier de f(x) = |x| para x ∈ [−1, 1] .
� A série de cosenos de g é a série de Fourier de f(x) = |x| para x ∈ [−1, 1].
� A série de cosenos de g em x = 0 converge para 1

2
.

� A série de senos de g em x = 0 converge para 1
2
.
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Justifique convenientemente todas as respostas às questões seguintes

18. Determine a solução de [1.3]

x2y′ = 1− 2xy, y(1) = 0,

bem como o seu intervalo máximo de definição.

19. Determine a solução geral do sistema de EDOs: [1.6]{
x′ = x + e−t

y′ = x + y + 2e−t

20. Usando o método de separação de variáveis, determine uma solução da [2.2]

equação
∂3u

∂x2∂t
= 2u

que verifica as condições de fronteira ∂u
∂x

(t, 0) = ∂u
∂x

(t, π) = 0 e a condição inicial

u(0, x) = πx para x ∈ [0, π].


