Andlise Matematica IV

2° Semestre — 2005/06

’Semana 1: Ntumeros complexos‘

1. Escreva os nimeros complexos seguintes na forma cartesiana (i.e z + iy).

2) B3+ + 100)
b) €5Tile
) 10

(2—9)(—1)(i—3)

7
e) (\/§ + z> :
2. Escreva na forma polar (i.e pe®) os ntimeros complexos seguintes.

1 1
i—1, V3—i, (cos§ — 7 sin 5)2, (1+ z\/§)”

3. Calcule e represente geométricamente os nimeros complexos seguintes:
a) V-
) \/ 1
c) V1+i
) /64 4 64+/3i.

o

o,

4. Mostre que para quaisquer z,w € C se verificam as desigualdades:
a) [Im(z)] <|z[ e [Re(z)| <|z].
b) |w+ z| < |w|+ |z].
¢) [Jw] = lz]] < w + 2|.



5. Use o problema anterior para mostrar que se z pertence a circunferéncia
de centro na origem e raio 2 entao M‘ < % (Sugestao: Factorize o
polinémio do denominador em factores quadréticos).

6. Esboce os seguintes conjuntos no plano complexo.
a) {z€C: 1<Im(z—1) <2}
b) {zeC: |z—-1| <|z+1]}.
c) {zeC:0<argz<m/3, z#0}.
d) {z€C: 2=2i+3cosf +3isenf, 0 <6 < 2m}.
e) {reC:z=1+(2—1i)t, teR}.
f) {zreC: |2+ 1|+ |2+ 3 —2i| < 3}.
g) {z€C: |z—1] =]z —2i|}.
7. Resolva as seguintes equacoes em C:
a) 22 —22+2=0.
b) (142)%=1.
c) 22—z+2=0.
d) 26 = (i +2)% + 72
e) 1| = 2,6 € R (interprete geometricamente).
)

f

8. Mostre que se z1, 29 € 21 + 25 tém modulo 1 entao o angulo entre z; e 25 é
427
5 -

Semana 2: Limites, continuidade e diferenciabilidade; funcdes elementares;

1. Estude quanto a convergeéncia as seguintes sucessoes complexas.




n? +in
n24+i

c)
2. Para z,w € C, establega as identidades seguintes:

a) cos(iz) = cosh(z).

=3

sen(iz) = isenh z.

o

)
c) sen?z + cos? z = 1.
) sen(z + w) = sen z cos w + €os z sen w
3. Calcule as solugoes das equagoes seguintes
a) e =1,

e”+e*4+2=0

=3

)
c) cosz = 2.
)

o,

senh(z) =i

4. Para cada um dos conjuntos Z C C, represente geometricamente o con-
junto dos seus logaritmos, i.e. o conjunto

W={weC: e’ ecZ}.
a) Z ={z¢€ C:Re(z) >0,Im(z) <0}
b) Z={z€C:|z|=¢, I <arg(z) < 2T

5. Determine as partes reais e imaginarias das seguintes fungoes de variavel
complexa, e indique os pontos onde sao continuas.

a) z|z|.

1
b) -
2z 4+ 31
¢)

1
sen z

6. Mostre que a funcdo complexa definida por f(x+iy) = (v —2y)+i(2x +7y)

¢ diferenciavel em todo o C, e escreva-a como funcao de z = = + iy.

7. Mostre que para f(z+iy) = z°+i(1—y)?, a férmula f'(2) = u, +iv, = 322
so ¢é valida para z = 1.



8. Determine as partes reais e imaginarias das seguintes funcoes de variavel

complexa, e indique os pontos do plano complexo onde nao possuem derivada.
a) 7% —y* + 2izy

) 2t —y+i(z—y?).

1 2

) Stz

) z€*

) z+3
z+1

9. Mostre que f(z) = /| Im 22| verifica as equagoes de Cauchy-Riemann na
origem, mas nao possui derivada nesse ponto.

10. Considere a fung¢ao complexa

f(2) = (Rez)Qsenm se Rez #0
0 se Rez =0.

a) Determine as partes real e imaginaria de f.

b) Mostre que f possui derivada na origem, mas que a derivada parcial g—z
nao é continua nesse ponto. (u designa a parte real de f e x = Re z).

11. Considere a funcao f : C — C definida por f(z) = (|z]* — 2)z.

a) Indique o conjunto de pontos do plano complexo onde f é diferencidvel
bem como o seu dominio de analiticidade.

b) Mostre que f aplica circunferéncias centradas na origem e de raio r em
circunferéncias centradas na origem e raio r’. Se r for igual a 2 qual é
o valor de r’'?

12. Usando coordenadas polares (r = rcosf,y = rsinf) mostre que as
equagoes de Cauchy-Riemann para uma funcao f(r,6) = u(r,8) + iv(r, ),
sao dadas por

ou 10v 1ou v

or  rod roo  or’

e que a derivada de f em 2z pode escrever-se na forma: f'(zy) = e~ (g—if + i%).



Semana 3: Harmédnicas conjugadas; integragcdo em C

1. Determine uma fun¢ao harménica conjugada v para as seguintes fungoes
u:

a) u(r,y) = Re(z?), com z =z + iy
b)
c)

2.Sejam u e v funcoes de R? em R, tais que u = Re(g) e v = Im(g) com
g(z) = 2(2% + 22 — |z]%).

I~

(x,y) =e Ycosux.

I~

(,y) = =5

a) Determine o cojunto de pontos onde u e v satisfazem as equagoes de
Cauchy-Riemann. O que pode concluir quanto a diferenciabilidade de

g.
b) Mostre que u é uma fungao harménica.
¢) Determine uma fungao f : C — C, diferenciavel em C tal que Re(f) =

u.

3. Considere o caminho 77, que consiste no segmento de recta que une, o ponto
inicial 0 ao ponto final v/2e"™/*, e o caminho 7, entre os pontos anteriores
dado pela pardbola t — t + it

a) Calcule usando a defini¢ao, ka 22dz para k =1, 2.

b) Calcule [ 2Zdz para k=1,2.

4.Seja y(t) = Re™, com 0 < t < 7. Mostre que se R > 2, entdo

222 -1 R(2R*+1)
4 2 < Sﬂ— 2 2 :
4 2P+ 0522+ 4 (R?—1)(R?—4)

5. Calcule os integrais seguintes para as curvas percorridas no sentido anti-
horario.

a) /eCOSQZdz, onde I' é a curva |z]| = 1.
r

eiz
b ———dz,onde I' é a curva |z| = 7.
) |t el



COs 2

dz onde I' é a elipse 322 + 2y% = 1.
2(z —1)

/ _senz
dz.

(z —1)
/ Rez

|2|=

1<% —

—d
£ /| on 22+ T2 =

6. Considere a funcao u : R?> — R definida por

u(z,y) =2° +y° — 3zy(z +y)

a) Mostre que u é uma fungdo harménica.

b) Determine a fungdo harménica conjugada v tal que v(0,0) = 0.

c¢) Calcule / %dz, onde f(z+iy) = u(x,y)+iv(z,y) e C é a curva
c\z—

|z| = 2 percorrida no sentido positivo.

‘Semana 4: Séries de poténcias; Série de Taylor; Série de Laurent‘

1. Determine a regiao de convergéncia das seguintes séries de poténcias

YIS Y B oY o oY Rer

2. Determine o desenvolvimento de Taylor das funcoes seguintes em torno
dos pontos indicados:

) 2
20 = 2.
& 11—
3
b 3z _
) e 3+5z’20



c) 2%,z =im
3
d) ——,2=1
) (Z+2)27 <0
e) coshz, 20 =0
1
f) ——, 20 =0.
) o
3. Seja a um real tal que |a| < 1.

a) Determine a série de poténcias, de z, bem como a regidao de convergéncia
a
de

z—a
b) Use a alinea anterior (tomando z = €'?) para mostrar as expressoes:

o0

acosl — a? > asin
a” cosnf = a” sinnf =
; 1 —2acosf + a?’ ; 1 —2acos + a?

4. Determine a série de poténcias de (z — zg) das fungoes seguintes

z+1
- —9
a) Z(Z N 2>27 20
1 .
b) S 0=t
: (. 1 . :
5. Determine a série de Laurent de m nas regloes seguintes
Z p—
a)0<|z—1]<2 Db)2<]|z—-1],
. ) ) 1
e aproveite o resultado para calcular os integrais Wdz e
lz—1|=1 \R~ —

1
——dz .
£—1|=3 (22 -1)2

6. Determine a série de Laurent das fungoes seguintes nas regioes indicadas:
z—1

Vo]

1 .

D=2 ™

z—1]>1

b) 2] < 15 (id) 1 < |2| < 2; (idd) |2] > 2



e?
C) m, ‘Z’ > 1.

d) 24 +2), |2| >0

’Semana 5: Singularidades; Teorema dos residuos

1. Determine as singularidades das funcoes seguintes e calcule os respectivos
residuos.

1 2241 zZ —senz
2) (224 2)2 b) 1— 24 ) 25
(z—1) sin(%z) 4 1 1
- f
d) (22 -1)2%(z—-2) )2 sen z )ez — 20
62
8) 22 4+ 72

2. Seja C' uma curva fechada, simples, orientada no sentido positivo e f uma
funcao analitica em C' e que nao se anula em C' . Se Z é o numero de zeros
(contando a sua multiplicidade) e P o nimero de pdlos de f no interior de
C, mostre que

Q)
/Cf(Z)dz_z (Z — P).

3.Seja f uma fungao analitica no ponto zy. Mostre que a fungao g(z) = %

possui em zg uma singularidade removivel caso f(zy) = 0, e um pédlo simples
de residuo f(zg) caso contrario.

4. Use o Teorema dos residuos para calcular os integrais seguintes onde deve
considerar as curvas simples e positivamente orientadas.

) 7{ sen z
a .
|z4144|=2 22 —1

sen z
b) 7{ _senz
|z|=4 22(m — 2)

e —1
c) ]{ .
|z]=1 23




1
Y 7{4:8 L+es
cosh(7z)
) ]{4:2 2(22+1)
323 +2
f) ]{,z—2|2 (z = 1)(z2+9)

5.Seja f(z) = =5z Z

Ccos z — 1

“my © D(f) o seu dominio de de-
’L

finigao.

a) Classifique justificando, as singularidades de f e determine os respec-
tivos residuos.

b) Calcule os valores possiveis de 7{ f(2)dz, onde v é uma curva simples,

Y
fechada e seccionalmente regular, contida na regiao
{z € C:—=3m <Re(z) <3r}ND(f),
e tal que os pontos +27 estao contidos na regiao delimitada por ~.

7 cotg(mz)
22
calcular o integral de f ao longo de um quadrado @ de vértices (+1+i)(N+1),
onde N é tal que nenhum lado do quadrado contém qualquer singularidade
de f. Além disso, sabendo que cotg(mz) é limitada para z € @) use o integral

) =1 2
calculado para concluir que Z S

6. Considere a fungao f(z) = . Use o Teorema dos residuos para

7. Estabeleca, usando o teorema dos residuos e mediante a escolha de um
contorno de integracao apropriado, os resultados seguintes:

)/Qﬂ do B 2
a 0 2 +send V3

b) /07r cos(30) df = 0.

teo dx T
C)/O @2+ )2 +4) 12



o Tl 2

T coszdr  w
e) —— = —¢

2 2
oo XTFta a

8. Use o Teorema dos residuos para calcular

f 2441
oY) dz,
o 22(222 4+ 52 +2)

onde C' é a curva {z € C: |z| = 1}, percorrida no sentido positivo. Aproveite

este resultado para calcular
2
/ cos(26) 50
o O+4cost

10



