SOLUCOES DE EXERCICIOS
Nota: Consultar a errata para correcgao de erros de digitacao em alguns enunciados.

Capitulo 1

1. a) h(6h) = 1/10; h(fs) = 7/10; h(6s) = 2/10.
b) h(6:|A) = 0.1189; h(fa]A) = 0.7225; h(6s|A) = 0.1586.

) B(01|ANA) = 0.1396; h(Bs]AN A) = 0.7363; h(0| AN A) = 0.1241.
d) Nao.

C

3. Vide correccao na errata.
a) P(0) = 0.6321; P(A) = 0.2326; P(B) = 0.0855; P(AB) = 0.0498.
b) P(0) = P(A) = P(B) = P(AB) = 0.25.
E(6) = 0.8630; Var(f) =100/6.
n > 66; n > 714.
a) Ga(18,6); c) 3.4 x 1073.
a) g(r,cl@) =n(n—1)r"2 (r,c):0— 1—5” <ec< 6+ 1217 0<r<i1
R|0 ~ Be(n —1,2).
n[l—20—-c)"", 6-1/2<c<¥
n[l—20c—0]"", #<c<O+1/2

e) O IC condicional em b) estd contido no intervalo de valores posi-

® & oo

c) g(cld) =

tivos da verosimilhanga e tem probabilidade a posteriori igual a ~,
contrariamente ao IC nao condicional em c).
9. a) O(X) = It231(X), para ambos os casos.
b) Fungoes criticas ¢(x) dos 4 testes MP:¢y (z) = 0; ¢o(z) = I(5y(2); ¢3(x) =
Iy (2); da(x) = 1.

Ey: ¢ ?2 $3 ¢4 | Eor g ¢2 P3 P4
P(erro tipoI) 0 0.05 0.10 1 0 001 074 1
P(erro tipo II) 1 0.145 0.09 0 1 0829 0.02 0
10, z=1
¢) O(Hy, Hi|z) =< 0.91, z =2, para ambos 0s casos.
0.06, z=3



10.

11.

13.
15.

16.

17.

19.
20.

a) (IV, Zf\il X;) é suf. minima com respeito ao modelo amostral para
E17

{f(n7$17 cee ,l‘n|¢1, ¢27 0) = ¢n02?:1xi(1_9>n_2?:1xia ¢n7 0 € (07 1)}7

onde Zizl ¢, = 1 e sendo N ancilar parcial para 6.
Var(3oL, Xi/N{én}, 0) = 01— 0)(61 + 62/2 + ¢3/3).

b) Nao, atendendo a que o modelo amostral para Fs é

(19, n=112 =0
0(1—60), n=2z1=1,2,=0

f(n,xy, ... 2,|0) =
0?(1—0), n=3,z1=x3=1,13=0

3 _ o
07, n=3,r,=xy=x3=1

¢) Sim, independentemente dos ¢,, (supostamente distintos de #) serem

conhecidos ou desconhecidos. Nao. Sim.

a) D (2™) = L1400 (tm)-
b) Resposta afirmativa pois

L(6n, ﬂ EO | ()

1/5, 6 =0.49
com T;|0 ~ Exp(a(f)), a(f) = /
5, =051

b) Resposta afirmativa.

a) Nao. b) As inferéncias bayesianas sobre # nao usam a parte da verosi-
milhanca dependente de ¢, contrariamente a generalidade das inferéncias

frequencistas pela inaplicabilidade do PSG e do PCG.

O PCG justifica a irrelevancia da distribuicao marginal do vector de
frequéncias marginais pelo seu caracter de estatistica ancilar parcial para
o vector paramétrico de interesse {6(;y; = 0;;/6;.} que, em conjunto com

{6;.}, define uma transformacao biunivoca de 6.

Zi:l X’L
¢) h(o|xy,...,x,) s6 depende dos {x;} através do valor de U.

- o 12
b) ¢ = <ﬁ> , violando o PSG.

Resposta afirmativa ja que #X; = (n+§_l)‘

b) Sug.: Mostre que Cov(X;, X;) = Var [E(X;|Y)],Vi # j.

2



22. a) Sug.: Determine a distribui¢ao do n°de brancas em n extracgoes (dist.

de Polya) e use o método de indugao.
b) Basta considerar as varidveis X, X, e X3.
c¢) Estenda-se o argumento de a).
d) A distribuigao de Polya ¢ a dist. da mistura Binomial-Beta de para-

metros n, a =ajce =b/c.

24. b) Deitar fora a caixa qualquer que seja o resultado do ensaio, e nao ha
qualquer vantagem na realizacdo deste. A decisdo minimax passa a

ser vender a caixa em qualquer circunstancia.

¢) i. A decisao Bayes é vender a caixa em qualquer circunstancia, e a

realizacao do ensaio nao se justifica.
25. a) L(#,ay) = 2000086; L(0,ay) = 1200 + 3800 6.
]{Z(H—HL>F)(|9(C), 0 > 9L

b) Acgao Bayes = ay. R(0,d.) = ;
k(@L — 9) |:1 — Fx|9(0)] s 6’ S ‘9L

onde k = 9980 x 1.62.

Capitulo 2

a) Sim; 2.
5. b) Tome-se ¢(0) = ezfi’zHQj(g)“j para (agi1,--..,0akss) apropriado.
¢) hBlz) = 37 wihi(Blo), wi = s i Py file) = Mg
7. 1) I(0) = ¢ = verificagao de a); ii)I () oc §~2 = verificagao de b).
8. a) ¥ = V0; b) ¢ =In T4=0: ¢) ¢ = Iné.

9. a) h() o [T, 0 i”z
(Sug.: (Dy—66')"! = Dy 4-=tie=t ”C 75 |1 De—00'| = [, 0, 0. =1-1._,0).

1— 1’
10. a) h(@)ocl/\/@,t9>0;b)z/10<\/—.
12. a) 0N,z ~ Be(z +1,N —x+1); h(N]z) x (N+1)"",N >z
N|f,z £ M—1|0,z, com M|0,z ~ BiN(z+1,0); b) h(0|z) o 0~ 141)(0).

13. a) f(z]e,0) = M e, m>0,i=2,...0n

1+Zzl+c Z zi)"

i=e+1
A ancilaridade espemﬁca de Z para ¢ era previsivel porque o modelo

amostral faz parte da familia de escala.

b) h(elw, z) oc h(e) f(zle)(1 + 3oy 2+ e 30y z)"



¢) Afirmagao falsa em geral, como o comprova a forma de h(e|w, z).
Dentro da familia considerada em b) para h(e, ), apenas no caso
=1 é tal afirmacao verdadeira.
d) Para h(e, d) prépria e bem comportada, a condigao de h(elw, z) =
h(e; z) j& implica que h(e; z) o< h(e) f(z]e).
(Sug.: Parta-se de h(e|lw,z)p(w,z) = [ f(w|z,€,0)f(z|e)h(e,d)dd e

integre-se ambos 0os membros em ordem a w).

Capitulo 3

a) Para0 < x < 1, p(z) = 1/3 e h(by,02]z) = 6(62—01)"%, 0; < 0,05 > 1.
)

. ¢) ply{xi}) = ( BlAtm.Biy) JA=a+mn,B=b+) .

m+y)B(m,y+1)B(A,B)
a) Bi(N —1,p) é a distribuigao a posteriori de € — 1 ou de 6 consoante

x indica macho ou fémea, respectivamente.
b) Ex [h(0]X)] = h(6).
h(N)x1/N, N=1,2,... 5 h(Nlz) =2/N* N=zz+1,....
Moda a posteriori=100=EMV=1/2x mediana a posteriori

(Nota: Média a posteriori nao finita).

(A{)(NfM)
- a) (M) = 1/(N +1) = h(Mle) = 5 b) 733
n+1
In Pa(®)
. a) Sug.: Prove para cada componente de a que Ej(aj|z) = agj’;‘” , onde
x; é a correspondente componente de x; d) Sug.:Tenha em conta que
_ %)

. a)IC HPD: [ml,ml (1-— 7)—1}; b) 1/3.
10.
11.

13.
14.

15.

c¢) Sug.: Considere, e.g., T =a e ¢ — 00.

Use as transformagoes y = & —c em 1 — Fa@apn(c) e y = (¢ —x)/c em

FBe(a,b) (C)

n = 59.
n =10, x = 1.6.
a) h(n|zi,...,r,) imprépria, Vn; h(o?|zy,...,z,) prépria Vn > 1 e im-
propria para n = 1; h(p|zy,...,x,) prépria, ¥n. O uso em modelos

amostrais inidentificaveis de distribui¢oes a priori impréprias conduz

a distribuicoes a posteriori também improprias.
b252/ ate 4 ng

_ ay/n _ . b 79

b) ,U|CY,.CE ~ N (Ma(ﬂf), b2+g(2)/n> ) ,Ua(x) - b%+

o,

Y

|

(=1 %



16.

17.
20.
21.

22.

23.

24.

25.

_ o\ dE(bP+o2/n
alr ~ N (oz(x), A%%) ;

d 2., g2 2 2(,,—
d = b>4d = _ bletd?(p—a),
O‘|/JJ7'T = a‘u ~ N <a,u7 b2d2 ) y Oy = b2 +d2? )
(b2 +d2)o2/ S +15
_ b°+d*)og /n _ _ b%4d of
plz ~ N (u(x), m) , i(z) =

1 n
raz T od

Actualizacao previsivel das distribuicoes a priori, marginal e condi-
cional, de p e consequentemente da distribuicao a prior: marginal de
«, contrariamente a distribuicao a priori condicional de o devido a

inidentificabilidade do modelo.
b) Nota: 0 =1/7, A= [0 (¢, =27 1)]
(E£c),  viely) <1z
0, +c(y)), cc .
b) A condigao de Savage nao é verificada.
a) 1/2; b) 1/4.

B(x) = %ie_(Al_AQW(zB-Q), com

IC HPD para 6 :

T4
2 .
‘7’% ,1=1,2.

B =YL+ ) e A= T
Modelo amostral: X |n,a ~ Bi(n, o;) LY|m, B ~ Bi(m, )

Distribuicao a priori possivel compativel com 0 < o < g < 1: 8 ~
Be(by,bs); ¢ = /8 ~ Be(ay,ay) com hiperparametros eliciados a partir
de crengas a priori sobre, e. g., médias e desvios padroes de 5 e ¢.
Distribuicao a posterior: conjunta de 3 e ¢: mistura finita do produto de
duas densidades a posterior: Beta.

P(¢ < u|z,y) expressdvel como mistura finita de fungoes de distribuigao

a posteriori Beta.

Sug.: i) Z = X1 — Xo, f2(2) = 3¢ 7 Ijo.400)(2) + 367 [(—000)(2)

i) W=X1/Xs, fw(w) = (14 w) 100 (w).

Os factores de Bayes numa e noutra parametrizacdo sao idénticos (a

h N . .~
B(z) = M0 omo consequéncia da condicao em a).
h1 (o)
b‘l"l b;2,ya1—1

a) h1<")/) = B(a1,a2)(b1’7+b2)a" Y > 0
hi(¢ly) ~ Gala., “1E2)

14+~
Admitindo a condigao de Savage ho(¢) = hi(¢|y = 1),
__ B(ai,a2) B B2 b
B(tlatZ) - B(A17A22) 1)1;111);22 BA
com tl = Zixi? t2 = Zzyﬂ Az = Gi‘i‘ti, B,L = bl+n, = 1,2
b) Bo(ty,ta) = M)(tl)ﬂ # B(ty,ty), em geral, verificando-se a

E,Y[fBi(t"\TlT)(tl

igualdade quando b; = by com B(ty,ty) = (%)““2%. Esta
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26.

27.

28.

29.
30.

identidade justifica-se atendendo a que a estatistica T" = T; + T3
¢ ancilar parcial para v e ao respeito dos métodos bayesianos pelo
PCG quando a priori v II ¢ (o que garante a sua independéncia a

posteriori), condicao que decorre da situagao by = bs.

B(t1,t2) idéntico ao de 3.25 no caso i) e diferente no caso ii) como con-

sequéncia da condigao em 3.24 a) ser satisfeita no 1°caso e violada no
20

De acordo com o método MM, a EBE da média a posteriori de 6; é

-~ 2 - z
Tatx, ~ _ T ~_sn—mw(1——) 2 1 N2 s
‘T'erZ"lj’_E’T_ 5(1_%)_;%7871_521'(1:1 x),l—l,...,n.
b) 6; = “% com ¢ dado, respectivamente, por ", &L 1=
Ziln d Zzh'l —a
1
¢) (d+ 1) Egga;y(2)-
T+ %(901 —Z),1=1,...,n (via métodos dos momentos).
a+1
a) N+ N(N —1)2L
atng ;o _ 1-T _ 3,n?-N
b) s i=1,...,n, coma= =, T N

Capitulo 4

3.

D.

7.

. b) Aplique o resultado sobre o comportamento assintético da distribui¢ao

a posteriori conjunta de A = 1 /g e ¢ = po em termos das estimativas
MYV referido no Cap. 5.

. Admitindo que as diferencas das observacoes emparelhadas constituem

uma a.a. de um modelo Normal, a distribuicao a posterior: de p; — po
evidencia que as notas pelo método tradicional tendem a ser menores
do que as obtidas pelo método personalizado, ainda que as diferencas
nao sejam estatisticamente suficientes para invalidar a hipétese de um
rendimento médio igual (P = 0.13). A conclusao é idéntica se se admitir
o modelo configurado por a.a. independentes de distribuicoes Normais

homocedésticas.

a) (-4.4214, 0.9614).
b) (-4.2638, 0.8036), com grau de credibilidade 0.938.

a) O menor IC HPD contendo ¢ = 07 /03 = 1,1 < 1 < 5.134, apresenta
um GC 45.3%, aprox..

b) Sob ¢ = 1, o nivel de plausibilidade relativa a posteriori de p; — ps =
0é P ~0.20.

a) Sim; b) (173.95, 179.35); ¢) (168.52, 184,78).

6



8.

a) Evidéncia a favor da igualdade de variancias (P = 0.505) e contra a

igualdade das médias no sentido de um maior valor para C (P ~ 0).

b) Evidéncia forte (P = 0) contra a igualdade das 4 médias, a que nao

é alheio o resultado de diferencas significativas entre a média de A

(ou de B) e cada uma das médias referentes a C e D.

Capitulo 5

1.

b) Distr. aprox.. ¢ ~ N(In4,%);¢ ~ N([A 1/2] /2,i).

2. EO{a}) = 4 (£4) e,
5.

a) N(A22 A ) A=a+ 30" 2, >1,B=b+n.

7B2

4B

Sug.: E(l/)|$1,l’2) = E<81’I1>E(62_1|ZL’2) = (81|J]1)ﬁ—21/2, Se To Z 1.
Pontos de méximo: § = (él,z =1,2), 0, = Zi= 1/2 ,se 0 <z < ny;
0* = (0r,i=1,2) = (222 “_—3/2),360<x1 <n102§x2<n2.

ny ’ ng—2

)
)

c) \,i=1,2 ~ U(0,7/2); Pontos de maximo:

N < ol
A= (\,i=1,2), \; = arcsen, it

AT _ z1+1 22—1
A= (N,i=1,2) = (arcsen, [ T, arcseny [ 2=7).

Capitulo 6

1. a) n|N, {p;} ~ M._1(N,0). Dado N,com A=>"7 A =>"7 (a;+n;)e

B = b+1, Zj:l Mg~ GG(A, B)H(Ql, c. ,6671> ~ Dcfl(Al, c. ,Ac,bAC).

2. Considere a transformacao (vi,...,7%) <> (01, ..., 01, > s, Vi)

3.

a) Determine-se a fgm de M = Z’n a custa da de n. Por escolha apropri-

ada de Z obtém-se as distribuicoes marginais, de qualquer dimensao,

de componentes de n.

b) Aplique-se a expressao do valor esperado de uma fungao do vector

aleatorio 6 e tenha em conta a definicao da fungao beta multivariada.

Os momentos de 1%e 2%ordens obtém-se por escolha apropriada dos

{ri}.

. _ Zl
Considere-se a = 7’0 = L

1(2'y)’
de 6.2. Aplique-se um argumento analogo a cada 7 expressavel por

m= (<2 i e CY).

com v = (v1,...,7%:) e o resultado
T = (%)

Z ecy, Vi
As propriedades restantes envolvendo a transformagao (61, . ..,0._1) —
(g, k=1,...,8 = 1,7,k = 1,...,s) decorrem da relagao entre as

suas distribuicoes conjuntas, tendo em conta que o jacobiano daquela

< dj,—1
transformacao é [[,_, a* .



c)
a)

Decorrem de a) e b).

Mostre-se que a perda esperada preditiva é >, L(u,a)f(uly, 2),
com f(uly,z) = f(ulv)f(ylz,v).

Condigoes: ko = k1 e f(1|v) =1/2.

flulv) = f(u) =1/2,kg = k1 e a = 1.

Considerando que as unidades amostradas sao as numeradas de 1 a n
(sem quebra de generalidade), z = >}, Uy 10 —x = ZsznH Us|o,
com z|¢p ~ M. 1(n,¢), 0 —x|¢p ~ M._1(N —n,0) e ¢~ D.1(a).

h(0 — x|x) = Eyp [R(0 — x|¢)] ~ MD(N —n,a + x) porque ¢|z ~
D. i(a+ z).

Tenha-se em conta que 0—x ~ M D(N—n,a), 2|0, N,n ~ Hpg(8, N, n)
el —zxlx ~MD(N —n,a+ x).

A matriz jacobiana da transformagao (01,...,0.-1) = (¢1,..., Pe—1),

com 6; = ¢ [[1_, (1 — ) e 1— ZC ;= H ( — ¢;), ¢ triangular

inferior com determmante H 21—y

Moda conjunta: 0= (02) _ anl—ay_c
J=1"7

_ai—1

Modas marginais: 0; = S a2 <@;, ¢>2.
=1

~

p(6;,0;) = — %, m; = E(6;) e a especificacio da matriz

de covariancia exige apenas mais um hiperparametro.
Por transformacao para S._; do produto cartesiano de ¢ —1 IC HPD
para ¢; de gc v/

Use-se sup k() = h(f), onde 0 é a moda da densidade h(6) e o facto

de ¢, (t) ser o logaritmo natural da f.g.m..

, obtidos da sua distribuicao marginal Beta.

Use-se a expansao assintética do logaritmo das fungoes gama para

chegar a

(p,\(t):ao—c In(1 — 2t) Zozk 1—2t)"

(=1)F*t |:Bk+1(0) _ Bk+1(1)i|
k(k+1) | (A.—c)k (A; =)k | -

As aproximacoes X(c 1 € bx (1) ,b=1+B=1-— 2”1, implicam a

onde g = — > po € oy =

mesma média que resulta de se tomar a expansao de ¢, (t) até a ordem

. ~ 2 14
{(A; — 1)7'}. A aproximagao dxﬁg), d= 111257 g=(c—1) qiff)z »Ja

apresenta as mesmas média e variancia que a referida expansao de

©a(t), com a série reduzida ao seu 1° termo.



9. a) Considere-se os resultados da Subsec. 6.2.1 para o caso de ¢ = 2,m =
1,011 = 1,b15 = —1, e tenha-se em conta o Exerc. 6.8.
0

b) Considere-se a transformacao monétona que relaciona 6 com In 1=

Reveja-se 0 Exemplo 3.5 ¢ use Z = 5 In¢.
10. a) B|n ~ Be(1506,1314) ~ N(0.5341,8.83 x 107°).
c¢) Forte evidéncia (P = 0.99) a favor da conjectura de um dado valor
para uma apropriada funcao linear de In 6.
d) Nao.
11. Sug.: Invoque-se o PSG com base na suficiéncia parcial de n* para os

parametros de interesse.

12. a) Calcule-se as dp a priori e a posteriori de v* avaliadas em v* = 0.
Avalie-se as dp a priori de ¢ e as correspondentes verosimilhancas
marginais de 7.

b) T nao é ancilar parcial para v* nem ¢* e v* sdo independentes a
PrioTi.

14. Siga-se o argumento da Subsec. 6.3.3 partindo do modelo bayesiano Pro-

duto de Multinomiais A Produto de Dirichlet.



