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Porqué Distribuicoes?

A teoria das distribuicoes estuda funcionais lineares continuos em
espacos de funcgoes. Nesta introducao, discutiremos, informalmente,

alguns exemplos elementares e a sua motivacgao.

Consideremos o problema de minimizar o funcional

Ml = [ 1Du?,

sobre todas as funcoes u definidas num conjunto {2 com interior nao

vazio e que na fronteira 0€) tomam valores prescritos:

Uulpq = 9-

Suponhamos que existe um minimo u de I[u] de classe C?. Entao, dada

uma fungao de teste v € C?(Q), a fungao
i(€) = Iu+ ev)

tem um minimo para € = 0. Portanto, ¢'(0) = 0, ou seja,

(1) / Du - Dv = 0.
Q
Utilizando o teorema da divergéncia, obtemos
@) @0
Q
para todo o v € C?(2), o que implica
(3) Au =0,

em . Mas, em principio, o minimo de I[u] pode nio ser de classe C?,
pois apenas é requerido que tenha derivada Du € L?. Ainda assim, que-
remos dar sentido a . Vamos definir que Au = 0, no sentido fraco
ou, equivalentemente, no sentido das distribuicoes, se for verificada
para todo o v € C}(Q2). Deu-se, assim, significado & segunda derivada
de uma funcao sem que esta tenha que existir no sentido classico.
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6 1. PORQUE DISTRIBUICOES?

O segundo exemplo ¢é o seguinte: seja f(z) uma funcao C3(R).
Vamos definir

1
ulw) =5 [ 1ol = ).
R
Como se mostra no proximo exercicio u,, = f.

ExERrcicio 1. Mostre que

Por mudanca de variavel,
1
u(z) = —/ |z — z|f(2)dz.
2 Jr
A derivada de 1|z — 2| ¢

d 1 %sex>z

d 2 —%sex<z,

pelo que a segunda derivada

? [1
@ {é‘x”@ =0
quase em toda a parte. Com esta observacao, seriamos tentados a

concluir que

d? 1
L / - 2 f(=)dz = 0,
d R

722

o0 que, se o leitor ja verificou (4f), é obviamente falso. Isto sugere que

d 1
@jﬂf —z| =6(z — 2),
onde o “objecto” 4, o delta de Dirac, teria as seguintes propriedades:
o(y) =0,
paray # 0, e

Deste modo,
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No entanto, se 6 = 0 quase em toda a parte e fosse uma funcao, teriamos
fR 0 = 0. Portanto, nao o podemos definir como fungao. Vamos inter-
preta-lo como um “objecto” que, quando associado a uma funcao, ou

mais precisamente, aplicado a uma funcao satisfaz:

“A&ww4&@=¢m»

A aplicacao
¢ — ¢(0)
é linear no conjunto das funcgoes continuas e toma valores em R. A

uma aplicacao linear de um espaco vectorial em R ou C chama-se um
funcional linear.

Consideremos a equacao das ondas:
(5) U — Ugy = 0.
Uma solucao explicita desta equacao é dada no préximo exercicio:

EXERcicIO 2. Seja f uma funcdo de classe C%. Mostre que a

funcao
(6) u(z,t) = f(z —1t)
satisfaz (3).

No entanto, mesmo quando f nao ¢ de classe C?, a expressao @
representa uma onda que se propaga a velocidade 1. E, portanto,
importante definir um conceito de solucao fraca que englobe estas

solugoes. Vamos observar o seguinte: se u for de classe C? e v € C?

/R(Utt — Ugg)V = /R(vtt — Ve U,

apds duas integragoes por partes. Assim, se u é solucao de (5], temos

(7) 4wﬁ—%au:a

para todo o v € C%. Mas esta férmula faz sentido desde que u seja

entao

uma funcao integravel. Assim, definimos que uma funcao integravel u
¢ uma solucao fraca da equacgao das ondas se for verificada para
todo o v € C2.
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ExXERcicio 3. Verifique que (@ define uma solucdo fraca da equagdo
das ondas para qualquer funcdao f integrdvel.

EXERcicIO 4. Mostre que as solugoes fracas de classe C* sao solucoes
cldssicas de (@

ExErcicio 5. Seja u € L}, .(R?). Mostre que a aplicagio definida
para ¢ € C°(R?) dada por

¢ — /RQ((btt — Qux)U

¢ um funcional linear.

Nos exemplos anteriores, as derivadas generalizadas nao aparecem
isoladamente mas sim com funcionais lineares. O delta de Dirac nao
pode ser interpretado como uma funcao mas sim como um objecto que
actua em fungoes devolvendo o seu valor na origem. As solucoes fracas
das equagoes de Laplace e das ondas sao definidas por integragao contra
uma funcao de teste. Ao longo destas notas, iremos estudar certos
funcionais lineares, as distribuicoes, que sao continuos num sentido
apropriado. Como iremos ver, as distribuigoes generalizam funcgoes e
¢é possivel definir operagoes como a diferenciacao, dando um sentido
preciso aos calculos efectuados nesta introducao.

Estas notas foram escritas para a disciplina de Transformacoes In-
tegrais e Distribuicoes da licenciatura em Matemaética Aplicada e Com-
putacao do Instituto Superior Técnico. Assim, foi incluido um nimero
elevado de exercicios, dos quais, uma fraccao significativa destes foi re-
solvida nas aulas pratica. Esta versao incorpora muitas correcgoes e
sugestoes de diversos colegas meus, Pedro Girao, Luis Magalhaes, Joao
Palhoto Matos, Luisa Ribeiro e Jorge Silva, entre outros, aos quais
nao posso deixar de agradecer. O Anténio Serra, no entanto, merece
uma mencao especial pois leu cuidadosamente o manuscrito original
apontando uma quantidade enorme de gralhas e erros bem como sug-
erindo diversas alteracoes que, sem duvida, contribuiram para uma
maior clareza do texto. Obviamente a bibliografia desta cadeira nao
se limita a estas notas. Sobre a teoria geral de distribuicoes, sugere-se
a consulta de [Vie] e [Fri98]. Para alguns resultados sobre teoria da
medida e andlise real, os livros [Fol99] e [Roy88|. Quanto a espacos de
Sobolev [Bre83| e [Eva98|. Muito do material sobre séries de Fourier
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pode ser encontrado em [Kat76] ou [Wil95]. No que diz respeito a
topicos mais avancados de analise harmoénica sugere-se, por exemplo,
[SWT1],[Ste70], [Ste93].






Conceitos preliminares

1. Nogoes de convergéncia

Seja ' um espaco vectorial sobre R ou C. Uma nogao de con-
vergéncia para sequéncias em E é um critério que permite decidir quais
as sucessoes (z,) de termos em E sdo convergentes, associar-lhe um
unico nimero, o seu limite, lim,,_...T,, € que satisfaz as seguintes pro-

priedades:

1. Seja x € E. A sucessao constante z,, = x é convergente para
x.

2. As subsucessoes de uma sucessao convergente sao convergentes
para o mesmo limite.

3. Se (z,) C E é uma sucessdo convergente para z € E entao
Ar, também é convergente para Az, para qualquer escalar .

4. Se (z,), (y,) C E s@o sucessoes convergentes para x e y, res-
pectivamente, entao x, + y, ¢ uma sucessao convergente para

r+y.

ExXERcicio 6. Verifique que a nocdao de convergéncia usual em R™

satisfaz as propriedades anteriores.

Seja E um espaco vectorial dotado de uma nocao de convergéncia.
Um conjunto F diz-se fechado se para qualquer sequéncia (z,) C F
convergente se tem lim, .o 7, € F. O fecho D de um conjunto D C E
¢ o menor subconjunto fechado de E que contém D. Um conjunto D
diz-se denso em E se D = E.

ExXERcicio 7. Seja E um espaco vectorial dotado de uma nogdo de

convergéncia. Mostre que:

1. E e sdo conjuntos fechados;

11



12 2. CONCEITOS PRELIMINARES

2. aintersec¢do de uma coleccao arbitrdria de conjuntos fechados
¢ fechada;

3. a reuniao finita de conjuntos fechados é fechada.

Um conjunto diz-se aberto se o seu complementar é fechado.

EXERcicIO 8. Seja E um espaco vectorial dotado de uma nogao de
convergéncia. Mostre que o conjunto de todos os abertos forma uma

topologia, isto ¢€,

1. E e sdo conjuntos abertos;
2. a reuniao de uma coleccao arbitraria de conjuntos abertos é
aberta,

3. a intersecgao finita de conjuntos abertos é aberta.

NoTA.  Em geral, dada uma topologia num espago vectorial (com-
pativel com a estrutura de espago vectorial) € possivel associar-lhe uma
noc¢ao de convergéncia para sequéncias e, portanto, por este exercicio,
associar-lhe uma nova topologia. Estas podem ser distintas. Fste pro-
blema pode ser evitado utilizando redes em vez de sequéncias. Fstes
assuntos serao objecto de estudo aprofundado na disciplina de Topolo-

gia.

Um funcional linear em F é uma aplicacdo linear L : E — R (ou
C). Se no espago E existir uma nogao de convergéncia para sequéncias,

um funcional linear L em FE diz-se continuo se
xr, — v = L(x,) — L(z).
Devido a linearidade, é suficiente verificar que x,, — 0 implica
L(xn) =0,

pois L(z,) — L(z) se e somente se L(z, —x) — 0. O espago dual E’
de E é o conjunto de todos os funcionais lineares continuos em F. Seja
L€ F ex e E. Aimagem de x por L denota-se por L(x), (L, x) ou

Lz e usaremos indistintamente estas trés notacoes.

O conjunto E’ é um espago vectorial dotado da seguinte nogao de
convergéncia: uma sequéncia L, € E’' converge para L € E’ se, para
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todoo x € E,
L,(x) — L(x).

ExERcicio 9. Seja E um espaco vectorial dotado de uma nogdo de
convergéncia e F' um subespaco de E. Mostre que E' C F”.

Exercicio 10. Seja E um espaco vectorial dotado de uma nogdo

de convergéncia. Mostre que E C E" através da inclusio candnica
t: Ew— E" :

(8) te(y) = y(x),

para todo o x € E ey € F'.

Um espaco vectorial E diz-se reflexivo se a inclusao candnica de F
em E” dada por ¢ um isomorfismo.

Seja E um espaco vectorial. Uma seminorma | - |, em E é uma

aplicacdo de E +— Ry que satisfaz as seguintes propriedades:

1. (desigualdade triangular) |z + y|. < |z|. + |y|+, para z,y € E.
2. |azx|. = |a||z|. para todo o escalar «.

Uma norma || - || em £ é uma seminorma para a qual ||z|| = 0 implica

x = 0.

ExEercicio 11. Seja E um espago vectorial e |- |, uma seminorma.
Mostre que

n n
k=1 k=1

"

EXEMPLO 1. Seja E um espago vectorial normado. A nocao de
convergéncia induzida pela norma é a seguinte: u,, — u se ||u, —u|| —
0. A primeira e segunda propriedade sao evidentes. Para verificar a
terceira propriedade seja u, — u e A € R (ou C). Entao

[[Atn = Aul] = |Alflun = u = 0.

Para mostrar ultima propriedade sejam u,, e v, sucessoes convergentes

ara, respectivamente, u e v. Entao
) )

[un + v = w = 0| < flun = ul| + [lvn — vl = 0.



14 2. CONCEITOS PRELIMINARES

EXEMPLO 2. Seja E um espaco vectorial dotado de uma familia de
seminormas | - |, @ € A, para algum conjunto de indices A. E diz-se
um espago seminormado se, para cada = € FE\{0}, existe a tal que
|z|, > 0. Uma sucessao diz-se convergente em E se, para cada a,

|z, — |0 — 0.

<

ExERrcicio 12. Seja E um espaco seminormado. Uma sucessdio

diz-se uniformemente convergente para x se

lim sup |z, — z|o — 0.
— 00 o

Mostre que esta é uma nogao de convergéncia e que em geral € distinta
da do exemplo [2

Exgrcicio 13. Seja E = L'Y(R). Uma sucessio (f,) C E diz-se
fracamente convergente se para todo o g € C.(R)

/ﬁh—ﬁ/fg

Mostre que esta é uma nocao de convergéncia e que nao é a induzida
pela norma em L'. Sugestao: mostre que existem sucessoes (f,) fra-

camente convergentes para 0, mas tais que || f,||L1 # 0.

ExERrcicio 14. Sejam Fy e Fy espacgos vectoriais normados e seja
E o espaco vectorial de todas as transformagoes lineares T : F} — Fy
tais que existe uma constante C para a qual

[Tz, < Cllz]|p,
para todo o x € F|. Mostre que as sequintes sao noc¢oes de con-
vergencia:
(1) T, = T se

sup ||[Tx — T,.x||p — O.

]l 7y <1
(2) T,, = T se para cada x € F}
|Tx — T,z| — 0.
(3) T, — T se para cada x € Fy e L € F} se tem

L(Tx —T,x) — 0.
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Mostre que se Fy e Fy tiverem dimensao finita todas estas nogoes sao
equivalentes. E se a dimensao for infinita?

2. Espacos de Banach

Seja £ um espago vectorial normado e (x;) C E uma sucessao
convergente para x € F. Entao

lim  sup ||@m, — Tm,|| = 0.
=00 my,ma>n

ExERrcicio 15. Demonstre a afirmagao anterior.

A uma sucessao com esta propriedade chama-se sucessao de Cauchy.
Em geral, num espaco vectorial normado as sucessoes de Cauchy podem
nao ser convergentes. Um espaco vectorial normado diz-se completo ou
de Banach se qualquer sucessao de Cauchy for convergente. Embora
todos os espacos vectoriais normados de dimensao finita sejam espacos

de Banach, o mesmo nao se passa em dimensao infinita.

ExXERcicio 16. Mostre que todos os espagos vectoriais mormados
com dimensao finita sao completos. Mostre que o espago das funcgoes
C>(R) dotado da norma L* nao é completo.

E importante estabelecer critérios para decidir se certos espacos sao
ou nao completos. Em seguida apresentamos um destes resultados.

Uma série Y-, zy diz-se absolutamente convergente se

(o ¢]
>l < oo
k=1

TEOREMA 1. Um espaco vectorial normado E é completo se e so-

mente se qualquer série absolutamente convergente é convergente.

DEMONSTRAGAO.  Consideremos uma série absolutamente conver-
gente Y - x) e suponhamos que E é completo. Seja S, =Y, x) a

sucessao das somas parciais. Para mostrar que a série é convergente ¢é
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suficiente mostar que S,, ¢ uma sucessao de Cauchy. Pela desigualdade

triangular
n+m

1Sntm = Sall < D 2,

k=n+1
uma vez que a série Y ||zx|| é convergente, esta desigualdade implica

que S, ¢ uma sucessao de Cauchy.

Por outro lado, seja y,, uma sucessao de Cauchy.

ExERrcicio 17. Seja vy, uma sucessao de Cauchy tal que uma sua
subsucessao y,, € convergente. Mostre que y, é convergente.

Pelo exercicio anterior, basta mostrar que existe uma subsucessao
convergente. Como vy, ¢ uma sucessao de Cauchy, é possivel escolher
uma subsucessao y,, tal que

Hynk - ynk+1” S 27k'

Podemos escrever
k
Yny, = Yna + Z ynj+1 - ynj'
j=1

A série Y 77, (Yn, o1 — Yn,) € absolutamente convergente. Portanto, a
hipétese implica que y,, é convergente. |

No caso de E ser um espaco vectorial normado, uma aplicacao linear

de L : EF — R diz-se um funcional linear continuo se

(9) ILfI < CIfI,

para todo o f € E. O conjunto dos funcionais lineares continuos em
E denota-se também E’. Como seria de esperar, esta definicao é equi-
valente a que utiliza a nocao de convergéncia associada a norma, como

mostra o préximo exercicio:

Exercicio 18. Seja E um espago vectorial normado. Verifique
que a definicao de funcional linear continuo em (@ € equivalente a que

utiliza a nogao de convergéncia associada a norma.
Exercicio 19. Seja E um espago vectorial normado. Mostre que
a aplicagdo |- | : ' — R§

|L| = sup L(z)

zeE,||z||<1
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é uma norma em E'.

3. Espacos L*

Esta seccao tem como objectivo rever alguns factos elementares
sobre espacos LP. Muitos destes resultados ja foram estudados em
disciplinas anteriores e, portanto, sao familiares a maioria dos leitores
Assim, a sua leitura nao substitui o estudo detalhado de teoria da
medida e a consulta de fontes tais como [Ric] ou [Roy88]. Estas
notas assumem um bom conhecimento da teoria de integracao elemen-
tar: mensurabilidade, integral de Lebesgue, teoremas da convergéncia
monoétona e dominada, teorema de Fubini. Como revisao, apresentare-
mos apenas um breve sumario de outros resultados essenciais, pelo que
s6 as demonstracoes mais complexas sao apresentadas com detalhe,

sendo as restantes deixadas como exercicio.

Seja U C R% um conjunto mensurével nao vazio e 1 < p < co. O
espaco LP(U) é o conjunto das fungbes mensurdveis f : U — R que

verificam || f||z» < oo, onde, se p < o0

1/p
1l = ( / \flp) ,

| fllze = esssup | f].

ou, se p = 00,

As normas || - ||z» sdo de facto normas (exercicio 24)), a tnica di-
ficuldade em estabelecer este facto consiste em provar a desigualdade
triangular. No entanto, isto segue da desigualdade de Minkowski (ex-
ercicio , que se prova utilizando algumas desigualdades elementares

que recordamos em seguida e cuja prova é deixada como exercicio (ex-
ercicios [20] e [21]).

EXERcicio 20. Demonstre a desigualdade de Young: seja 1 < p <

ooe%—i—é:l, entao para a,b € R

P |plP
(10) ’ab| < ﬂ + i
p p
Sugestao: para a,b > 0 escreva
ab = elna+1nb — e%lna—kz—:lnb,
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e use a convexidade da exponencial.

EXERcicio 21. Mostre que para 110 -+ i =1,1<p< oo, setem

‘ / gh‘ < lgllzolifl .

Esta € a desigualdade de Hélder. Sugestao: aplique a desigualdade de
Young @) coma=\g eb= % e optimize sobre \.

EXERcicIO 22. Mostre que

1l = sup / f9.

lgl, <1

para }D—Fl% =1,1<p< 0. Sugestao: Considere o caso em que f

¢ uma funcao simples e sequidamente utilize um argumento de aproz-
1Macao.

EXERcIcIO 23. Prove a desigualdade de Minkowski, isto é

If + gl <\ fllee + llglle-

Sugestao: observe que

J1s+ar< [1r+gp7001+ 19D
e aplique a desigualdade de Holder.

EXERCICIO 24. Mostre que as normas LP sdo de facto normas.

EXERcicIO 25. Seja f(z,t) : RY x [a,b] uma fungdo continua com
suporte compacto. Mostre que

‘ / " Hat)de

TEOREMA 2. Os espacos LP sao completos.

b
< [ 15t
Lr(R) a

DEMONSTRAGAO. Pelo teorema [I] basta mostrar que qualquer série
absolutamente convergente em LP é convergente. O caso p = oo é

bastante simples e é deixado como exercicio.

EXERcIcIO 26. Mostre que L™ € completo.
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. o _ oo
Para 1 < p < oo consideremos uma série S(z) = > .~ fr(z) abso-
lutamente convergente em LP e seja .S, a sucessao das somas parciais.

Queremos mostrar que S € L” e que
150 = Sizr — 0.

Em primeiro lugar, pela desigualdade de Minkowski,

So@I <D el
k=1 k=1

/ kim(xn

independentemente de n. Logo, pelo teorema da convergéncia mondtona,

Lp
e, portanto,

p
<C,

n

T, = Z | ()|

k=1
¢ finita para quase todo o z e converge para uma funcao T em LP.

Portanto, S, (z) converge para uma func¢ao S(z) para quase todo o x e
|Sn = SIP < TP

Assim, podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada para

mostrar que ||S, — S||z» — 0. [ |

EXERcIcIO 27. Dé um exemplo de uma sucessio u, convergente

em LP que diverge quase em toda a parte.

ExErcicio 28. Seja u, € LP uma sucessio convergente em LP.
Mostre que existe uma subsucessao u,, que converge quase em toda a

parte.

EXERCcIcIO 29. Seja U C RY um conjunto de medida finita. Mostre
que se p < q entao LY(U) C LP(U). Mostre que se U ndao tem medida
finita esta inclusao € falsa. Mostre que a inclusao inversa € sempre
falsa, excepto em casos triviais.

EXERcic1o 30. Mostre que as funcoes continuas com suporte com-
pacto sao densas em LP.

ExErcicio 31. Considere o funcional definido em C.(RY) por
Y= Ly = (0).

Mostre que nao existe nenhuma extensao continua de L a LP, sempre

que 1 < p < 0.
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EXERCiCIO 32. Seja K C RY. Mostre que C(K) é um espago com-
pleto quando dotado da morma do supremo.



Distribuicoes

1. Espacos de funcgoes e de distribuigoes

Em teoria de distribuicoes ¢é frequente utilizar os espagos de fungoes
Ck(R?) e os espacos de funcoes de classe C* com suporte compacto,
CKR?), com 0 < k < 0o. O espago C* é também denotado por € e
C> por D. Dado um subconjunto aberto nao vazio  C R? definem-se

de modo andlogo os espacos C*(Q), £(Q), C*(Q) e D(Q).

Todos estes espagos podem ser dotados de nogoes de convergeéncia.
E usual considerar as seguintes: uma sucessao de funcoes ¢,, converge
em C* (0 < k < o0) para ¢ se, para m < k + 1 e cada compacto K,

| — D|lemxy — 0,

onde [ - ||em(x) é definida por

[ llemuey = Y 1Dl ey,

|a|<m

ea=(ay,a, - ,aq) € N denota um multifndice genérico.

Uma sequéncia de fungoes ¢,, converge em C* (0 < k < oo) para
¢ se existir um compacto fixo K tal que supp ¢, supp ¢, C K e, para
m < k+ 1, se tem:

¢ = dllom ) — 0.

A existéncia de um compacto fixo contendo o suporte de todas as
fungoes ¢, é crucial. Com efeito, excluindo-a a nogao de convergéncia
é a de C*. No entanto, o conjunto C* nao é completo com esta nogao

de convergéncia, como mostra o préximo exercicio.

ExERcicio 33. Seja ¢ uma funcao com suporte compacto. Mostre
que, quando k — oo, ¢p(x/k) — ¢(0) em C(R) mas nao em C.(R).
21
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E importante observar que estes dois exemplos de nocoes de con-

vergéncia sdo casos particulares do exemplo [2|

O conjunto dos funcionais lineares continuos em C* (resp. C*) é o
espaco dual (C*)’ (resp. (C*)"). No caso k = oo, escreve-se &' (resp.
D’). Aos elementos destes espacos chamamos distribui¢des, muito em-
bora alguns autores reservem esta terminologia para os elementos de D'.
Por razoes que serao 6bvias mais tarde, os elementos de £ chamam-se

distribuicoes de suporte compacto.

2. Exemplos de Distribuigoes

EXEMPLO 3. Seja f € L'. Vamos definir a aplicacio

o (10) = [ fo.
para ¢ € D. Claramente este é um funcional linear. Temos

({0 < ClI Nl @l zee-

Portanto, se ¢,, — 0 em D entao

[(f, ¢n)| = 0.

Pelo que a distribuicao associada a f é um elemento de D’. <

O exemplo anterior mostra que fungoes podem ser identificadas com
distribuicoes. Assim, dizemos que uma distribuicao u é uma funcao se

existir uma funcao, que, por abuso de notagao, denotaremos também

(w.6) = [ uo.

ExERcicio 34. Seja f € L'. Mostre que, em geral, f & E'.

por u, tal que

ExERcicio 35. Mostre que cada f € L}, define uma distribui¢do

em D’ por
o [ 1o
ExEMPLO 4. Consideremos a seguinte aplicacao, o delta de Dirac,
9,
¢+ (4, ¢) = ¢(0),
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definida para ¢ € D(R). O funcional ¢ estd bem definido e é linear.
Apenas resta mostrar continuidade para provar que ¢ é um elemento
de D'(R). Para esse efeito, seja ¢, uma sucessdo que converge em D
para 0. Entao, em cada compacto, ¢,, converge uniformemente para 0.
Portanto

(6, Pn) = ¢n(0) — 0

como querfamos demonstrar. <
EXERcicIO 36. Mostre que
¢ (0, 0) = —¢/(0),
¢ um elemento de D’.

ExXEMPLO 5. Consideremos a aplicagao linear, o valor principal de
1
+, dada por

para ¢ € D. Escrevendo

o) _ [ ow)-o(n)
lz|>e T /z>e Z ’

¢ facil verificar que este limite existe. Deste modo, pv: estd bem
definido e é obviamente linear. Falta mostrar continuidade, ou seja,

que dado ¢,, — 0 em D entao

1
—H¥n 0
{bv —,6n) —
Para isso vamos reescrever
[ da-ste) / 6le) = 9()y, . (7 S} oa)
O primeiro termo pode ser estimado por

1 _ _
de < C||Dg|| 1,

/ ¢(z) — ¢(=2) .

onde esta ultima constante depende do suporte de ¢. Com estas esti-

e o segundo por

< Ol e,

mativas é facil mostrar a continuidade. |

ExERrcicio 37. Diga, justificando, quais dos sequintes sao elemen-
tos de D'(R) ou E'(R):
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1. ¢p— f(;ﬁ;

2. ¢ — 14 ¢(0);

3. ¢ — (L,v), onde L € E'(R?) e Y(x,y) = ¢(x + y?);
4. ¢ — lim._,g fR\[%,d x%;

5. ¢ 3.5 (6(5) — ¢(0));

6. > g "D p(n);

7. ¢ — lim_ fw/2 Z’mm + ¢(0) Ine.

3. Transposicao, produto, diferenciagao

Sejam E' e F' dois espacos vectoriais dotados de uma nogao de con-
vergéncia. Um operador linear T : E +— F diz-se continuo se para
qualquer sucessao x, — r em E, se tem Tz, — T'r em F'.

Dado L € F’, o funcional LoT é um elemento de E’ (verificar!). O
operador transposto T de T,
T . F'— F,
é definido por
T'L=LoT,
para todo o L € F".

Exercicio 38. Seja T um operador linear continuo T : E — F.
Mostre que Tt € um operador linear continuo de F' em E'.

A transposicao de operadores lineares permite extender a distribuicoes
diversas operagoes tais como o produto por funcoes, diferenciacao ou
cOMpOosicao.

Por transposicao podemos definir o produto de uma distribuicao

por uma funcgao tal como é discutido no exercicio seguinte:

ExERcicio 39. Seja f € € e considere a aplica¢ao

¢ Mpp = fo.

(1) Verifique que My é sequencialmente continua de D em D e de

Eemé.
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2) Mostre que, se u € D' € uma funcdo, entao Miu = fu, o
f
produto usual de funcgoes.

Portanto, para u € D’ definimos a multiplicacao por f, M}u, que,
para simplificar notacao, denotamos por fu, através de

(fu,d) = (u, fP).

As derivadas parciais ai fornecem exemplos de operadores lineares

Ty

continuos de D em D ou de € em €.

Exercicio 40. Verifique que as derivadas parciais sio continuas
de D em D.

As derivadas parciais de uma distribuicao L sao definida através

de:
0 O p gy .2

A razao para o sinal negativo é a seguinte: se f € C! e a distribuicao

L for dada por
L@ = [ 5o

temos, aplicando integragao por partes sobre a coordenada z;,

) [ of
<axiL7¢> = axsz-

A composicao com um difeomorfismo é também um exemplo de um

operador linear continuo de D em D ou £ em £.

Exercicio 41. Seja © : R® — R™ um difeomorfismo de classe C*.
Mostre que
Tep =90 0O
é um operador linear continuo de D em D. Seja f € L' encarado como
uma distribui¢cio em D'. Calcule T f.

EXERcicIO 42. Mostre que o Laplaciano A € um operador linear
continuo de D em D. Mostre que o operador AT : D' — D’ quando

restrito a D € novamente o Laplaciano.

EXERcicio 43. Considere o operador D = - : D(R§) — D(RY).
Calcule a restrigio de D' a D(RY).
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4. Calculo de derivadas de distribuigoes

EXEMPLO 6. Seja ¢ a distribui¢ao delta de Dirac em D'(R). A sua
derivada no sentido das distribuicoes, ¢’, é dada por

(0", ¢) = =(0,¢') = =¢/(0).
<

EXEMPLO 7. Seja f = In|z|. Como f € L{ _, podemos definir uma

loc

distribuicao em D’ através de

¢|—>/1n|x|¢(a:)d$.

A derivada no sentido das distribuicoes €, pela definicao,

¢ —/ln]x\%(m)dm.

No entanto, como In |z| ndo é diferencidavel em = = 0, ndo é possivel
utilizar integracao por partes para simplificar esta expressao. Portanto
h& que proceder com algum cuidado. Para esse efeito vamos reescrever

_/ln|x|%(x)dlei_r)%— " ln|x|%(x)dm
. 1
=ty lot0) ~ ool [ Zoto)
. 1
= ll_r)% a]e E¢<x>7

uma vez que [¢(e) — ¢(—€)]Ine — 0 quando € — 0. Ou seja, a derivada
de In|z| no sentido das distribuigoes é a distribuicao pV% estudada no
exemplo [5] <

EXEMPLO 8. Consideremos, para d > 2, em R a funcao u =

Vamos mostrar que, em D,
Au = c49,

onde ¢y ¢ uma constante que depende da dimensao do espago. E im-
portante observar que Au = 0 se x # 0. Este exemplo mostra que ha
proceder com cuidado ao diferenciar uma distribuicao dada por uma
funcao que nao ¢é globalmente diferenciavel, mesmo quando a diferen-

ciabilidade s6 falha num tnico ponto.
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Por defini¢ao (ver exercicio
(Au, ¢) = /qu§ = lim/ Agb—(x)dx
|

=0 Jopse |22

para ¢ € D. Atendendo a que A = V - V., utilizando o teorema da

divergéncia, temos

Mds _ Vo(z) - vl gx

)42 jaf>e |2

(Au,¢) = lim
TV J|z|=e

onde v é a normal exterior a |z| > €. O primeiro destes termos converge
para zero. Integrando por partes o segundo, e usando Au = 0 se x # 0,
obtemos

(Au, @) = lim — gb(x)VL cvdS = cq9(0),

e—0 |x|=e |’I‘|d_2

como pretendido. <

ExERrcicio 44. Calcule a derwada e o Laplaciano no sentido das

distribuicoes de:

L. pvi em D'(R);
2. In|1 — 2% em D'(R);
3. In(z? + y?) em D'(R?).

ExEercicio 45. Seja m,¢(x) = ¢p(xz+h) e vamos definir 1, : D' — D’
por L = 7', L, para L € D'. Mostre que para L € D'(R) se tem
L — L oL
h Oz
quando h — 0.
ExERrcicio 46. Seja u € D'(R) e f € E(R). Mostre que
D(fu) = (Df)u+ fDu.

ExERcicio 47. Mostre que

0 se m<k

—D*m! cm—
((m)—k)' 0 ’

ko) =

caso contrario.

EXERcicIO 48. Mostre que
€

(22 4 €2)

— 0,

em D'(R) quando € — 0.
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EXERcicIO 49. Seja f € C.(RY). Mostre que

i
[ @) da = 500),

ExEercicio 50. Seja f € L' (R), com [ fdx = 1. Mostre que
Af(Ax) — 0 em D'(R), quando X — oo.

EXERcicIO 51. Seja f, € L} uma sucessdo de fungoes verificando:

loc

(1) fu =0
(2) supp fr C {|z| <k}
3) [ fe=1.

Mostre que fi, — & em D(R?). Mostre que f? nao converge no sentido
das distribuigoes (a titulo de curiosidade mostre que primeira hipdtese

ndo € necessdria para estabelecer este facto). Informalmente isto sig-

4452 ”

nifica que nao faz sentido!

1
loc

ExErcicio 52. Dé um exemplo de uma funcao f € L

f2 g L}OC'

tal que

5. Propriedades elementares da convolugao

A convolucao de duas funcoes f e g é definida por

q*m@wz/f@—ymwwyz/}@mw—yMy

Obviamente, (f * g)(z) s6 esta definida para os valores de x para os

quais o integral converge.

EXERcicIo 53. Mostre que se f,g € L' entdo f* g € L.

Uma sucessao de funcoes p,, diz-se uma sucessao regularizante se

1. p, € C*;

2. pn 2 0;

3. [ pn=1;

4. supp pn C B1/»(0).
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Como mostra o exercicio seguinte, é relativamente simples de construir

uma sucessao regularizante:

EXERcICIO 54. Seja p € D(R?) uma fungdo ndo negativa com su-
porte em B1(0) e satisfazendo

/pd:c: 1.

(11) pn = np(nz)

Mostre que

¢ uma sucessao reqularizante.

PROPOSIGAO 1. Seja f € L'. Entdo

1. f*p, € C®. Adicionalmente, D(f * p,) = f* Dp, e, se
feCY, D(fxp,)=Df*py.

2. supp [ * pp, C supp f + B1/n(0)

3. f € CF entao f*p, — f em C*(K) para cada compacto K.

DEMONSTRAGAO. Para mostrar o primeiro ponto vamos observar que

Da(fW)pnlx )| < [max |Dpu(2)]] 1F(w)] € L.

Portanto, podemos passar a derivada para o interior do integral e obter

D, / F()oulz — y)dy = / (W) Dl — y)dy.

Aplicacao repetida do mesmo argumento implica, por inducao, que
pn * f € C®. No caso de f ser de classe C', procedendo de modo

similar, obtém-se

D, / F(x = )puy)dy = / D f(x — y)] puly)dy.

Para mostrar o segundo ponto é suficiente observar que, para

x € supp f + Bi/,(0),
se tem
flx—y)pn(y) =0,

para todo o y.
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O ultimo ponto pode ser provado do seguinte modo: assumindo que

f é continua, mostraremos que

pn* [ — f,

uniformemente em cada compacto; uma vez estabelecido este facto,

segue de primeira parte que, para funcoes C*,

D(pn* f)=pn*Df — Df,

uniformemente em cada compacto. Procedendo por indugao obtemos

o caso C*.

Para mostrar convergéncia uniforme, vamos recordar que, em cada
compacto K, a funcdo f é uniformemente continua. Portanto, existe
uma funcao w(d), o médulo de continuidade de f, ndo decrescente, com
w(0) =0, tal que

[f (@) = f(y)| < w(lz —yl),
se z,y € K. Assim, dado um compacto K, seja K = K + Bl/n(O).

[f (@) = (pn + f)(2)] < /\f(l") — [ =y)lpa(y)dy < w(l/n).

6. Espacos de Sobolev - 1

Os elementos de D’ tém um grau de diferenciabilidade insuficiente
para muitas aplicacoes. Assim, ha por vezes necessidade de considerar
espagos de distribui¢coes com um grau de diferenciabilidade mais ele-
vado. Os espagos de Sobolev sao espacos de fungoes cujas derivadas no
sentido das distribuicoes ainda sao funcoes e que satisfazem condicoes
adicionais de integrabilidade. Nesta sec¢ao vamos provar alguns resul-
tados elementares sobre espacos de Sobolev; o seu estudo sera desen-
volvido na secgao [4 do capitulo

Seja U C R? um conjunto aberto com fronteira OU regular. Os
espagos de Sobolev, WHP(U), sao espagos de fungoes u € L} (U) tais

loc
1

que a derivada no sentido das distribuigoes Du € L}, .(U) e que satis-

fazem

[ullwrr@) = llulle@) + [[Dull oy < oo
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De modo similar, os espagos W™P(U) sao espagos de fungoes u tais
que todas as derivadas no sentido das distribuigdes D%u, com |a] < m

sao elementos de LP. Estes espacos sao dotados da norma

lulwmo@y = D 1Dl o)

laj<m

Os espacgos W™P sao espacos de Banach, como se mostra na proxima
proposic¢ao:

TEOREMA 3. Os espagos W™P(U) sdo espagos de Banach.

DEMONSTRAGAO.  Seja u, uma sucessao de Cauchy em W™P(U).
Como u, é uma sucessao de Cauchy em LP existe u € LP tal que
u, — w em LP. De modo similar, cada uma das derivadas D“u,,, com
|a] < m, é uma sucessao de Cauchy em LP e, portanto, converge para

alguma funcao v,. E suficiente mostrar que
D% = v,,.

Para esse efeito seja ¢ € D(U). Entao
[ u)o =1 [ w00,
Tomando o limite n — oo temos

[ o= 1! [upr

ou seja, DU = v,. [ |

As funcoes de classe C* sao densas tanto nos espacos LP como nos

espacos de Sobolev.

LEMA 1. Seja f € LP(R?), 1 < p < co. Entao D(R?) € denso em
LP(RY).

DEMONSTRAGAO. Seja € > 0. Para provar o teorema é suficiente
mostrar que existe uma funcao g € D(R?) tal que

If =gl <e
Dado f € L? existe h; € LP com suporte compacto K tal que

€
|f =Pl < 3
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Existe também uma funcao continua h, com suporte compacto tal que
€
3

A funcgoes p, * ho convergem uniformemente para hs e tém suporte

[h1 — hol[r <

contido num compacto fixo K ligeiramente maior que K. Portanto,
para n suficientemente grande,
€
[ha = pn * hallzr < 3
Utilizando a desigualdade triangular temos

1f = pn* haloe < e

Portanto, escolhendo g = p,, * hy € D(R?), obtemos o resultado dese-
jado. [ |

ExERrcicio 55. Seja uw € LP. Utilize a Proposicdo |1 para mostrar
que pp *u — u em LP.

EXERcIcIO 56. Decida se D ou € sdo densos em L.

TEOREMA 4. Seja u € W™P(U). Entao existe uma sequéncia de

fungoes u, € C*(U)NC(U) tal que

|t — w||wme — 0.

DEMONSTRACAO. A prova deste teorema ¢é dividida nos seguintes
exercicios (ver também [Eva98])

EXERcicIO 57. Considere o caso U = R? e seja u, = p, * u. Use

o exercicio |99 para mostrar que D%u,, — D%u em LP.

No caso de U nao ser R? é necessério ter cuidado pois a convolucao
pn * u pode nao estar definida. Utilizando uma particao de unidade
sobre a fronteira podemos escrever u = ug + u; em que 1y tem suporte
compacto em U e wu; tem suporte numa vizinhanca suficientemente
pequena da fronteira. Basta mostrar que é possivel aproximar ug e
por funcdes em C°(U) N C(U)

ExERrcicio 58. Consideremos o caso em que u tem suporte com-

pacto em U. Seja, para i inteiro positivo,

1 1
W:{IGUZ , <dist(x,aU)<—,}.
1+ 2 l
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Seja m; uma particao de unidade subordinada a V; e aplique o exercicio
anterior a un;, de forma a mostrar que existe w; € D tal que
s = willwms < =
K3 K3 ’ — 21 N
Mostre que w =Y w; — u em W™ quando € — 0 e que w € C*(U)N
(o).

Seguidamente tratamos o outro caso:

ExERrcicio 59. Consideremos agora o caso em que u tem suporte
numa vizinhanca suficientemente pequena da fronteira. Localmente a
fronteira de OU pode ser escrita como um grdfico

Tn = f(xb to 7xn—1)7

e, locamente U = {x,, > f}. Utilize uma particao de unidade &; sobre a
fronteira e defina u$(xy, - x,) = E(x)u(y, -+, Tp_1, Ty +€). Aplique
0s resultados anteriores.

E também importante o seguinte espaco:

W"P(U) = fecho de D(U) em W™P(U).
ExXERcic1O 60. Mostre que se f € D eu € W™P entio fu € Wy™P.
EXERcic1O 61. Mostre que |z| € W2([0,1]).

EXERCICIO 62. Seja 1 : R? — R? um difeomorfismo com derivada

com inversa limitada e uw € WP, Mostre que u o € WP,

EXERcIcIO 63. Seja ¢ de classe C®(R) com ' limitada. Seja
u € WHP(By(0)). Mostre que ¥(u) € WHP(By1(0)) e que D(¢(u)) =
' (u)Du.

EXERCICIO 64. Seja u € C°(R x RY) uma solugdo cldssica de
Ut = Ugg,

tal que u(-,t) € W' para cada t > 0. Mostre que |Ju(-,t)||wi2m) <
(-, 0) Iz
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6.1. Resultados complementares. Para terminar esta discussao
preliminar sobre espagos de Sobolev, enunciamos em seguida alguns
resultados adicionais. Seguiremos de perto o livro [Eva98] e sé apre-
sentaremos os enunciados dos teoremas e alguns exercicios, omitindo

as demonstragoes.

6.1.1. Teorema do Traco. Em geral, as fungoes em LP nao tém val-
ores definidos em conjuntos de medida nula, uma vez que LP é um
espago de classes de equivaléncia de fungoes. E, portanto, surpreen-
dente que se possa determinar (no sentido definido no préximo teo-

rema) o valor na fronteira de uma fun¢ao em W™P.

TEOREMA 5 (Teorema do trago). Se U C R? for limitado e U de

classe C, entdo existe uma aplicacdo linear continua T, o traco em
ou,

T WhW(U) — LP(9U)

tal que Tu = ulsy para u € WHP(U) N C(U).

Uma versao deste teorema e a sua prova serao discutidas mais tarde

utilizando a transformada de Fourier.

6.1.2. Teoremas de Sobolev e Morrey. Tal como o teorema anterior
mostra, fungoes em espacos de Sobolev gozam de algumas propriedades
especiais. O proximo teorema, desigualdades de Sobolev e Morrey,
pode ser explicado informalmente do seguinte modo: em espagos de
Sobolev hd um controlo tanto sobre o valor médio da funcao, |lu|r»,
como das suas derivadas, ||Vul|/z»). Este controlo implica, dependendo
da dimensao do espaco, estimativas adicionais sobre o “crescimento da
funcdo” e, portanto, u estd num espaco LP, com p* > p, ou estimativas

sobre a “oscilacao da funcao” e logo u é Holder continua.

TEOREMA 6 (Teorema de Sobolev-Morrey). Seja U C RY um dominio
limitado e w € WYP(U). Entao, se

() 1<p<d,uel”, com]%: -
(2)p=d,uell, 1<qg<o0;
(3) d<p<oo,ueC?, ondeazl—%.

1.
d’

S =
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6.1.3. Compacidade. Sejam E e F dois espagos de Banach. Um
operador linear T' : ¥ — F' diz-se compacto se a imagem 7'z, de
qualquer sucessao limitada x, contém uma subsucessao convergente.
Em particular, se £ C F' é importante decidir se a injeccao [ : £ — F
definida por Ix = x é compacta.

TEOREMA 7 (Rellich - Kondrachov). Se U C R? for limitado e
1 < p < d entdo a injeccio WP C L4, com 1 < q < p* é compacta.

E de esperar que sempre que se tenha um controlo sobre o valor
médio de uma fungao ou o seu valor na fronteira e sobre a derivada,
se possa controlar a norma em WP, esta é a ideia da desigualdade de

Poincaré.

TEOREMA 8 (Desigualdade de Poincaré). Seja U compacto, conexo
e com fronteira C*. Se [, u =0 ouu € W, entio existe C > 0 tal
que
[ullzr < CllDule.

EXERcIcIO 65. Demonstre a desiqualdade de Poincaré utilizando
o teorema de Rellich-Kondrachov. Sugestao: se o teorema nao fosse

verdade, existiria uy tal que
/uk:() ou ukEWOl’p

e 1 = |lugllze > k||Dug||r». Mostre que u, — u em WP, através de
alguma subsequéncia. Mostre que Du =0 e ||u||L» = 1.

6.1.4. Aplicacoes a cdlculo de variagoes.

ExERrcicio 66. Considere o problema:

min /|Du|2+fu
uEI/Vol’2

1. Mostre que qualquer sucessao minimizante uy € limitada em
1,2
Wy~.
2. Mostre que através de uma subsequéncia up — u em L? e em
quase toda a parte.

3. Mostre que, através de uma subsequéncia, se necessdario, Duy, —
Du em L2.
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4. Utilize a desigualdade
/|Duk|2 > /|Du|2 + 2Du(Duy, — Du)

e a convergéncia fraca de Duy para mostrar que u € um minimo

do problema.

6.1.5. Quocientes diferenciais. As derivadas de funcoes em WP
podem ser aproximadas por quocientes diferenciais, tal como as derivadas

no sentido classico, ou no sentido das distribuigoes (ver exercicio [45]).

Seja u € WP, h € R. O quociente diferencial de u na direccao e;

u(z + he;) — u(x)
- :

TEOREMA 9 (Quocientes diferenciais). Seja 1 < p < 00 e u €

D'y =

WhP(U). Se V' é um aberto com fecho compacto em U entdo
ID"ull oy < CllDullow)-
Por outro lado, se u € LP e

sup D" u]| Loy < C,
entio u € WHP(V).

TEOREMA 10 (Rademacher). Seja f uma funcdio Lipschitz em RY.
Entao f ¢é diferencidvel quase em toda a parte.

7. Suporte e ordem de distribuicoes

O suporte de uma fun¢ao continua f é o fecho do conjunto dos
pontos z tais que f(z) # 0:

supp f = cl{z : f(x) # 0}.

De outro modo, x ¢ supp f se e somente se existir uma vizinhanca U
de x tal que f = 0 em U. Seja L uma distribui¢ao. Diz-se que um
ponto x nao pertence ao suporte de L se existir uma vizinhanca U de
x tal que, para todo o ¢ satisfazendo

supp ¢ C U,
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se tem
L(¢) = 0.

Assim, se a distribuicao L for uma funcao continua f, o seu suporte
coincide com o suporte de f.

ExXERcicio 67. Mostre que o suporte de uma distribuicdo é um

conjunto fechado.

EXERCICIO 68. Seja f uma fungdo em L} _(R?). Mostre que o

loc

suporte da distribuicao em D' definida por f, isto €,

o) = [ fo.

¢ o suporte essencial de f, ou seja, o complementar do maior aberto

onde f € identicamente nula quase em toda a parte.

ExEeRrcicio 69. Seja v € D'(R") dada por

V= Z 61/k
k=1

Determine u € D'(R) tal que suppu C [0,00) e u =v em Rt. Mostre
que existe mais do que uma extensio com estas propriedades.

PROPOSIGAO 2. Seja L € D' e ¢ € D. Se supp¢ NsuppL = 0
entao

Lé=0.

DEMONSTRACAO. Seja K = supp ¢ com K Nsupp L = ). Para cada
ponto x de K existe uma vizinhanga aberta U, tal que, para n € C2°

com
suppn C Uy,
se tem
Ln=0.

{U,, © € K} é uma cobertura de K. Como K é compacto, podemos
extrair uma subcobertura finita. Seja n; uma particao de unidade sub-

ordinada a esta subcobertura. Entao, como ¢ = >, 7,0,

L (Z w) =2 L(mio) =0.
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PROPOSICAO 3. As distribuicoes em E' tém suporte compacto.

DEMONSTRAGAO. Por contradigdo, vamos supor que L € £ nao tem
suporte compacto. Entao, existe uma sequéncia de funcgoes ¢, com
supp ¢, N B, (0) = () para as quais

L(¢n) # 0.

Por linearidade, podemos assumir L(¢,) = 1 apds normaliza¢ao conve-
niente. Porém, ¢, — 0 em &£, o que é uma contradicao. |

Exercicio 70. Seja L € D' uma distribuicio com suporte com-

pacto. Mostre que existe uma unica extensao de L a &.

Seja L € D'. Diz-se que L tem ordem localmente finita se, para
cada compacto K, existe NV inteiro e C' > 0 tais que para ¢ € D com
supp ¢ C K, se tem

IL(#)] < Cll9llen -
Uma distribuicao L € D’ diz-se de ordem finita se o inteiro N é in-
dependente do compacto. O sub-conjunto de D’ das distribuigoes de

ordem finita N denota-se por D'V.

PROPOSIGAO 4. As distribuicoes em D’ tém ordem localmente finita.

DEMONSTRAGAO. Caso esta estimativa nao fosse verdadeira, existiria
um compacto K e uma sequéncia de fungoes ¢,, com suporte em K tais
que

[L(¢n)| = Chllgnl

com C,, — 00. Definindo

Un

C"(K)»

_ Pn
VCallgnllenim)

obtemos v,, — 0. No entanto

| L(4n)| — o0,

o que contradiz a continuidade. [ |

EXERcic1o 71. Mostre que D'N C D'N*L. Decida se UyD'™N = D'.

EXERcicIO 72. Mostre que as distribuicoes com suporte compacto
tém ordem finita.
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Provas semelhantes as anteriores mostram que as distribui¢oes em
(CNY tém suporte compacto e que os elementos L € (CV)' satisfazem,

para fungoes ¢ com suporte num compacto fixo, ||L(¢)]| < C||¢]|on-

Uma série
o0
u = E U
k=1

de elementos u; € D’ diz-se convergente se para cada ¢ € D a série

o0

<ua ¢> = Z(uka gb)

k=1

é convergente.

EXERcicIO 73. Mostre que

+o0o
L= Y 56,

n=-—00
é um elemento de D’.
EXEMPLO 9. A distribuicao
+o0
¥

é um elemento de D’. No entanto, como nao tem suporte compacto,
nao pertence a &' <

ExemMpPLO 10. A distribuicao

+00
¢ Y ¢"(n),

n=—oo
que é um elemento de D', tem ordem localmente finita mas nao tem
ordem globalmente finita (ver exercicio [71]). <

EXEMPLO 11. & & D" (ver exercicio [36). Para mostrar este facto
seja 7 € D com n = 1 numa vizinhanga de x = 0. Entao

(&, sin(ka)n(a)) = —k,

para k € R. No entanto, |sin(kz)n(z)| < ||n|lr<- <






Teoremas de Estrutura

Este capitulo é dedicado ao estudo da estrutura de espacos duais
em diversos casos importantes: o dual de espagos de Hilbert, o dual de

Lr CleD'.

1. Teorema de Riesz para espacgos de Hilbert

Seja I/ um espago vectorial sobre R ou C. Um produto interno em
E é uma aplicagao (+,-) : E x E — R ou C, respectivamente, com as
seguintes propriedades:

L (z,y) = (y, 2);

2. (x,y +2) = (w,y) + (2, 2);
3. (2, Ay) = A, y);

4. (x,x) >0sex #0

ExXERcicio 74. Seja E um espaco vectorial dotado de um produto
interno. Mostre que

lz]| = (2, 2)"?

é uma norma em E.

Seja E espaco vectorial dotado de um produto interno. Dois vectores
x e y dizem-se ortogonais se (z,y) = 0.

EXERcicIO 75. Mostre que dois vectores nao nulos ortogonais sao

linearmente independentes.

EXERcicIO 76 (Teorema de Pitdgoras). Sejam xz ey dois vectores
ortogonais. Mostre que

Iz +ylI* = [l2]* + Iyl

41
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Um espacgo de Hilbert H é um espaco de Banach em que a norma
provém de um produto interno (-,-), ou seja, para x € H

Iz = (@, 2).

EXEMPLO 12. Podemos dotar R? com o produto interno usual

d
i=1

Assim, a norma em R" serd

d
lz)® = o
i=1

a norma euclideana. |

EXEMPLO 13. Seja p uma medida de Borel em R. O espaco Li é
dotado do seguinte produto interno

um:/mw
|

EXEMPLO 14. As técnicas de espacos de Hilbert podem ser uti-
lizadas em muitos problemas de equacgoes diferenciais parciais uma vez
que os espacos de Sobolev W™?2 sao espacos de Hilbert, dotados do
produto interno

(U, v)pme2 = Z (D%u, D) 2.

laj<m

<

Exgercicio 77 (Identidade de Polarizacao). Seja H um espago de
Hilbert sobre R. Mostre que

2 2

Tty =y
2 2

Generalize este resultado para espacos de Hilbert sobre C.

(z,y) =

Exercicio 78 (Desigualdade de Cauchy-Schwartz). Seja H um
espaco de Hilbert. Utilizando a desigualdade

(x4 Ay,x+ Ay) >0

para todo o N\, deduza que

|G, 9| < [l lllyll-
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Da desigualdade de Cauchy-Schwartz segue que, para y € H, a
aplicacao
z— (y, )

é um funcional linear continuo em H. O teorema de Riesz afirma que to-
dos os funcionais lineares continuos em H admitem uma representacao

como produto interno com um vector apropriado.

LEMA 2. Seja H um espaco de Hilbert, S # H um subespacgo

fechado. Entao existe um vector nao nulo ortogonal a S.

DEMONSTRAGAO. Sejay € H\S. Entao
0 < dist(y,S) = ifelg ly — ||

EXERcic1O 79. Demonstre a afirmacao anterior. Mostre que pode
ser falsa se S nao for fechado. Dé um exemplo.

EXERcicio 80. Mostre que os subespacos de dimensdo finita sdo
fechados.

Vamos comecar por estabelecer a existéncia de z € S tal que

(12) d(y,S) = lly — ||
O lema é uma consequéncia imediata deste facto pois, para qualquer

v € S se tem
ly — | < lly —z+v|* = |y — =|* + 2(y — =,v) + [|[o]]*,

o que implica (y — z,v) = 0 e, portanto, o vector y — x € S*.

Para estabelecermos a existéncia de tal vector, seja x,, uma sucessao

de elementos de S tais que

l2n = yll — d(y, 5).

Pretendemos mostrar que x,, é uma sucessao de Cauchy e, portanto,
convergente para um ponto x satisfazendo . Temos
120 = Zml* = 20 =y — (2 — Y)|I?
= 2|z, — y||2 + 2|z — ?/H2 — o0 + 2 — 2yH2'
Como Zutim ¢ G

l2n + 2 — 2y|* = 4d(y, S)*
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temos
20— 2mll” < 2l — Yl + 22 — Il - 4d(y, 5)?,
que converge para zero quando n,m — oo. |

TEOREMA 11 (Teorema de Representagao de Riesz). Seja H um
espaco de Hilbert dotado de produto interno (-,-) e H' o seu dual.
Entao, para cada elemento u* € H', existe uw € H tal que

(u*,v) = (u,v) Vv e H.

DEMONSTRAGAO. Seja u* € H'. Como o caso u* = 0 é trivial,
podemos assumir que u* # 0. Consideremos o conjunto

K={veH: (u,v) =0}

Como u* é continuo, K é um subespaco fechado que é distinto de H
pois u* nio ¢ identicamente nulo. Seja w € K+ com |Jw| = 1, este

vector existe pelo lema 2] Vamos escolher
u = (u*, wyw.
Pretendemos mostrar que
(u, 2) = (u", 2),
para qualquer z € H. Se z € K esta afirmacao ¢ trivial. Para z = u,

(u*,u) = (u*, w)?

(u,u) = (u*, w)?
Portanto, para qualquer A € Re v € K, temos
(u, A\u +v) = (u*, Au + v).
O ultimo passo do teorema é deixado como exercicio:
EXERCcIcIO 81. Seja 2 € K+. Mostre que existe \ tal que
z = A\u.

Mostre que, como consequéncia, qualquer elemento z de H pode ser

escrito na forma z = Au+v com A €ER ev € K.
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Exercicio 82 (Desigualdade de Bessel). Seja H um espago de
Hilbert e {ey,--- ,ex} um conjunto ortonormado em H. Mostre que

para cada x € H
k

D (we)” < lz)”
i=1
Sugestao: Calcule
k

T — Z(m,ei)ei

i=1

Exercicio 83. Seja H um espaco de Hilbert e {ex,k € N} um
congunto ortonormado em H. Mostre que

Z )\kek
k

converge se e somente se Y, A\i € convergente.

1.1. Teorema de Lax-Milgram. Em aplicagoes, ¢ muitas vezes
utilizado o seguinte resultado, o teorema de Lax-Milgram, que é uma
consequeéencia do teorema de Riesz.

TEOREMA 12 (Lax-Milgram). Seja H um espaco de Hilbert com

norma || - ||, produto interno (-,-) e aplicagao dual (-,-). Seja
B[-,-]: Hx H—R

uma forma bilinear continua, isto €,
| Blu, v]| < affull[|v]]

e coerciva
Blu,u] > flul|*.
Seja f € H'. Entao existe u € H tal que

Blu,v] = (f,v) Vv e H.

DEMONSTRAGAO. Para u fixo, o funcional
v — Blu,v]

¢ um funcional linear continuo. Logo, pelo teorema de Riesz, existe um

elemento w € H, que depende de u e denotamos por

w = Au,
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tal que
Blu,v] = (Au,v).

Vamos mostrar que o operador A é um operador linear continuo.

Para mostrar linearidade basta observar que para todo o v € H
(A(Mug + Agug),v) = B[Ajug + Aqug, v] =
= M Bluy, v] + Ao Blug, v] =
= A\ (Auqg, v) + A2 (Aug, v),
o que implica
A(AMug + Aug) = M A(uy) + A2 A(us).
A continuidade segue da estimativa:
[ Aul|* = (Au, Au) = Blu, Au] < a]lul|]| Aul,
e portanto
[Aul| < afjul|.
Por coercividade temos
Bllull* < Blu, u] = (Au, ) < || Aull[|ull,
logo
(13) [ Aul| > Bful|.

Consequentemente, A é injectivo.

Seguidamente vamos mostrar que a imagem de A, R(A), é um sub-
espaco fechado em H. Para este efeito, consideremos uma sucessao v,
na imagem de H que converge para um vector v. Podemos escrever
v, = Au,. Da estimativa segue que u, € uma sucessao de Cauchy

e portanto convergente para algum vector u € H. Como A é continuo
Au = wv.

Finalmente, vamos mostrar que a imagem R(A) de A é H. Para
isso, seja w € R(A)*. Entao
Bllwl* < Blw,w] = (Aw,w) =0

e, portanto, w = 0. Em conclusao, acabamos de mostrar que A tem

inversa continua.
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Novamente, pelo teorema de Riesz, existe w tal que
(fiv) = (w,v),
e, consequentemente, como A é invertivel, existe u tal que
Au = w,

ou seja,
Blu,v] = (Au,v) = (w,v) = (f,v),
para todoowv € H. [ |
ExXEMPLO 15. Consideremos o problema de encontrar u € W12 (R?)
tal que
—Au+eg-Du+u=f,

em RY, para f € L?, g € L™ e € suficientemente pequeno. Isto significa
que para todo o v € W12

B[u,v]:/DuDv+€vg-Du+uv:/fv.

Temos |Blu, v]| < ||u|lwrz||v]wiz, e, se € for suficientemente pequeno,
Blu,u] > $||ul[}12. Adicionalmente,

/s

Assim, o teorema de Lax-Milgram garante a existéncia de solugao u €
w2, <

< Il ellollwae.

EXERcicI0 84. Seja (a;;(x)), bi(x), c(z) fungoes de classe C™ glob-
almente limitadas, a;; uniformemente definida positiva, d; constantes
arbitrdrias e g € L*(RY). Mostre que, para \ suficientemente grande,
eziste u € WLY2(R?) satisfazendo

— (a4 (T)Us, ) o, + bi(2)Ug, + (A +c(2))u = d;iga,.

2. Teorema de Radon-Nikodym

Sejam p e v medidas de Borel em R". A medida p diz-se absolu-

tamente continua com respeito a v se para cada conjunto A tal que

v(A) =0 se tem p(A) = 0.
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TEOREMA 13 (Radon-Nikodym). Sejam p e v duas medidas finitas
de Borel em R%. Se v € absolutamente continua com respeito a pu entdo

existe uma funcao mensurdavel nao negativa f tal que

V(A):/Afd,u.

DEMONSTRAGAO. Consideremos a medida A = u + v. O funcional

L(h) = / hdp

¢ um funcional linear continuo em L3. Assim, o teorema de repre-

sentagdo de Riesz para espagos de Hilbert implica que existe g € L3

/hd,u: /hgd/\.

Temos g > 0, A quase em toda a parte. O conjunto N = {g = 0} tem

tal que

medida g nula pois
u(N) = [ gir=o
N

o que implica que g > 0, u quase em toda a parte. Assim,

/ g tdp = / d,
An{g>0} An{g>0}

para cada conjunto A mensuravel. Temos também 0 < g < 1, A quase
em toda a parte, uma vez que

/gdA:/dug/d,u—i-/dV:/d)\,
A A A A A

e, da ultima identidade conclui-se que

V(A):/Ad/\—/Adu:/A(l—g)d/\.

o) = [ (=)™

Consequentemente, o teorema esta demonstrado para

f=0-g)g7"

Portanto,
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3. Decomposicao de Riesz-Markov

Um espaco E de Banach de funcgoes reais diz-se um recticulado se
contém as constantes e se f, g € E entao min(f, g), max(f,g) € E. Um
recticulado diz-se regular se as fungoes limitadas sao densas e |f| < |g|
implica || f|| < |lg||]. Um funcional linear continuo L num recticulado
diz-se positivo se para todo o f > 0 se tem L(f) > 0.

EXERcicIO 85. Seja U C R um conjunto aberto. Mostre que C(U)

¢ um recticulado reqular.

EXERcicIO 86. Seja U C R um conjunto aberto. Identificando o
conjunto R com as fungdes constantes, mostre que C.(U) ® R, dotado
da norma do supremo, é um recticulado reqular.

ExERcicio 87. Seja K C R? um conjunto com medida finita.

Mostre que LP(K) é um recticulado reqular.

TEOREMA 14 (Decomposigao de Riesz-Markov). Seja E um recti-
culado reqular e L um funcional linear continuo em E. Entao existem
funcionais lineares positivos LT tais que

(14) L=Lt'—1".

DEMONSTRAGAO. Como o recticulado é regular é suficiente mostrar
que a restricao de L ao conjunto das fungoes limitadas pode ser escrita
na forma em que LT sao operadores lineares limitados. Vamos
definir, para f > 0

LT(f) = sup L(p).
0<p<f
Claramente LT > 0 ese A > 0, LT(Af) = AL*(f).
LEMA 3. Sejam f, g funcoes nao negativas em E. Entao

LT (f4+g)=L"(f)+L"(g)

DEMONSTRAGAO. Claramente se 0 < ¢ < fe 0 < ¢ < g temos
¢+ < f+ g, o que implica

LT(f+9) > L7(f) + L7 (g).

Para mostrar a desigualdade oposta seja 0 < ¢ < f + g e consideremos

¢=min(p, f) YP=p—-0¢<yg.
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Entao
L(yp) = L(¢) + L(y) < L™(f) + L™ (g),
o que implica
LY(f+g9) <L7(f) + L7 (g).

Se f é uma fungao limitada vamos definir
L*(f)=L"(f+N)—L"(N),

onde N é tal que f + N > 0. Como L*(f+ N+ M) =L"(f+ N)+
L*t(M), a definicao de L™ nao depende da escolha de N. Assim, o
funcional L™ fica definido para todas as funcoes limitadas em E e é
linear neste subespaco. Por densidade, estende de forma tunica a FE.

Como
L(f) < L7(f),

o funcional L~ = L™ — L é positivo.

Falta mostrar que L™ é um funcional linear limitado. Seja f € F e
consideremos a decomposicao f = f+ — f~. Temos

LD LSO+ LTI CUTIT+ LD < ClA-
[ |
EXEMPLO 16. Seja U um aberto de R? e L um funcional linear
continuo em C,(U). Identificado R com as fungdes constantes, consi-

deremos o espago C.(U) @ R dotado da norma do supremo. Vamos
construir uma extensio L de L a C,(U) & R do seguinte modo:

~

Ly + k) = L(p),

para ¢ € C.(U) e k € R. Temos

Il < 2l + kll o,
para qualquer k € R e ¢ € C,(U). Assim,

L+ k)| < Cllglle < 2C) gl
Pelo teorema anterior L pode ser escrito como
L=IL"-1",

para funcionais positivos L*. A restricao de L* a C.(U) produz uma

decomposicao de L em funcionais positivos.
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EXERCICIO 88. Seja L um funcional linear continuo em LP(R?).
Mostre que L pode ser escrito como L = Lt — L™ em que L* sdo
funcionais positivos em LP(RY). Note que o teorema anterior ndo se
aplica uma vez que LP(R?) ndo contém as constantes pelo que ndo ¢
um recticulado, mas um argumento de aproximacao elementar permite
circundar este problema.

ExErcicio 89. Seja L € £'(R?) um funcional positivo. Mostre que
L tem ordem 0. Sugestao: como L tem suporte compacto, pode substi-
tuir R? por wm compacto fizo e argumentar por contradicdo, assumindo
que ezistem elementos ¢, € E com ||¢p||~ < 1 tais que |L(¢n)| > n
e utilizando-os para construir uma fun¢ao nao negativa ¢ para a qual

L(¢) <0.
4. Dualidade em [P

O objectivo desta seccao é o de caracterizar o dual dos espagos LP.
No caso de p = 2, o teorema da representacao de Riesz ja estudado
mostra que o dual de L? pode ser identificado com L?. O préximo
exercicio sugere que talvez seja possivel identificar o dual de L” com

outros espacos LP:

ExErcicio 90. Seja 1 < p < oo, % + z% =lege L¥ . Mostre que
£ [ £

TEOREMA 15 (Riesz). Seja 1 < p < oo, %—1—1% =1,eL e (L.
Entdo existe g € LP tal que

Li= [ fs

DEMONSTRAGAO. Seja L um funcional linear continuo em LP. Pelo

define um elemento de (LP)'.

teorema [14] e exercicio podemos supor que L € positivo. Podemos
utilizar o funcional L para definir uma medida g em R™ do seguinte
modo:

1(A) = (L, 14),
com a convencao de que u(A) = oo se a medida de Lebesgue de A for
infinita.
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EXERcicio 91. Mostre que j € de facto uma medida em R", ou
seja, se {A;} € uma familia contdvel disjunta de conjuntos mensurdveis
entao

pUA) =Y ().
EXERcicIO 92. Mostre que se f € LP entdo

(L.1) = [ sn

Claramente a medida g é absolutamente continua em relacao a

medida de Lebesgue e, portanto, pelo teorema de Radon-Nikodym,

[ fin= [ oz

para alguma fungao g € L} .. Assim, basta mostrar que g € L?, o que

temos

segue do exercicio [ |

Seja 1 < p < oo. Uma sucessao fr € LP converge fracamente para

fem LP se
/fkgﬂ/fg,

para todo o g € L”'. Escreve-se f, — f.

Exercicio 93. Mostre que para 1 < p < oo existe um conjunto

contavel denso em LP.

TEOREMA 16. Seja 1 < p < o e fr uma sucessao limitada em LP.
Entao, existe f € LP e uma subsucessao fy, tal que

Jo, = -

DEMONSTRAGAO. A prova é deixada como exercicio:

EXERcicio 94. Utilize o exercicio @ e 0o método da diagonal de

Cantor para construir uma subsucessao tal que

/fkg

¢ convergente para todo o g € L. Mostre que este limite define um
funcional linear em L¥ . Utilize o teorema para terminar a demons-
tracao.
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EXERcicIO 95. Mostre que uma sequéncia de funcoes em L' fraca-
mente convergente pode nao convergir fracamente para uma funcao em

/fkg

seja convergente para todo o g € C., sem que exista f € L' tal que

/fkg—>/fg-

Mostre que o limite fraco de uma sequéncia de funcoes em L' pode

L', ou seja, pode acontecer que

ser identificado com um elemento de (C.). Utilize o teorema |15 para
caracterizar o limite.

ExXERcicio 96. Seja f, > 0 uma sucessao de fungoes em L' que

satisfaz
sup/fn log(1+ f,) < oo.

Mostre que existe f € L' tal que f, — f em L'.

5. Teorema de representacao de Riesz

Esta seccao é dedicada a um resultado central da teoria da medida,
o teorema de representacao de Riesz. Este caracteriza o dual de C,
como sendo o conjunto das medidas com sinal, ou seja a diferenca de
duas medidas positivas. A motivacao para este resultado é dada no

exercicio seguinte:

EXERcICIO 97. Sejam p* medidas de Borel positivas e localmente

(L.6) = [ oaut - [ odu-

Mostre que L é um elemento de C..

finitas. Seja

TEOREMA 17. Seja L € C'. Entao existem duas medidas pu* posi-
tivas e localmente finitas tais que

(15) (L.6) = [ odu* - [ oan.
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DEMONSTRAGAO. Pelo teorema e exemplo [16] basta considerar
o caso em que L > 0 e mostrar que existe uma medida p positiva e

localmente finita tal que

(L.6) = [ odu

Vamos definir esta medida do seguinte modo: para um conjunto
aberto A

pA) = sup (L, 9);
1]l oo <1,6€C. A

Para um conjunto arbitrario F, seja
E) = inf A).
ﬂ( ) Aww;g,ECAM( )

Iremos provar que p é uma medida exterior, para a qual os Borelianos

Sa0 mensuraveis.

LEMA 4. p é uma medida exterior, isto é,

L. u(@) =0
2. A C B implica p1(A) < u(B)
3. € contavelmente subaditiva, isto €, se E = UE; entdao

p(E) < 3 ()

DEMONSTRACAO. As duas primeiras afirmacoes do lema sao evi-
dentes, sendo a terceira a unica que requer discussao. Comecemos por
mostrar subaditividade nos conjuntos abertos. Seja A um conjunto
aberto e {A4;} uma familia de abertos tal que A = UA;. Seja ¢ uma
fungao continua, ||¢[| =~ < 1, com suporte compacto contido em A. Seja
A;, i € I, uma cobertura finita do suporte de ¢ e {¢;} uma partigdo
de unidade associada a esta cobertura. Entao
¢ = Z PiP,
iel
e, portanto,

(L,¢) = Z<L>%’¢> < ZM(Ai) < ZM(Ai)-

iel i€l %

Consequentemente, tomando o supremo em ¢,

p(A) < 37 (A0,
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O caso de conjuntos gerais segue facilmente da definicao, como se
mostra em seguida: seja A um conjunto aberto contendo F e A; um

conjunto aberto contendo F;. Entao
p(E) < p(AN(UA)) <D u(AinA) <> (A

o que implica, tomando o infimo em A; tal que E; C A;, que

p(E) <3 n(Ey).

LEMA 5. Para qualquer conjunto aberto A temos

n(A) =sup {u(U) : U C A, U aberto}

DEMONSTRACAO. E suficiente observar que

w(A)=  sup (L,¢)
$eCe(A),|p|<1
= sup sup (L, ¢)

UCA,U aberto ¢pcCc(U),|¢|<1
=sup {u(U) : U C A, U aberto} .

Recordamos ao leitor que um conjunto B se diz mensurdvel se, para

qualquer conjunto F,
u(E) = p(EN B) + p(E N B°).

Pela definicao de p ¢ suficiente mostrar a identidade anterior para
conjuntos abertos E. Como os conjuntos mensuraveis formam uma
o-algebra, se provarmos que os conjuntos fechados sao mensuraveis

mostramos que g quando restrita a o-algebra de Borel é uma medida.

LEMA 6. Os conjuntos fechados sao mensurdveis e portanto . quando

restrita a o dlgebra de Borel € uma medida.

DEMONSTRAGAO.  Seja F' um conjunto fechado e A um conjunto
aberto. Pela subaditividade é suficiente mostrar que

u(A) > (AN F) + (AN F).
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Pelo lema anterior existe um aberto U tal que U C AN F¢ e
w(U) > p(ANF) —e.
Seja V=ANU° Temos ANF CV eUNV =0, portanto
PANFE)+ p(ANF) < pw(U) + e+ p(V) < u(A) + e,

fazendo € — 0 obtemos a desigualdade pretendida. "

Finalmente queremos mostrar que

(L.6) = [ odu.

Podemos, sem perda de generalidade assumir ¢ > 0. Para o efeito seja

n fixo e consideremos os seguintes conjuntos
Ay ={z:np >k—1}.
Seja
1 em Agiq
O =S no(x) — k+ 1 em A\ Ay
0 em Aj.

Claramente ¢y, é continua e
1
- E Ok = ¢
n
k

Por outro lado

e quando n — oo ambos os termos extremos da desigualdade tendem
para [ ¢dp. [ |

EXEMPLO 17. Seja U C R? um conjunto com interior nao vazio. O
conjunto BV (U) das fungoes de variagao limitada em U é constituido
pelas fungoes f € L'(U) tais que a sua derivada no sentido das dis-
tribuigdes é um funcional linear continuo em C.(U), ou seja

/fdivgo

para todo o ¢ € C,(U;R?). Pelo teorema da representacao de Riesz,

< Ol ey,

existem medidas p;, © = 1...d tais que

/fdivsoZ/%dm.
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<

EXERcicIO 98. Um conjunto E C R? diz-se de perimetro finito se
1g, a funcdo caracteristica de E, for uma func¢ao de variagao limitada
em R Suponha que a fronteira de E é uma variedade d — 1 dimen-
sional. Determine a medida que representa a derivada de 1g. Mostre

que

sup /divgp
Il Loo <1,peC(RY) J E

¢ a drea d — 1 dimensional da fronteira de E.

EXERcic1o 99. Mostre que

1y = [l +  sup / fdive

lpllLoe <1

define uma norma para as funcoes BV .

6. Teorema de Hahn-Banach

Antes de provarmos o teorema de estrutura de distribuigoes neces-
sitamos de um resultado preliminar, o teorema de Hahn-Banach. Este
garante que qualquer funcional linear definido num subespago de um
espago vectorial normado pode ser estendido, sem aumentar a norma,
a todo o espago.

TEOREMA 18 (Hahn-Banach). Seja E um subespago de um espago
vectorial normado F. Seja L um funcional linear continuo em E.
Entao existe um funcional L que estende L a F' e tal que

1Ll = IIL].

DEMONSTRAGCAO. A ideia central deste teorema consiste em mostar
que, dado um funcional linear continuo definido num subespaco, é sem-
pre possivel estende-lo a um subespaco maior sem aumento norma. Isto

é feito no seguinte lema:

LEMA 7. Seja E um subespaco de um espaco vectorial normado F
e seja L um funcional linear continuo definido em E. Seja xo € F
tal que xg & E. Entao L pode ser estendido sem aumento de mnorma a
E @ x.
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DEMONSTRAGAO. Sem perda de generalidade podemos assumir ||L|| =

1. Em primeiro lugar vamos considerar o caso do corpo dos escalares
ser R.

Uma vez que qualquer vector em E & xy pode ser escrito de uma
unica forma como x + axg, com x € E, para definir a extensao de L a
E & zy é suficiente especificar L(xg) = y. Queremos mostrar que isto

pode ser feito sem aumento de norma, ou seja que
|L(z) + afo| < ||z + axol|,
ou, de modo equivalente,
x x
[L(=) + Fol < [[= + xoll.
o) !
Queremos assim, mostrar que existe um valor 3y € R para o qual
|L(x) 4 Bo| < [l + ol|,
para todo o x € E. Sejam x,y € F,
L(z) = L(y) < [lz — yl| < |lz + 2ol + [ly + zol|.
Portanto
L(z) = [lz + 2oll < L(y) + lly + -
Vamos escolher entao (3
sup L(z) — ||z + zo|| < =0 < inf L(z) + ||z + 0|,
pois assim
L(z) + Bo < ||z + z0| L(z) + Bo > —||x + zol.

No caso de o corpo de escalares ser C procedemos do seguinte modo.

Podemos considerar F' como um espaco vectorial real e escrever
L(z) = R(z) + il (),

em que R e I sao, respectivamente, a parte real e imaginaria de L.
Claramente R e [ sao funcionais lineares reais. Por outro lado, como

L(iz) =iL(x),
temos
R(iz) + il (ix) = iR(x) — I(z),
ou seja I(ix) = R(x). Como i* = —1, I(z) = —I(i*z) = —R(iz). Logo

L(z) = R(z) +il(z) = R(x) — iR(ix).
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Pela parte anterior da prova, o funcional R pode ser estendido para um
funcional R, sem aumento de norma, definido no espaco vectorial real
E & xy. Vamos definir a extensao de L ao espago vectorial complexo

E @ xq através de
L(z) = R(z) — iR(ix).

Exercicio 100. Mostre que L éum funcional linear sobre o corpo

de escalares C.

Finalmente queremos mostrar que H[:H = 1. Para o efeito, seja x
um vector arbitrério e seja A € C, com |A| = 1 tal que A\L(z) € R.
Entao

A

|L(x)| = |L(Az)| = |R(w)| < ||].

Uma vez estabelecido este facto o resultado é obtido utilizando o
lema de Zorn. De facto, o conjunto de todas as extensoes de L ¢é
um conjunto parcialmente ordenado com respeito a seguinte ordem
parcial: L; < Ly se dom Ly C dom Ly e Lyi(x) = Lo(x) para = €
dom L;. Obviamente qualquer cadeia de extensoes tem um majorante
e, portanto, pelo lema de Zorn, existe uma extensao maximal. O lema

anterior implica que dominio desta extensao tem que ser F. |

ExERcicio 101. Seja E um espaco de Banach e F um subespaco
fechado de E. Mostre se F' # E existe um funcional linear continuo -y

nao nulo tal que y(F) = 0.

Exercicio 102. Seja E um espaco de Banach tal que E' € reflexivo
(ver exercicio|1(] e comentdrio imediatamente a sequir). Mostre que E
também € reflexivo. Sugestao: mostre que se E nao for reflexivo, existe
um funcional nao nulo v € E" satisfazendo, v(F) = 0. Mas entdo,
identificando v com o elemento correspondente de E', temos y(E) = 0,

o que implica v = 0.

EXERcicIo 103. O objectivo deste exercicio é o de apresentar uma
prova do teorema de Riesz para LP baseada no teorema de Riesz para
espacos de Hilbert. Seja K C R? um conjunto com medida finita.
Utilizando o teorema anterior,

1. Mostre que (L*(K)) = L*(K).
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2. Mostre que (LP(K))' = LY(K), com 1 <p < 2e % —1—5 =1.
Sugestao: Considere a restricio dos elementos de (LP(K))" a
L*(K). Mostre que qualquer elemento de (LP(K))" pode ser
identificado com uma funcio L*(K); sequidamente utilize o
eTercicio para mostrar que esta funcdo é um elemento de
LA,

3. Mostre que LP(K) € reflexivo para p > 2 utilizando os ex-
ercicios (9 e[10.

4. Utilize o exercicio para mostrar que LP para p < 2 € re-
flexivo, isto €, (LP)" = LP.

5. Mostre que (LP(K)) = LY(K), com2 <p < oo e %—l— % =1.

Estenda os resultados anteriores para o caso em que K nao tem medida
finita.

7. Estrutura local de distribuicoes

TEOREMA 19. Seja L um elemento de D', K um compacto fixo e
N, tal como na proposi¢ao [f, a ordem de L quando restrito a fungoes
com suporte em K. FEntao existem medidas localmente finitas (ji,),
indexadas com o multiindice o, com |a| < N e , tais que para ¢ € D
com

se tem

L@ = Y [ Dodu.

DEMONSTRACAO. Vamos considerar o espaco vectorial
-
la|<N

dotado da norma

1(fadllx = D W allzee

lo|<N

Seja Y o subespago de X composto pelos elementos da forma y =
(D¥@)jaj<n com ¢ € D e supp ¢ € K.
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Em Y defina-se o funcional L por

se y = (DY@)jaj<n- Este funcional satisfaz

IL(y)| < Cllyll,

e portanto, pelo teorema de Hahn-Banach (teorema , pode ser es-
tendido para um funcional L definido em todo o espaco X.

Nos elementos de X da forma 7,10 = (0,--- ,4¢,---,0), onde 1
aparece na coordenada « e suppvy C K, temos

Lra) = [ v

pois o funcional
Y = L(1a1))
¢ um elemento de C!.

A linearidade implica o resultado pretendido. |

EXERCicIO 104. Mostre que a decomposicio do teorema[19 ndo é

unica pois existem medidas ., nao nulas, tais que
> [ Dodu. o

para todo o ¢ € D.

8. Estrutura global de distribuicoes e aproximacao

O teorema de estrutura local permite caracterizar globalmente qual-
quer elemento de D’ utilizando o seguinte artificio: seja {n;} uma
coleccao de fungoes C°° com suporte compacto tais que

anzl
J

em R? e tais que em cada ponto apenas um nimero finito de 7; é que
sao diferentes de 0. Seja L € D’. Entao

L=Y I
J
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onde (L;,¢) = (L,n;¢). Assim, qualquer elemento de D’ pode ser
escrito como uma soma de distribuicoes com suporte compacto aos

quais o teorema de estrutura local pode ser aplicado.

ExXERcicio 105. Mostre, utilizando o teorema de estrutura de dis-
tribuicoes e os comentdrios anteriores que qualquer elemento de D'N

pode ser estendido para CN.

ExErcicio 106. Seja L uma distribuicdo com suporte compacto.
Seja p, uma sucessao reqularizante. Mostre que a sequéncia L, dada

por

converge em D' para L. Mostre, utilizando o teorema de estrutura de

distribuicoes que cada L, pode ser identificado como um elemento de

D.

ExEercicio 107. Mostre que se v € D'(R) satisfaz Dv = 0 entdo v
é constante.

Sugestao. Observe que qualquer ¢ € D(R) pode ser escrito como
¢ = en(x) + Db,
onden € D € fiza, com [n#0 ety €D

ExEercicio 108. Seja v € D'(R). Determine u € D'(R) tal que
Du = .

Sugestao. Use que se ¢ = D1 entio (u,¢) € definido por
<U, ¢> = <U, DZZ’) - —<U7¢>-

Escreva ¢ € D como

¢ =cn+ Di.
9. Distribuicoes com suporte num ponto e divisao

O teorema de estrutura de distribuicoes estudado anteriormente
¢é demasiado geral para caracterizar com precisao certas distribuicoes
especiais. Nesta seccao estudamos com mais detalhe a estrutura de dis-
tribuig¢oes com suporte num ponto e aplicamos os resultados ao estudo

da divisao de distribuicoes por funcoes.
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PROPOSIGAO 5. Seja L € D'V (R?) com suporte em {0}. Entdo

<Lv¢> =0

se D*¢(0) = 0 para todo o multiindice o, com |a] < N.

DEMONSTRAGCAO. Seja ¢ € D com ¢ = 1 em By/»(0) e ¢y = 0 no

complementar de B;(0). Temos

(L,0) = (L, o) (2 ).

€
Aplicando as estimativas de seminormas ao termo da direita temos

(Lol <0 1D o ()]l

la|l<N
=0 3 10° [ (7)) e~ cs.00.

la]<N

devido ao suporte de . Como em B,(0) se tem DP¢ = O(eN+1-10l),
obtemos a seguinte estimativa:

(Lol <C Y 1D%E@D (¥ (%)) e
la+B|<N

<C Y CNTEIERl = Oe).

la+B|<N

Fazendo € — 0, obtemos

(L, )| = 0.

TEOREMA 20. Seja L € D'V (RY) com suporte em {0}. Entdo

L= Z coD*.

lal<N

DEMONSTRACAO. Sejam ¢ e 1 duas funcgoes cujas N primeiras
derivadas coincidem em x = 0. Pela proposi¢io b L(¢ — ¢) = 0,

ou seja,
(16) Lo = L.
Sejam 7 € D, idénticamente 1 numa vizinhanca de z = 0, e ps o

polinémio de Taylor até a ordem N de ¢. De obtemos

Lo = L(npy)-
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Mas entao
D*p(0 o o
L(nps) = Y a,( )L(nx )= > (D6, 0),
|| <N ' |a|] <N
com
. — Ln?)
Al

ExERcicio 109. Mostre que c, nao depende da escolha de n, desde

que cumpra as condicoes da demonstracao.

Seja f € £, sem zeros e v € D'. A tinica solucao u € D' de

Ju=w,
v

u=-.

f
No entanto, se f tiver zeros tal nao é necessariamente verdade.
ExXEMPLO 18. Seja u € D'(R). Entao, a solugao geral de
zu =0

é u = ¢ para ¢ € R. Com efeito, consideremos 1) € D arbitraria. Seja
1 € D idénticamente 1 numa vizinhanca de z = 0. Podemos escrever

¥ = 0)n(z) + zé(x)
com ¢(x) € D. Portanto

(u, ¥) = ¥(0)(u,n) + (zu, §) = c(6,v),
para ¢ = (u,n), pois (zu, ¢) = 0. <

10. Aplicacoes a equagoes diferenciais

ExeEMPLO 19. Consideremos, em D’'(R), a equagao diferencial
Du + Mu = 0.
Multiplicando a equacdo por e’ temos

D(eMu) =0,
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ou seja, My =C e, portanto,
u=Ce ",
<4

ExEeRrcicio 110. Considere ¢ € C®(RY) com um zero simples em
x =0 e diferente de zero em RN\{0}. Seja u € &'(RY) uma solugdo de

ou = 0.

Mostre que
u = co.

EXERcic1o 111. Mostre que a solucao geral de

"u =0
em D'(R) ¢
m—1
u = ;0@
=0

ExeEMPLO 20. Consideremos em D’(R) a equagao diferencial
u+ xDu = 0.
Podemos reescrever a equacao como
D(zu) =0,
e, portanto,
xu = Cy,
ou seja,
1
U =pv— +0,
x
onde v ¢ a solucao de xv = 0, que pelo exercicio anterior é
v = 025
<

ExErcicio 112. Seja u € &'(R?) uma distribuicdo com suporte

em x = 0, ¢ uma fungdo diferente de zero em RI\{0} e satisfazendo
D*¢(0) =0 para |a] < N e

ou = 0.

U= Z Co DO.

la|]<N

Mostre que
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ExERrcicio 113. Calcule todas as solugoes u € D'(R) de
x"u = sin z.
ExEercicio 114. Calcule todas as solugoes u € D'(R) de
(sinz)u = cosz.
Exgrcicio 115. Em D'(R), resolva a equagio diferencial
Upy + Au = 0.
EXERcicIO 116. Para X\ > 0, resolva a equacao diferencial
xDu — Au =0,
com u € D'(R).

ExERrcicio 117. Determine em D'(R) todas as solugoes da equagdo
diferencial

TUu; + 2u = 0.

11. Produto tensorial
O produto tensorial L, ® J, de duas distribuicoes L, e J, resp. em
D'(R™) e D'(R™) é um elemento de D'(R"*™) definido por

(Lo @ Jy, 0(2,y)) = (L, (Jy, 6(2,9)))-

Uma aplicacao simples do teorema de Fubinni e do teorema de estrutura
mostra que

(Lz, (Jy, (2, y))) = (Jy, (La, 0(2,9)))-

EXERcIcI0 118. Determine o produto tensorial de 6, ® 0,.

Exercicio 119. Sejam L e J duas distribuicoes com suporte A C
R"™ e B C R™, respectivamente. Mostre que o suporte de L& J é Ax B.

ExERcicio 120. Mostre que se pode definir de forma andlogao pro-

duto tensorial de dois elementos de £ e que € elemento de E'.
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12. Convolucao e solugoes fundamentais

Sejam f,g € L'. A convolucao de f com ¢ é

(F+9)) = [ o= v)aty

Podemos encarar f * g como uma distribuicdo em D’ definida por

<b|—>/fx— dydx—/f o(z + y)dzdy.
Isto sugere definir a convolugao de duas distribuicoes L e J através de
(17) (LxJ,¢) = (L ® Jy, d(x +y)).

No entanto, uma vez que a fungao ¢(x + y) € D a convolugao de duas
distribui¢oes pode nao estar bem definida. Por exemplo 1 % 1 nao esta
bem definido por . Assim, é necessario investigar condicoes sobre
as quais a distribui¢do L, ® J, € D’ pode ser estendida ao conjunto

das fungoes da forma ¢(x + ), com ¢ € D.

Se ¢ € D a fun¢ao ¢(x + y) tem suporte numa vizinhanga da di-
agonal z + y = 0. Esta observacao motiva a seguinte definicao: duas
distribuicoes L, J € D'(R?) tém suportes bem associados se, para cada

R > 0, o conjunto
{le+y| <R}nsuppL ® J

é compacto.

TEOREMA 21. Se L, J € D'(RY) tém suportes bem associados entio
L«JeD.

DEMONSTRAGAO. O teorema de estrutura de distribuigdes e a hip6tese
de que os suportes de L e J sao bem associados mostra que

(Le © Jy, ¢(x +y))

¢ dado por um integral num conjunto compacto e, portanto, conver-
gente. Portanto, a convolucao L *x J, que é claramente linear, esta bem
definida para ¢ € D(RY).

Falta mostrar continuidade. Seja ¢,, € D(R?) uma sucessio conver-
gente para zero em D(R?). Suponhamos que supp ¢,, C K, para algum
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compacto K fixo. Seja

K={(z,y):z+ye K}Nsupp L ® J,

que é compacto. Vamos escolher ¢» € D(R?*?) tal que ) = 1 em K.
Entao temos

(Led, dn(z+y)) = (LR Y(z,y)dn(z+y)) = (Y(z,y)LOJ, ¢pn(2+Y)).
Como a distribuigao ¢(z,y)L ® J tem suporte compacto, é suficiente

mostrar que ¢,(x +y) — 0 em &, o que é evidente. [ |

E importante observar que a condi¢ao de suporte bem associado

nao é necessaria para que a convolugao esteja bem definida.

Exercicio 121. Seja u = e~™ encarada como um elemento de
D'(R). Mostre que u nao tem o suporte bem associado consigo proprio.
Calcule u * u.

PROPOSIGAO 6. Se L € D'(RY) entdo L+ = L.

DEMONSTRACAO. Seja ¢ € D. Entao

(Lx6,0) = (Lo @ by, p(x +y)) =
= (Lg, (d0y, (. +¥))) = (La, o(2)).
|

ExErcicio 122. Mostre que se L,J € D' e pelo menos um deles
tem suporte compacto, entao os suportes de L e J estao bem associados.

ExEercicio 123. Seja L € D'(R). Calcule L *§'.

Seja T : D — D um operador linear continuo invariante por translacao,
isto é,
T(ry¢) = 7, (T'9).

Seja f € £'. Queremos estudar as solugoes u € D’ da equacao
(18) T = f.
Uma distribuicao G € D’ diz-se uma solucao fundamental de se

T'G = 4.
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TEOREMA 22. Seja G € D uma solu¢ao fundamental de (18).
Entao

u=fx*xG
¢ uma solucao de (@

DEMONSTRACAO. Basta observar que

(T'u, ) = (u,T¢) = (f * G,T) =

= (G (To)(x +y)) = (fo, (Gy, (TO)(x +y))) =
for AT'Gy, $(z + 1)) =
fo, 0y, 9z +y))) = (f, 9).

o~ o~~~

|

ExEeRrcicio 124. Determine uma solugao fundamental em D'(R) de
(1) T'u = uy;,
(2) T'u = Upy.

EXERcic1o 125. Seja L € €' e J,, uma sucessao em D' convergente
para J € D'. Mostre que

LxJ,— LxJ
em D'.

Exercicio 126. Seja L € D'. Mostre que ¢ — Lx¢ é um operador

linear continuo de D em & que comuta com as translagoes.

Exercicio 127. Seja T : D(R?) — D(R?Y) um operador linear
continuo que comuta com translacgoes, ou seja,
T(ry(p)) = (T ().
Mostre que
@ — (L, o) =T(p)(0)
¢ um elemento de D' e que
T(p)(y) = (L, my).

Prove que existe uma distribuicao J tal que

T(p)=Jx* .
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ExERcicio 128. Seja T = 0% — 9?. Mostre que

1/2 > |t
Gl t) = /2 se x> |t

0 caso contrario

¢ uma solucdo fundamental de T. Mostre também que se f € D'(R?) e
supp f C {x > 0} entdo existe uma solugdo de Tu = f com suppu C
{z > 0}.

12.1. Ncleo de Schwartz.
Exgercicio 129. Seja k(x,y) € D'(R™™). Mostre que
¢(x) = (k(z,y), ¢(z))

define uma aplicacao sequencialmente continua de D(R™) — D'(R™).

O exercicio anterior é o reciproco do teorema de Schwartz. Este
afirma que qualquer aplicagao T : D(R™) — D'(R™) sequencialmente
continua, pode ser representada por uma distribuicao k(z,y) € D'(R"™™),
o nucleo de Schwartz, tal que

T¢ = (k(z,y), d(x)),
ou seja

(T, ¢(y)) = (k(z,y), d(x)¢(y)).

A partir das propriedades do ntucleo podem ser deduzidas pro-
priedades importantes da transformagao 7'

Exgercicio 130. Se k € E(R"™™) entao T estende-se a uma trans-

formacao linear sequencialmente continua

T: &R — ER™).

Consideremos a equacao linear
Au=f.
Um operador fundamental T desta equacao é um operador que satisfaz
TAu = u,

o ntcleo fundamental da equagao é o nicleo de Schwartz associado a
T.
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ExERcicio 131. Determine o nicleo fundamental da equacao de
Laplace em dimensao 2.

13. Algebras de convolugao

Um espago vectorial A munido de uma operagao
*x AxA— A

diz-se uma dlgebra comutativa se a operacao * satisfizer as seguintes

propriedades:

para a,b,c € Ae A € R (ou C). Um elemento e € A diz-se uma
identidade se e x a = a para todo o a € A. Um elemento a € A diz-se

invertivel se existir b € A tal que
axb=e.
EXERcic1o 132. Mostre que

"+ (R)={ueD: suppuC [0,+0)},

Ry
quando dotado da operagao convolugao € uma dlgebra comutativa. Mostre
que 6 € a identidade.

ExXERcicio 133. Mostre que E(R™) quando dotado da operagio con-
volugao € uma dlgebra comutativa. Mostre que § € a identidade.

Seja A uma &algebra comutativa com elemento unidade e. Um
polinémio em a € A é um elemento da forma

n

P(a) = Z ca',

=0

com a” = €.
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ExEercicio 134. Seja A = Dﬁ%” (R). Mostre que
01(5’ + 006

¢ invertivel. Mostre que
(c10" 4 cod)™

¢ invertivel. Mostre que qualquer polindmio P(d") € invertivel.

ExERrcicio 135. Utilize o exercicio anterior para mostrar que qual-
quer equacao diferencial ordindria de coeficientes constantes:

> aD'¢(x) = f
i=0
tem solugao (excepto em casos triviais) em Dy, (R) com f € Dy, (R).
0 0

ExXERCcicIO 136. Calcule todas as solugoes em Dy, (R) de
0

1.
W —3u +2u =y + 0y

u —2u +u =0



Transformada de Fourier

Este capitulo é dedicado ao estudo da transformada de Fourier

~

(19) b G(6) = / e () d

e de algumas das suas aplicagoes elementares. A aplicagao esta
bem definida para funcdes ¢ em L', sendo que ¢ € L*®. Em geral,
gg g L', e, infelizmente, a férmula de inversiao da transformada de

Fourier, que demonstraremos mais tarde,
o) = [ emendepae,

nao esta definida para funcoes qg em L*°. Vamos portanto estudar
espacos de funcoes fechados para a transformada de Fourier de modo
a que se possa definir a inversa sem problemas. Pelas aplicagoes a
equacoes diferenciais ha também interesse em que estes espacos sejam
fechados para multiplicacao por polinémios e diferenciacao.

ExERcicio 137. Seja ¢ € L'. Mostre que a sua transformada de

Fourier ¢(§) ¢ continua.

1. Transformada de Fourier no espaco de Schwartz

O espago de Schwartz S(R?) é o espago das fungoes ¢ : R? — R
de classe C™ tais que 2*DP¢ é globalmente limitado para quaisquer
multifndices «, 3 € N%. Este espaco é dotado da nocao de convergéncia

associada & familia de seminormas
2% D7 ul| oo,

com a, 3 € N?. Os elementos do espaco &', dual de S, s6 chamadas
distribui¢bes temperadas e temos a seguintes inclusces &' € &’ C D'.

73
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EXERcicIo 138. Mostre que os operadores multiplicacao por =%,
DP e translac¢do ,, h € RY, sdo lineares continuos de S em S. Por

transposicao definem as mesmas operagoes em S'.

ExERrcicio 139. Seja f € L} tal que, para algum k > 0

loc

f

T 1
Atz <1

Mostre que f € S'.

Muitas vezes é conveniente utilizar outros sistemas de seminormas

que sao equivalentes:
PROPOSICAO 7. A sequinte familia de seminormas
Cr(f) = (1 + [2*)* DPull 1

gera a nog¢do de convergéncia em S.

DEMONSTRAGAO.  Claramente, dada uma seminorma ||z%D%u||fe
existe k suficientemente grande tal que

|2 DPul| e < C||(1 + |2|?)*DPul| poo.

Por outro lado, cada uma das seminormas ||(1 + |#|>)*DPul[z~ é con-

trolada por uma soma finita

11+ &) Dol < C Y7 [l DPu] .

| <2k

Como consequeéncia deste resultado, qualquer funcao f € S satisfaz

8 T Ck,ﬂ(f)
DFe) <

para quaisquer 3 e k. Esta estimativa é por vezes util para controlar

expressoes integrais. Adicionalmente Cy g(f) — 0se f — 0 em S.
ExERrcicio 140. Mostre que S C LP para 1 < p < co.

Exercicio 141. Mostre que f € LP com 1 < p < oo pode ser
encarada como um elemento de S’.
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ExXERcicio 142. Seja L € §'. Mostre que existem inteiros k e N e
uma constante C' tais que

HI<CD " Cplf)
IBI<N

para todo o f € S.

Exercicio 143. Seja L € 8" um funcional positivo. Mostre que

existe um indice k e uma constante tal que

IL(f)] < Crolf).
Sugestao: adapte a prova do exercicio .

TEOREMA 23. A transformada de Fourier em S tem as sequintes
propriedades:

[ ¢ = [ ¢ - identidade de Parseval
(Fx9)" = fg

(D) —2mitf

(2miz )" = Def

() ey

C(fO) = A1 (5)-

DEMONSTRAGAO. Todas estas provas consistem em manipulacoes ele-
mentares de integrais pelo que as deixaremos como exercicio ao cuidado

do leitor.

EXERCICIO 144. Demonstre o teorema.

EXERcicIO 145. Mostre que os pontos 1, 2, 5 e 6 do teorema an-

terior sao vdlidos para fungoes em L',

ExERcicio 146. Seja f € S(R) e suponha que

/ fly)dy € S.

Mostre que, para & # 0,
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TEOREMA 24. Se ¢ € S entdo (]3 € §. Adicionalmente, a trans-
formada de Fourier como aplicagao de S em S € continua. Como tal,
define, por transposicao, uma aplicacao de S’ — S'.

NoTA. A transposta da transformada de Fourier de um elemento u
de 8§’ é também denotada por 4, como sugere a identidade de Parseval.
DEMONSTRAGAO. Claramente, a transformada de Fourier estd bem
definida em S e é linear. Para mostrar continuidade comecemos por
observar que que

el £ a A
DL f(€) = Ca (D2’ f(x))",
para constantes C, g apropriadas. Cada aplicagao da forma
Tosf = D" f(2)

é, pelo exercicio [138], continua em S§. Portanto, basta mostrar que se
fn— 0 em S entao

A

fa—0

uniformemente. Para isso é suficiente observar que

<

7.(6) = \ [ e msa
1

< ‘/fn(x) < Ck,o(fn)/m — 0,

para k suficientemente grande fixo, quando n — oo. [ |

ExERcicio 147. Determine, em funcdo da dimensdo d, para que
valores de k se tem (1+ |z|?)~" € L'(R?).

PROPOSICAO 8. Se f € S’ temos:

1. (Df)N = 2mic f
2. (=2mizf)" = D¢ f
3. (Thf)/\ _ e—zm‘gh]ﬁ
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DEMONSTRAGAO. Isto é uma consequéncia simples do método de
transposicao. Para provar a primeira afirmacao basta observar

~

(Df(2))"(€), (&) = (Df(2), d(x)) = —(f(z), Dp(z)) =
= —(f(x), (—2mits(£)) (x)) = ([, 2milp(€)) =
= (2mitf, ¢(€)).

A segunda e terceira afirmacgoes provam-se de modo semelhante. |

PROPOSIGAO 9. A transformada de Fourier de e~ ™*° ¢ e~

DEMONSTRAGAO. Vamos calcular

d
/ erica—Tiol gy — TP T / (i€ g
j=1

Para cada j entre 1 e d, mudando o contorno de integracao, o integral
/e_”(xj“gj)Qda: = /e_m’gdx =1

EXERCICIO 148. Mostre que u(z) = e ™ ¢ a unica solucio da

equacao diferencial

u + 2mxu = 0,

com u(0) = 1. Mostre que u(x) também satisfaz a mesma equagdio e

condi¢io inicial e conclua que 4(€) = e~ ™

TEOREMA 25 (Inversdo). Seja f € S. Entao
() =1
onde

g%mz/ﬁ@émﬁm

DEMONSTRAGAO. Utilizando sucessivamente as identidades 1 e 6 do
teorema 23] temos

_ple
[ feemea = [ .

Quando € — 0, pelo exercicio|49] o termo da direita da ultima expressao
tende para f(0). Portanto

ﬂ@z/f@%-
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Aplicando este resultado a 7_, f obtemos

f(2) = (o f)(0) = / (e fYN€)dE = / T F(€)de.
[ |

ExErcicio 149. Calcule as sequintes tranformadas de Fourier em
S/

€2mzr]

e *H(x), onde H(x) € a fun¢ao de Heaviside
J

sgn(z)
H(x)

1

sin(2mx)

xsin(27mx)
1

z(1+x)
e—wi\x|2

11. z2.

© 00N oo WD

—
e

Exercicio 150 (Nicleo de Poisson). Seja
1
P(r) = ——.
(%) (1 + x2)
Determine a sua transformada de Fourier. Observando que e ' P(%) —
0 construa uma nova prova para o teorema de inversao da transformada
de Fourier substituindo a exponencial € ‘e~™"/< por e 'P(%).

Exgrcicio 151 (Nucleo de Fejér). Calcule

K(x) = / (1 |el)emies

1
Proceda como no exercicio anterior e determine uwma nova prova para

o teorema de inversao da transformada de Fourier.

ExeEmMpPLO 21 (Convolugao e teorema do limite central). Seja p €
S(R) uma fungao nao negativa tal que

/ p(a)dz = 1.

Suponha adicionalmente que

/:Ep(:z)d:v =0 /me(as)dx = i
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A fungao p representa a densidade de probabilidade de uma variavel
aleatéria com média nula e variancia 7. A funcao de distribuicao de
probabilidade de n varidveis aleatdérias independentes e identicamente

distribuidas com distribuigao p é simplesmente o produto

p(x1)p(xa) - - - pan).

Assim, uma funcao ¢ da soma de n varidaveis aleatorias tem como valor

esperado
E¢(S,) = /qb(xl +x9-- + xp)p(x)p(22) - - - pla,)dey - - - doy,.

ExERrcicio 152. Mostre que
Sh Yy
Eo2n) = 2
¢ (\/ﬁ) /cb (\/ﬁ) q(y)dy,

q(y) =pxpx* (n vezes) xp.

onde

Seja ¢ = 7,&, para ¢ € §. Pelo exercicio anterior e pela identidade
de Parseval

o (%) = / VI (/n€)p(e)" dg = / w(n)p (%)ndn-

ExEercicio 153. Determine p/(0) e p”(0). Mostre, utilizando a série
de Taylor, que para cada 7

n 2\ M
. “ n . ™ 2
hmp(— = lim —— ] =e ",
i p () = (1-77)

O exercicio anterior e o teorema da convergéncia dominada impli-

E¢ (%) — / Y(n)e ™ dn = / (y)e ™ dy.

ExERcicio 154. Seja 0, = 7_10 €

cam

Mostre que u € 8" e mostre que a sua transformada de Fourier é

+00
= E 6271'1’(:6.

k=—o00
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ExEeRrcicio 155. Seja ¢, uma sucessao satisfazendo |cx] < C(1 +
|k|?)N para algum N fizo. Mostre que

o0

§ Ch 627rzkm

k=0
define um elemento de S'(R).

NoTA. Este exercicio mostra que certas séries divergentes podem ser

interpretadas como distribuicoes.
ExERcicio 156. Mostre que se u € E'(R) entdo
1. u e C>;
2. |la()| < C(1+ &)Y, para algum N e C apropriados.

ExERcicio 157. Mostre que

(i) ot
1 + 172 _fl‘l'zfz7

para uma constante apropriada C.

ExeRrcicio 158. Utilizando transformada de Fourier, estude em S’
as sequintes equagoes

(1) Au=f
(2) uy — Au = f, u(x,ty) = up(x)
(3) P(Dy)u = f, com P(:) um polindmio com coeficientes cons-

tantes.

TEOREMA 26 (T. de Fourier de medidas positivas). Seja h uma
funcgao continua limitada em R. Entao h € a transformada de Fourier

de uma medida finita positiva se e somente se para todo o ¢ € D

[ e~ wiatro)dody = o

DEMONSTRAGAO. Seja p uma medida finita positiva em R e h a sua
transformada de Fourier. Entao, para qualquer ¢ € S

0< [ 1oPdu= [ (168) ne)de
Temos

(191" = (38) =0,
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onde ¢*(z) ) Assim

0 < // wnds = [ [ 1n = O6(0)on)ndc.

Para estabelecer a implicacao oposta, basta observar que, como h é
uma func¢ao continua limitada, pode ser identificado com um elemento

de §’. A desigualdade do teorema e os calculos anteriores implicam

que

(h.10%) = 0
e, portanto, h pode ser identificado com uma medida positiva (ver
exercicio . |

2. Teorema de Plancherel

TEOREMA 27. A transformada de Fourier estende-se de S a L?
como transformacao linear continua de L* — L*. Adicionalmente

19l122 = [z

DEMONSTRACAO. Seja f € S. Entao

Jise= [y = [ i = [ife

Portanto, a transformada de Fourier definida no subconjunto S de L?
¢ uma isometria e logo estende-se por continuidade a todos os pontos
de L2, como segue do exercicio seguinte:

EXERcicio 159. Seja E um espaco vectorial normado e F um
espago vectorial normado completo (espago de Banach). Seja A um
conjunto denso em E e L : A — F uma transformacao linear satis-
fazendo

| Lz|| < C|lz]].
Mostre que existe uma unica extensao de L a E que satisfaz a mesma

estimativa. Prove também que se, adicionalmente,
| La]| = cf[],

a extensao satisfaz esta mesma estimativa.
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TEOREMA 28 (Principio de incerteza). Seja ¢ € S satisfazendo
[ 1¥]? =1. Entao
A 1
2 2
> .
Jlet [1608 2 1o

DEMONSTRAGAO. Basta observar que

Consequentemente, se [ [¢|? = 1, temos

1=/wmww:/wmmW—wwms

sz(/mfw%)uzﬁ/uww)ué

Pelo teorema de Plancherel

Dy = dn® [ |61,
/ /

o que conclui a prova. |

TEOREMA 29 (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja ¢ € L' entdo

$(6) =0

quando |§| — oo.

DEMONSTRAGAO. Seja € > 0. Para provar o teorema é suficiente
mostrar que existe R tal que |{| > R implica

6(6)] <e.
Sabemos que D C S é denso em L'. Portanto, existe 1) € S tal que
€
[ =l < 5
Logo
€
I~ 6 o < <.
Por outro lado, 1) € S e, assim sendo, existe R tal que, se €| > R,
S €
< -
9l <5
ou seja, se || > R,

~

16()] < [9(&) — V()| + [ (&)] < e.



3. TEOREMA DE PALEY-WIENER 83

ExERrcicio 160. Seja f € L?. Mostre que
/f(x>e7r62x|22m'x-£dx _ fA’

em L?, quando € — 0. Sugestao: considerar primeiro o caso em que
f €S e depois usar densidade.

EXERcic1o 161. Utilizando a transformada de Fourier, mostre que
sin 2rmax
X

quando m — oo, em S’.

ExXERcic1o 162. Seja v uma medida de probabilidade em R. Suponha
que a sequinte estimativa é conhecida:

/ o'dv

para todo o o € C*NL>®. Mostre que v tem uma densidade que € uma
2milx

< CHSO“U’O’

funcao L?. Sugestao: aplique o resultado a ¢ = e~ e mostre que

v é um elemento de L2.

3. Teorema de Paley-Wiener

TEOREMA 30. Seja u € §'(R) e consideremos a extensao da trans-
formada de Fourier 4 ao plano complexo. As sequintes afirmacoes sao

equivalentes:

1. u € de classe C* e tem suporte em {|z| < a}
2. U € analitica e, para qualquer m > 0, € valida a sequinte esti-

mativa:
(20) |6(€)] < (1 + [¢]) el el

para uma constante apropriada C,,.

DEMONSTRACAO. Para provar 1 = 2, basta observar que a expo-
nencial e~2™*¢ ¢ uma funcao analitica em &, satisfazendo as equacoes
de Cauchy-Riemann, pelo que nao é dificil verificar que

/u(az)e_zm’”gdx
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satisfaz também as equacoes de Cauchy-Riemann. A segunda parte, a

estimativa, é deixada como exercicio:

ExERcicio 163. Seja u de classe C™ com suporte em {|z| < a}.
Mostre que, para qualquer m > 0, a estimativa (@) ¢ vdlida, para uma

constante apropriada C,,.

Na outra direccao, se @ for analitica e satisfizer entao u € S e
portanto u € §. Deste modo

u(z) = / ™G (&) dE .

Mudando o contorno de integracao

u(x):/I . eXmTEG(€)dE
m €=

Logo

Cm
lu(z)| < e2r(alnl=zn) / —(1 e dg.

Escolhendo m =2 e n =t para t > (0 obtemos

||

|U,(J})| < CGQW(Q_lmI)t.
Portanto, quando |z| > a, fazendo ¢ — oo, obtemos u(x) = 0. [

EXERcic10 164. Mostre que u € &' com suporte em {|z| < a} se e
somente se U € analitica e existe N tal que

8(€)] < C(1+ gV erreitmel

4. Espagos de Sobolev - I1

Nesta secgao, vamos considerar espagos de Sobolev W™P em que o
expoente de integrabilidade é p = 2. Pelo teorema de Plancherel, estes
espagos podem ser estudados utilizando a transformada de Fourier.

Para s inteiro positivo, o espaco de Sobolev H® = W*? ¢ o conjunto
das funcoes f € L? cujas derivadas no sentido das distribuicoes até a
ordem s sao elementos de L2, isto é

> IDfIIze < oo

la|<s
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A transformada de Fourier e o teorema de Plancherel fornecem uma

maneira comoda de reescrever a condi¢cao anterior como

1) | 3 el s < .

|a|<s
EXERcicIO 165. Mostre que ¢ verificada se e somente se
(22) Jasigprifor < .

Assim, é natural definir o espaco de Sobolev H® para valores de
s € R como o conjunto das distribuicoes cujas transformadas de Fourier

sao funcoes que satisfazem a estimativa:

112 = / 1+ [€PYIFE)P < oo.

TEOREMA 31. Temos as sequintes propriedades

1. H° = L2,
2. f € H® entao Df € H*™ L.

DEMONSTRAGAO. A primeira parte segue do teorema de Plancherel.

Para mostrar a segunda basta observar que

(D) = 2mitf.

Portanto

1D f]

o = [ ey D e
_ 4 / (1+ €[2)"~ €21 |2de
< 4n? / (1+ [€[2)*| f2de.

ExERrcicio 166. Verifique que se s < r entao H™ C H®.

ExXERcicio 167. Decida, em funcdio de n inteiro, para que valores
de s € R se tem 0™ € H*(R).

Para s > 0, H® é um espaco de funcoes pois f € L% Para além
disso, todas as derivadas no sentido das distribui¢oes de ordem menor
ou igual a s sao fungoes.
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TEOREMA 32. Se f € H! entdo

1% = [ 12+ 1DP.

DEMONSTRAGAO. Esta equivaléncia é 6bvia pelo teorema de Plancherel.
[

Os espacos H*® sao espacos de Hilbert com o produto interno

(o) = [+ 6P TE0O)

EXERCICIO 168. Mostre que a expressio anterior define um produto
interno em H® e que a norma correspondente é a norma de H?.

Tal como na maioria dos espacos considerados, as fungoes de classe

C sao densas nos espacos de Sobolev.

TEOREMA 33. Seja w € H®. FEntao existe uma sucessao u, de
fungoes de classe C* tais que

[ = un|[zrs — 0.

DEMONSTRAGAO. Seja p, uma sucessao regularizante satisfazendo as
hipéteses do exercicio [p4] Entdo [p] <1e

pn = p(&/n) — 1,
pontualmente. Portanto
Up = Pp * U
¢é de classe C'™ e satisfaz
Up = Ppt — U

pontualmente. Portanto, pelo teorema da convergéncia dominada,

= e = / i — (1 + €7 — 0.
[ |

ExErcicio 169. Seja u € H®. Mostre que existe uma sucessdo
U, € D tal que u, — u em H?®.
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Um dos principais resultados sobre espagos de Sobolev é que, para
s suficientemente grande, H*® é um espaco de fungoes continuas.

TEOREMA 34. Se s > d/2 entdo as fungoes em H® sao continuas.

NoTA. Sendo rigoroso, o espaco H?® deve ser entendido como um
espago de classes de equivaléncia de fungoes. Este teorema significa
que é possivel escolher um representante continuo.

DEMONSTRAGAO. Seja u € H* N C*™. Entao

u() — uly)| = \ [ @) (@ — ey

2mix-§ 27riy-£ |

s/2|e
< [l©Ia+ef) (1 TPy

2mix-§ 27my£2 /2
(Jacoro i) (/i)

< HUHHS('U(:U? y)a

IA

com

|627m:c £ 27sz §|2
) o= ([T )

Para s > d/2 tem-se (1 + [£]?)~* € L', portanto, pelo teorema da con-

vergéncia dominada, a fun¢ao w(z,y) — 0 quando y — x. Mostramos

assim que v tem um moédulo de continuidade que s6 depende da norma
HS

Dado um elemento u € H*, existe pelo teorema (33) uma sucessao
u, € C* que converge para u em H®. O raciocinio anterior acrescenta
que estas fungoes sao uma familia equicontinua; pelo teorema de Ascoli-
Arzela podemos extrair uma subsucessao que converge uniformemente

para uma funcao continua @ que é um representante continuo de u. W

ExXERcicio 170. Melhore o resultado do teorema anterior mostrando

que para s > g as fungoes em H*(RY) sdo Hélder continuas e deter-
mine o expoente Holder em func¢ao de s e de d. Sugestao: determine

uma estimativa explicita para utilizando
|27 — 24| < min{Cl¢||l — g, 2}

EXERcicIO 171. Mostre que o espago H*(R?) é completo.
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4.1. Equacoes com coeficientes constantes. Uma das aplica-
¢oes principais dos espacos de Sobolev é o estudo de equacoes dife-
renciais parciais. Em particular, no caso de equagoes com coeficientes
constantes os espacos H® sao especialmente interessantes e permitem

provar diversas estimativas importantes.

ExXEMPLO 22. Consideremos a equagao
u— Au = f.

Entao, se f € H® temos u € H*"2, pois aplicando a transformada de
Fourier

£(©)

T T A

Muitas vezes é interessante considerar solucoes de equacoes dife-
renciais mesmo quando nao existe regularidade suficiente para definir

solugao no sentido habitual.

ExEMPLO 23. Consideremos o problema de valor inicial
uy = Au, Ulp—o = f.
Efectuando a transformada de Fourier em x obtemos
Uy = =47 |20, im0 = f.

Portanto
a6, 1) = eI (g).
Estes calculos, que sao validos para solucoes classicas, podem ser es-

tendidos para condigOes iniciais muito pouco regulares. Com efeito, se
f € H* com sg € R temos para ¢t > 0

u(-,t) € H,
para qualquer s € R. <

EXERcic1o 172. Utilize transformada de Fourier em x para obter
uma formula para a solucdo do sequinte problema:

U — Uy = 0 quando t > 0
u(z,0) = f(x)
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Nota: o objectivo é obter uma formula em termos das transformadas
de Fourier de f e g e ndo a sua justificacdo.

Exercicio 173. Utilize transformada de Fourier em x para obter
uma formula para a solug¢ao do sequinte problema:

U + Uz = 0 quando t > 0
u(z,0) = f(z)
w(z,0) = g(z).
Nota: o objectivo € obter uma formula em termos das transformadas

de Fourier de f e g e nao a sua justificacio. Comente, no entanto, o

resultado obtido e compare com o exercicio anterior.

4.2. Tracgos. Por vezes é importante considerar fungoes em H® que
se anulam em determinados conjuntos. Assim, definimos o conjunto
H§(U) como sendo a restrigao a U do fecho, com a norma H*(R"),
do conjunto dos elementos de D com suporte em U. Moralmente, o
conjunto Hi(U) é o conjunto das fungdes em H*® que se anulam em 0U

e que sao prolongadas por 0 em U°.

O conjunto H*(U) pode ser definido como Hj(U¢)*. Podemos pen-
sar em H*(U) como um conjunto de fungoes em H*(RY) com valores
arbitrarios em U e que sdo prolongados de forma adequada para U¢,

como mostra o préximo exercicio.

ExEercicio 174. Seja uw € DN H*(U). Mostre que em U¢ a fun¢ao
u satisfaz
—Au+u=0.

TEOREMA 35 (Teorema do Trago). Seja s > 1/2. Eziste uma unica
aplicacao linear continua
T: H (RY) — H* 2 (R
definida, para u € D(RY), por restricao ao plano x, = 0:

(24) (Tu)(xy1,...,xq-1) = u(xy,...,24-1,0).

DEMONSTRAGAO.  Basta mostrar que a aplicacao T : D(RY) —
D(R?1) definida por é continua de H*(R?) para H*~'/2(R41),
sendo que imediatemente se estende, de modo unico, por continuidade
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para H® uma vez que D é denso em H® (ver exercicio [159). Seja
entdo u € DR?) e v = Tu. Utilizando a notacio n = (£1,...,841) e
§ = (1,&a), temos

o(n) = /ﬁ(n,fd)dfd.

Logo,

WWW=t4Mm&M@

< (faiepriara) ( [+ ierrds).

EXERcicIo 175. Mostre que

[as1enedea < o iy
R

Assim, pelo exercicio anterior,

/ U+MW*WWF§C/(LHWYMM§
Rd—l Rd



Séries de Fourier

1. Formula de soma de Poisson

PROPOSIGAO 10. Temos a sequinte identidade em S'(R)

Z 5k _ Z 627rik93'

kEZ keZ

DEMONSTRAGAO. Pelo exercicio [154] sabemos que ambos os termos
desta identidade sdo elementos de S’. Seja

u = E e27rzka: ]

keZ
Entao

(25) T =u
e

Como u é periddica e e2™ —1 tem zeros simples nos inteiros, o exercicio
110/ e a férmula (25) implicam

u = cz5k.

91
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Resta mostrar que ¢ = 1. Para isso, seja xy a funcao caracteristica de
[0,1] e vamos calcular x * u. Seja ¢ em D. Temos:

1 400
(rud) = [ [ Yo 4 y)dady
0 —0o0 k
1 ) 400 )
:Z/ ekay/ €27mkz¢(2)d2dy
L 0 —o0

_ Z (/01 e_%ikyd?j) /+00 egwikqu(Z)dZ
k‘ —00

“+o0o
= o(z)dz,
ou seja,
uxy = 1.

Por outro lado,

(S 6 x0) = / S (k). 6 + y))da

k

1 +o0o
=3 [t bdo= [ o),
k 0 —00
de onde se conclui que ¢ = 1. |

TEOREMA 36 (Férmula da Soma de Poisson). Seja u € £ entao

Z T = Z ﬁ(k)eQTrikx,

kEZ kEZ

como identidade entre elementos de D'.

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ € D. Pela proposigao [10]

(26) (s> Gp,0) = (ux Y ™ g).

k

O primeiro termo é

e d) = 3 (ula), (Gely), ole +9))) =
= 3 (ula), ¢la + k) = (3 i, 6).
k

k
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O termo do lado direito de é

w*§jamww>=§jw@x/Q%me+ymm

k

(ula), e [ g (z)az)

>
S k) [ emtola)da,

ou seja
U * § 627rzxk — 2 ’EL(k’)@Qﬂlkx.
k k
Portanto
E Tl = E ﬁ(k)e%’kx.
kezZ kezZ

O préoximo teorema é um corolario da formula de soma de Poisson e
da observacao de que as translagoes inteiras de uma funcao com suporte

suficientemente perto da origem tém suportes disjuntos.

TEOREMA 37 (Shannon-Nyqvist). Seja f uma fungao tal que f

11

tem suporte em (—3,5). Entao f pode ser unicamente determinada

pelo seus valores nos inteiros f(k), k € Z.

DEMONSTRACAO. Aplicado o teorema anterior a fV temos
D LUE—k) =D fk)ere.
k k

Sabemos fY(§) = f(—f), e como os suportes de fY (€ — k) sdo disjuntos
temos

F&) = flk)e >,
ke
para cada & € (—%, %) [ |

EXERcIcIO 176. Demonstre a férmula da soma de Poisson em RY.
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2. Séries de Fourier

Nesta seccao estuda-se a representacao de distribuicoes e funcoes
periddicas pelas suas séries de Fourier, o andlogo para fungoes periddicas

da transformada de Fourier.

Vamos comegar por mostrar um resultado auxiliar:

LEMA 8. Existe uma fungao nao negativa ¢ € D tal que

ZTk¢ =1.

keZ

DEMONSTRAGAO. Seja n € D uma fungdo nao negativa tal que
n(x) =1 para 0 < z < 1. Vamos definir

_ n(x)
V) = @)

A soma no denominador é, para cada ponto x, uma soma finita, 1-

periddica e nunca se anula. Deste modo, é facil verificar que 1 tem as
propriedades desejadas. |

A primeira aplicacao deste lema consiste em provar que as dis-
tribuigoes 1-periddicas podem ser encaradas como distribuicoes no toro

T! = ST,

TEOREMA 38. Seja u uma distribui¢do 1-periodica em S'(R). Entdao
existe uma tnica distribui¢ao u em E'(TY) tal que para cada ¢ : T' — R

se tem

(27) (@,¢)m = (u,9¢%),

onde ¢* ¢ o levantamento 1-periddico de ¢ para uma func¢io de R — R.
Por outro lado, dada uma distribuicio u € E'(TY), existe uma tnica

distribuicao 1-periodica u € S'(R) que satisfaz .

DEMONSTRAGAO. Claramente define uma distribuigao em &£'(T*).
Vamos agora mostrar que, dado @ € &£'(T'), existe uma distribuicao
periddica u € S'(R) que satisfaz (27). Seja ¢ € S e u dado por

(u,¢) = (@, Y 7o),

kEZ
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pois ), ., Tw¢ ¢ uma funcgao periédica e, portanto, pode ser encarada
como um elemento de £(T!). Seja ¢* uma fungio 1-periédica. Entdo

(u, ¢ = (0, Y (e ))m = (G, ¢* Y mtd)m = (i1, ),
keZ keZ

ou seja (27)). [ |

E importante observar que o teorema anterior ¢é essencial para
definir correctamente as distribuicoes no toro. De facto, a ideia na-
tural de identificar T com [0, 1] leva rapidamente a problemas como o
de calcular “ fol d(z)p(x)dz”, com uma série de ambiguidades evidentes.

EXERcicio 177. Mostre que o resultado do teorema anterior ndo
depende da escolha de 1, desde que satisfaca as hipdteses do lema[§

ExERcicio 178. Generalize a discussdo do teorema anterior a dis-
tribuicoes periddicas em R? e mostre que estas podem ser encaradas

como elementos de E'(T™).

TEOREMA 39. Seja u € 8" uma distribuicao 1-periddica. Entao
u = Z ﬂk€27rik$7
keZ

em que os coeficientes de Fourier 4y sdo determinados por
~ —2mikx ~ _—27ikx
g, = (u, Ye ) = (u,e )T,

com ¥ tal como no lemal8. Adicionalmente, iy nao depende da escolha

de v, desde que satisfaga as hipdteses do lema|§

DEMONSTRAGAO. Pela férmula de soma de Poisson temos
w= m(u) =) (bu)" (k)e™,
kEZ k
Seja
g, = (Yu)" (k) = (u, pe ),
Pelo teorema anterior,

ak — <'I], e—27rika:>T1

9

sendo que o resultado nao depende da escolha de v, pelo exercicio [177]
|
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ExERcic1o 179. Seja u uma fungao em LY[0,1], encarada como um
elemento de L'(T') por prolongamento periddico. Mostre que os seus

coeficientes de Fourier sao dados por

1
/ u(z)e 2™ dy,
0
TEOREMA 40. Seja u € L*(T') entdo
u = Z ,ak€27rik$7
keZ

em L*[0,1].

DEMONSTRACAO. Consideremos a soma parcial:
Syu = E ek,
[k|<N

O conjunto Ey = {e?™** |k| < N} é um conjunto ortonormado em

relacao ao produto interno em L?:

(w,2) = /u‘;z.

ExERrcicio 180. Mostre que a soma parcial Syu € a projecgdio or-
togonal de u sobre Ey .

Portanto, pelo exercicio anterior,
[Snullze < flul .
Seja u € E(T!) entao:

limsup ||Syu — ul|72 = limsup ||Syul|3z + ||ull7: — 2Re(Syu,u) <0

N—oo N—o0

pois (Snu,u) — |lul|2s e ||Syullze < |Jul|2, ou seja, Syu — u em L2

No caso geral, para mostrar a convergéncia de Syu para u em L?
vamos proceder do seguinte modo. Seja ¢ > 0 dado. Entao existe
v € E(TY) tal que

Ju =2 <

DO ™
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Portanto,

limsup ||Syu — ul| 2

—00

< limsup [|Syu — Snv|[rz + [[Svv = 0|2 + [lv — uf 22
N—o0

< e+ limsup [|[Syv — v||r2 <,
N—o0

pois ||[Syu — Syv|| < |lu — v||. Fazendo ¢ — 0 obtemos o resultado

desejado. |

ExERrcicio 181. Seja u € L* Mostre que
lullZ2 =D laxl*.
K

EXERCICIO 182. Este exercicio é uma prova guiada do teorema [4(]

utilizando um método alternativo. Seja v € L?*[0,1] e
Snu = Z ake%rikm.
k<N
Pretende-se provar que Syu — w em L?. Para este efeito, basta
mostrar que dado € > 0 existe p tal que para N > p

|lu — Syul|zz <.

Vamos proceder do sequinte modo:

1. Recorde que existe uma fungao v de continua tal que
€
”U — 'U”LQ S 5

2. Pelo teorema de Weirstrass (ver coroldrio @ ao teorema
existe um polinomio trigonométrico Kyv = ZIkISN vperike
tal que

Jv— Knollo= < 5.

3. Observe que o conjunto Exy = {e?™** |k| < N} é um conjunto

ortonormado com respeito ao produto interno em L?,

(w2) = [ o

e que, adictonalmente, Syu € a projec¢ao ortogonal de u sobre
EyN. Portanto

lu = Syullz < lu= Kyvllz <flu =l + [lv = Kyvll2 < e

pois |[v — Knvl||r2 < ||lv — Kyvl|p.
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EXERcic1O 183. Utilize séries de Fourier para determinar uma ex-
pressao para a solugdo u(x,t) do problema

U = Ugy

com u(z,0) = >, 0k(x) com u(z,t) = u(x + 1,t). Verifique que u
satisfaz a equagio em S'(R x RY).

EXERCICIO 184. Seja v > 0 e w € R? satisfazendo a condicdo
\w - k| > clk|™, para todo o k € Z4\{0}. Utilize séries de Fourier para
mostrar a existéncia de uma solucao fundamental da equacdo

w - Du =0,

com u periodico.

3. Decaimento de séries de Fourier

E natural perguntar se, para fungoes continuas, a convergéncia das
séries de Fourier é uniforme. Infelizmente, tal nao é verdade. No
sentido de esclarecer este problema, a primeira questao a estudar é o
decaimento dos coeficientes de Fourier.

PROPOSIGAO 11. Seja u uma fungio de classe C™(T'). Entdo

DEMONSTRAGAO. Temos, para k # 0

1 . 1 ! ;
U, :/0 u(z)e ™ dy = W/@ u(z)(—2mik)™e "k g,

Integrando por partes m vezes obtemos

1 ! A
Ao (m) —2mkxd
o

ou seja |u| = O(k~™). [ |
Este resultado pode ser ligeiramente melhorado para:

PROPOSICAO 12. Seja u de classe C* entdo a sua série de Fourier
¢ absolutamente convergente.
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DEMONSTRAGAO. Pela prova do teorema anterior temos

1 1 ) NN
ﬂk / ul<x>6—2mkxdx — (u )k
0

T omik “omik’
Portanto
()] 1/2 . 1/2
~ k N\A|2
k0 k0 k0 k#£0

[ |
Deixamos como exercicio a prova do lema de Riemann-Lebesgue
para fungoes continuas, por ser semelhante a do lema (29)).

Exgercicio 185 (Lema de Riemann-Lebesgue). Mostre que se u €
continua e I1-periddica entio U — 0 quando |k| — oco. Sugestao:

Aproxime u por uma funcdo C* e use a proposicao |11

ExERcicio 186. Mostre que os coeficientes de Fourier iy, de uma
funcao a-Hélder tém decaimento O(]k|~). Sugestao: Observe que

) 1 )
/u(x)e%rzk:z — /U(l’—l- E)ef%rzkx'

No entanto, existem funcgoes continuas cuja série de Fourier tem

decaimento arbitrariamente lento.

PROPOSICAO 13. Seja ¢, uma sucessao que tende para zero. Entdo

. - . d
existe uma outra sucessao d, tal que limsup,,_, % > 1 e para a qual
n

(28) Z d,,e2mine

converge uniformemente.

DEMONSTRAGAO.  Vamos definir a sucessao d,, do seguinte modo:
seja n; uma sucessao tal que n; = min{n > n;_1 : ¢, < 277}. Entao
dn; = 277 e d,, = 0 para os termos restantes. Claramente, a série ‘D

converge uniformemente. |

EXERcic1o 187. Mostre que a fungdo
u(m) — Z 2—ak627ri2k$
k=0

¢ Holder de expoente c.
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ExERrcicio 188. Considere a funcao

1 se 0<z<1/2

u(r) =
0 se 1/2<x<1

e estendida periodicamente a R. Justifique que Syu nao converge uni-

formemente para u. Calcule os coeficientes de Fourier y,.

Se u e v sao duas fungoes em L'(T!) a sua convolugdo ¢ dada por

1
(s 0)@) = [ uly)ole - y)dy,
0
em que v é prolongada por periodicidade.
TEOREMA 41. Sejam u e v em LY(T'). Entao

(u*v)), = Uy

DEMONSTRACAO. Temos
1 1 )
weokt= [ [ atwete ey
0 0

1,1
= / / u(y)v(z — y)e‘zmk(m_y)e_%ikydxdy = U 0.
o Jo

ExERcicio 189. Sejam v,w € L?. Mostre que
(U’LU);'\ = Z@kw]’_k
2

ExERrcicio 190. Generalize os resultados sobre convergéncia L? das

séries de Fourier para funcoes Z%-periédicas em R,

ExERcicio 191. Generalize os espacos de Sobolev H® para funcoes
Z%-periddicas em R?.

EXERcicIO 192. Seja u, uma sequéncia de funcoes Z-periddicas
em R com supy, |Jug| g (jo.110) < 00. Mostre que existe u € L*([0,1]%)
tal que através de uma subsucessiao uy, — u em L*([0,1]%). Mostre que

isto nao € verdade se se tiver apenas ||uy||r2 limitada.
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4. Ntcleo de Dirichlet e convergéncia pontual

TEOREMA 42. Seja

N
o osin2n(N 4+ 1/2)x
D — 2mije ]
n() j;Ne sin rx
Entdo para u € L*

Syu = Dy * u.

DEMONSTRAGAO. Pelo teorema [41]
Svu = Dy * u,

onde
N
Dy(z) = Z ez,
j=—N
Como esta é uma soma geométrica, calculos elementares implicam
_sin27(N +1/2)z

DN(x) sin Tz

TEOREMA 43. Eziste uma funcdao continua u tal que Syu nao con-

verge uniformemente para u.

DEMONSTRAGAO.  Se para todas as fungoes v € C(T'), Syu — u

uniformemente entao
sup |Snvullemy < Cu,

para alguma constante C,. Entao, o teorema de Banach-Steinhaus,

teorema (44} implicaria que

sup [[Sn|| < C,
N

em que ||[Sy|| ¢ a norma de Sy como operador de C(T') em C(T?!), isto

7

é:
[Sx|l = sup ||SNUHC(’[F1)-
||U||c(11*1)§1
Portanto, para provar o teorema é suficiente mostar que a familia de

operadores Sy nao tem normas uniformemente limitadas.
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Temos
ISl = < Dyl = sup| [ Dlg)ute — v)ds

e, portanto,

Isxl > s | / D (y)u(=y)dy| = | Dxllss.

H“Hc(qu)

Utilizando o préximo exercicio, concluimos que ||Sy|| nao é limitada.

EXERcic1o 193. Mostre que ||Dy||piry > ¢In N, para N suficien-

temente grande.

TEOREMA 44 (Banach-Steinhaus). Sejam E e F' espagos de Ba-

nach, T, : E — F uma sucessao de operadores lineares continuos. Se

(29) sup || T,]| = o0
entao existe x € E tal que
T,x

¢ ilimitada.

DEMONSTRAGAO. Por contradi¢do, vamos assumir (29)), mas que para

cada x existe uma constante C., tal que

sup || Tzl < C,.
n

Sem perda de generalidade podemos extrair uma subsucessao, que con-

tinuaremos a denotar por 7T,, que satisfaz

ITall = 5™ Tl
e ||T1|| > 1. Dado € > 0, podemos também encontrar vectores z,, € £
tal que ||z,]|=1e

| Thanll = [|T5]] — 1.
Vamos escolher indutivamente uma subsucessao z;,. Seja i; = 1.

Como, por hipétese, para todo o j < k, sup, || T,z é limitado, é

possivel escolher 7, tal que

I T3, 2,1l < 2% T3

m||7
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para todo o m < k — 1. Seja

o Z T
2 3T, |

Entao
il — Tl
1Tzl 2 5 1T i | = +
> gl - | e 3 Ll
5\" .
>(=) —c2"—-2-1
-(3) - ,
o que é uma contradicao. |

ExERrcicio 194. Seja f, uma sucessao de fungoes fracamente con-

vergente em LP. Mostre que sup,, || fn|lrr < 00.

LEMA 9. Seja u € LY(T?) tal que

/l/2 ’u(x”dx < 00.

1/2 |z

Entao Syu(0) — 0.

DEMONSTRAGAO. Temos

Snu(0) = (Dy * u)(0) = / sin2w(N + 1/2)y

sin Ty

u(0 —y)

= /u(—y) cos(2rNy) + u(—y) 8Ty sin(2rNy).
sin 7y

Tanto u(—y) como u(—y) S sao elementos de L', pelo que o Lema
y
de Riemann Lebesgue (exercicio garante que ambos os termos

convergem para, zero. |

COROLARIO 1 (Teste de Dini). Seja u uma fungao periddica tal que

/1/2 u(zo + ) — u(zo)]

dr < oo.
—1/2 ||

Entdo Syu(zo) — u(x).

DEMONSTRAGAO. Seja g(z) = u(xg + x) — u(xy). Pelo lema anterior

ou seja, Syu(zg) — u(xg). [ |
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5. Nucleo de Fejér

As séries de Fourier nao permitem aproximar uniformemente funcoes
continuas por polinémios trigonométricos. Em vez de considerarmos as
somas parciais da série de Fourier, podemos utilizar a seguinte média

ponderada:

1
UNU:N—_H<SOU+51U+S2U+--'SNU)

as somas de Fejér.

Exercicio 195. Mostre que se Syu — u uniformemente entdo

onu — u uniformemente.

O polinémio trigonométrico oyu converge uniformemente para u

sempre que u é uma funcao continua.
ExErcicio 196 (Identidades aproximadas). Seja p, uma funcao de

classe C°°(T") com as sequintes propriedades:

(1) pn =0
(2) fpn:l

(3) Para cada 6 positivo,

/ pn — 0,
[~1/2,1/2)\{|z|<6}

quando n — 0.

Mostre que se u € uma func¢ao continua entao
Pn ¥ U — U
uniformemente.
TEOREMA 45. Seja

N , . 2
|7] i 1 sinm(N + 1)z
K = l— ——— | ™" = .
w(@) Z( N+1)€ N+1 sin 72

j=—N

Entdo para uw € L*

onu = Ky *u.
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DEMONSTRAGAO. Pelo teorema 41 temos

onu = Ky * u,

onde
- i y
K — 1— 271'1]1‘
v = 30 (1= 52 ) e
j=—N
Por outro lado
1 2 _ 2mix __ ,—2mix
sin? rx = = (1 — cos(2nz)) = ‘ 1 ¢ )

ou seja, apos manipulagoes elementares,
9 _ 627ri(N+1):t _ e27rz'(N+1):v sin2 7T(N + 1)33'
4(N +1) B N+1

Ky (z)sin® ma =

COROLARIO 2. Seja u € C(T'). Entdo
ONU — U

uniformemente.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que o nucleo de Fejér, Ky, é uma
identidade aproximada e aplicar o exercicio [196] |

COROLARIO 3 (Teorema de Weirstrass). Os polinomios trigonomé-

tricos sao densos em C(T?).

DEMONSTRAGAO. Como oyu é um polindémio trigonométrico, este
corolario segue do resultado anterior. |

Exercicio 197. Seja f uma funcgdo continua. Mostre que

P’V’f—)f7

uniformemente quando r — 17, onde P, para 0 < r <1 € dado por

Prf — Z fkT‘k‘ezﬂ—ikI.






Interpolacao

Nesta seccao estudamos alguns resultados adicionais sobre a trans-
formada de Fourier, como seja o teorema de Hausdorf-Young, desigual-
dade de Bernstein e o Teorema de Paley-Wiener. Para a prova dos
dois primeiros resultados vamos utilizar teoria de interpolagao. Como
aplicagao dos métodos de interpolacao sao apresentados alguns ex-
ercicios de aplicacao a espacos de Sobolev.

1. Interpolacao de Riesz-Thorin

Para a prova do préximo teorema necessitamos do seguinte resul-
tado elementar de analise complexa, cuja prova deixamos como ex-
ercicio:

ExEercicio 198 (Teorema das 3 linhas). Seja h(z) uma fungao
continua de varidvel complexa com dominio 0 < Rez < 1, limitada
e analitica em 0 < Re z < 1. Suponhamos que

|h(2)] < A;
quando Rez =7 com 7 =0,1. Mostre que
h()] < AFRe AR,

Sugestao: aplique o principio de modulo mdximo a

—ez(1—-2) h(Z)
AV A

e
e faga € — 0.

TEOREMA 46. Seja T um operador linear,

T:LP— L%

T:LP — LT,
107
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continuamente. Entao, T pode ser estendido como operador linear

continuo
T : LP> +— L,
emque < a<le
I 1-a « I 1-a «
P_a_ Po p_1 ‘ q_a_ do Z

Adicionalmente, se para j = 0,1,

1T fllzos < AsllFllees

entao

(30) ITfllzse < Ag™AT[Ifl|zre-

DEMONSTRAGAO. Para mostrar (30| é suficiente provar

‘/ng

para todas as fungoes simples f e g (isto é, f e g sdo combinagoes

< Al A9,

lineares finitas de fungoes caracteristicas de conjuntos mensuraveis de
medida finita) satisfazendo
[fllzra = llgll pon = 1,

em que ' denota o expoente conjugado. Vamos considerar para z € C,

com 0 < Rez <1, as fungoes

.= |f|pa/pz_1f 9> = |g|q(’1/q’z—1g,

com
1 1—2 z 1 1—=z2 z
Y2 Po y41 q, qo q1

A expressao
/ 9:Tf:

¢é continua em z para 0 < Rez <1 e analitica em 0 < Rez < 1.

Quando Rez = 0:

/ 0-TF| < Agllgll a1 £-llzso < Ao,

para Rez = 1:

/ngfz < AOng||Lq’1||fz||LP1 < Al‘
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Assim, podemos aplicar o teorema das trés linhas (exercicio [198)),

‘ / g:Tf.

TEOREMA 47 (Hausdorff-Young). Para 1 < p < 2, a transformada
de Fourier pode ser estendida como operador linear continuo de LP para
LY onde %—l— 7% =1.

que implica

S A(l)—Re zAll:{e z

DEMONSTRACAO. A transformada de Fourier aplica L! em L™ e L?

em L2. Portanto, por interpolacao, aplica LP> em L% onde

1_1—a a 1 «Q

w1 2 a7
Comop—la—i—qiazltemos para p = pPa, o = p'. |
EXERcicIO 199. Mostre que o tinico expoente p para o qual a trans-

formada de Fourier € um operador linear continuo de LP em LP ép = 2.

~ . . _ 2
Sugestdo: considere a transformada de Fourier de e=P™" .

TEOREMA 48 (Desigualdade de Young para convolucao). Sejar,p,q €

[1,00] tais que
1 1 1
14+==>+-.
r p g
Entao

1 * gllr < [ fllzellgl za-

A prova deste teorema é deixada como exercicio:

Exercicio 200. Prove a desigualdade de Young, usando inter-

polacao e as desigualdades

1f* gl < I fllzllglice Lf % gllee < [[fllzellglier
para obter
1 gllee < N fllzellgller
Depois, use a desigualdade de Holder para mostrar

1f * gllzoe < Lfllzo lgll Lo

e interpole entre as duas ultimas desigualdades.
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ExErcicio 201. Seja p, uma sucessao reqularizante. Mostre, uti-
lizando interpolacdao entre L' e L™ ou o exercicio anterior, que

lpn * flle < [ fll2e-

ExEeRcicio 202. Seja f € L! fizo e seja Ty : LP — LP dado por

Trg=f*g.
Mostre que
ITell = NN e

TEOREMA 49 (Desigualdade de Bernstein). Seja f : R — R tal que
suppf C I para algum intervalo I. Entao, para 1 < p < q < o0

1_1
[ fllze < CHTa ] f o

DEMONSTRACAO. Multiplicando f por e?™* nao alteramos nenhuma
norma [P mas o suporte de f é transladado. Assim, sem perda de
generalidade, podemos supor que I = [—a,a] com a > 0. Seja x uma
fungao tal que Y € D, com suporte contido em [—2,2] e x = 1 em

[—1,1]. Consideremos o operador

fr—Tf=ax(ax) * f.

Este operador é a identidade quando restrito a fungoes cuja transfor-

mada de Fourier tem suporte em [—a, a]. Pela desigualdade de Young

ITfller < llax(az) ||l fllze = x| Flle-

Por outro lado,

1T fllzoe < Nax(az)ll o || fllzr = allx[lz< [l 1]

Portanto, por interpolagao, obtemos

|17 fllzoo < a®Cflzra,

com
1 1—« 1 11—«
— = — = + «.
da p Pa p
Portanto, como p% — q% = «, temos o resultado com p = p, € ¢ = qq.
[ |

Exercicio 203. Utilizando o método utilizado para provar o teo-
rema de Riesz-Thorin demonstre o sequinte teorema de interpolagao

para espacos de Sobolev:
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TEOREMA 50. Seja T um operador linear,

T:H* — H"

e
T:H — H",

continuamente. Entao T pode ser estendido como operador continuo
T:H% — H,

onde 0 € [0, 1] € Sp = (1 — 9)80 + 981, te = (1 — 9)t0 + Qtl.
EXERcicIo 204. Seja v : R — RY um difeomorfismo de classe C™
com todas as derivadas limitadas. Considere o operador
Tou=uoW.

Mostre que, para s > 0, Ty € uma aplicagao linear continua de H® para
H?. Sugestao: Demonstre o resultado para s inteiro e depois utilize o

exercicio anterior.
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Testes

Primeiro teste - 17 de Marco de 2003

(1) Diga, justificando, quais dos seguintes sao elementos de D'(R)
ou &'(R):
(a) ¢ 1+ (0).
(b) ¢ (L,), onde L € &'(R?) e ¥(x,y) = ¢z +y°).
(0) &= X521 (6(52) — 6(0)).
(d) ¢ — lim._g fﬂ/Q an + ¢(0)Ine
(2) Calcule a derivada no sentido das distribuigoes de:
(a) In|1 — 22| em D'(R).
(b) 6 — [ F(@)(p* 6)(x), onde f € L(R) e p € C2(R), em
D'(R).
(3) Seja f € L'(R), com [ fdx = 1. Mostre que Af(\z) — & em
D'(R), quando A — oc. i

(4) Calcule, em D'(R x (0,00)), us — Uy, para u(z,t) = e_zf.

~+

Segundo teste - 14 de Abril de 2003

(1) Determine em S’(R) todas as solugoes da equagao diferencial
U, +u = 0.

(2) Seja ¢, uma sucessao com |c| < C(1+ |k|?)N. Mostre que

)
§ Cr 627mkz
k=0

define um elemento de S'(R).
(3) Mostre que se u € £'(R) entao
o uc(C™>;
o [0(&)] < C(1+ [£])N, para algum N e C apropriados.
113
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(4) Calcule as transformadas de Fourier dos seguintes elementos
de S'(R):

° 6271'1'177

.]32

1

(] T422°

Terceiro teste - 26 de Maio

(1) Seja u € S(R x R{) uma solugao cldssica de
Ut = Ugy-

Mostre que [|lu(-,t)[lwr2mw) < [lu(-; 0)[lwre)-
(2) Utilize séries de Fourier para determinar uma expressao para

a solugao u(zx,t) do problema
Ut = Ugy

com u(z,0) = >, 0x(z) com u(z,t) = u(x + 1,¢t). Verifique
que u satisfaz a equagao em S'(R x R{).
(3) Seja f uma funcao em C(T). Considere a aplicagao (0 < r < 1)

f—=P.f= Zr'mf(k)e%ikw.
k

Escreva P,f como uma convolug¢ao e mostre que P.f — f
uniformemente quando r — 1.

(4) Decida se In(z? + y*) € W2P(B;(0)) para algum 1 < p < oo.
Sugestao: pode ser-lhe util calcular Au em D'.

Quarto teste - 2 de Junho de 2003

(1) Decida se as seguintes aplicagoes sao elementos de D'(R):
(a) ¢ — &(1);
(b) ¢ = [po &2 + y?)dady;
() ¢ [y
(2) Calcule a transformada de Fourier dos seguintes elementos de
S'(R)

(8)



(3)

(4)

(1)
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(b) 2kez O

Mostre que a funcao

E 27]{0& 6271'1'2’“90

k
¢ Holder continua.

Mostre que o tinico expoente p para o qual a transformada de
Fourier é continua de LP para LP é p = 2. Sugestao: considere
a transformada de Fourier de e=#7*,

Quinto teste - 5 de Junho de 2003

Seja u € D'(RY) dado por
u = ’x‘Q—d’
para d > 2. Calcule Au em D'(R?)

Utilize transformada de Fourier em = para obter uma férmula
para a solucao do seguinte problema:

Upp — Uy = 0 quando t > 0

u(z,0) = f(z)

u(r,0) = g(x).
Nota: o objectivo é obter uma féormula em termos das trans-
formadas de Fourier de f e g e nao a sua justificacao.

Mostre que uma solugao cldssica de 3u— Au = f em B;(0) C
R? (d > 2) com u = 0 em 9B, (0) satisfaz

3 1 1
[ 5w +19up == [ fu< S1 + S el
Utilize esta desigualdade para mostrar que

1wl Lo B0y < Cllfllz2

para algum p* > 2.
Seja f € C(T'), Sy f a soma parcial da série de Fourier e oy f
a soma de Fejér. Mostre que se Sy f — f uniformemente entao

onf — f uniformemente.
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