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13. Álgebras de convolução 71

5. Transformada de Fourier 73

1. Transformada de Fourier no espaço de Schwartz 73

3
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1. Fórmula de soma de Poisson 91
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Porquê Distribuições?

A teoria das distribuições estuda funcionais lineares cont́ınuos em

espaços de funções. Nesta introdução, discutiremos, informalmente,

alguns exemplos elementares e a sua motivação.

Consideremos o problema de minimizar o funcional

I[u] =

∫
Ω

|Du|2,

sobre todas as funções u definidas num conjunto Ω com interior não

vazio e que na fronteira ∂Ω tomam valores prescritos:

u|∂Ω = g.

Suponhamos que existe um mı́nimo u de I[u] de classe C2. Então, dada

uma função de teste v ∈ C2
c (Ω), a função

i(ε) = I[u+ εv]

tem um mı́nimo para ε = 0. Portanto, i′(0) = 0, ou seja,

(1)

∫
Ω

Du ·Dv = 0.

Utilizando o teorema da divergência, obtemos

(2)

∫
Ω

(∆u)v = 0,

para todo o v ∈ C2
c (Ω), o que implica

(3) ∆u = 0,

em Ω. Mas, em prinćıpio, o mı́nimo de I[u] pode não ser de classe C2,

pois apenas é requerido que tenha derivadaDu ∈ L2. Ainda assim, que-

remos dar sentido a (3). Vamos definir que ∆u = 0, no sentido fraco

ou, equivalentemente, no sentido das distribuições, se (1) for verificada

para todo o v ∈ C1
c (Ω). Deu-se, assim, significado à segunda derivada

de uma função sem que esta tenha que existir no sentido clássico.
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6 1. PORQUÊ DISTRIBUIÇÕES?

O segundo exemplo é o seguinte: seja f(x) uma função C2
c (R).

Vamos definir

u(x) =
1

2

∫
R
|y|f(x− y)dy.

Como se mostra no próximo exerćıcio uxx = f .

Exerćıcio 1. Mostre que

(4) uxx(x) = f(x).

Por mudança de variável,

u(x) =
1

2

∫
R
|x− z|f(z)dz.

A derivada de 1
2
|x− z| é

d

dx

1

2
|x− z| =

1
2

se x > z

−1
2

se x < z,

pelo que a segunda derivada

d2

dx2

[
1

2
|x− z|

]
= 0,

quase em toda a parte. Com esta observação, seŕıamos tentados a

concluir que

d2

dx2

1

2

∫
R
|x− z|f(z)dz = 0,

o que, se o leitor já verificou (4), é obviamente falso. Isto sugere que

d2

dx2

1

2
|x− z| = δ(x− z),

onde o “objecto” δ, o delta de Dirac, teria as seguintes propriedades:

δ(y) = 0,

para y 6= 0, e ∫
R
δ(y)φ(y)dy = φ(0).

Deste modo,∫
R

(
d2

dx2

1

2
|x− z|

)
f(z)dz =

∫
R
δ(x− z)f(z)dz = f(x).
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No entanto, se δ = 0 quase em toda a parte e fosse uma função, teŕıamos∫
R δ = 0. Portanto, não o podemos definir como função. Vamos inter-

pretá-lo como um “objecto” que, quando associado a uma função, ou

mais precisamente, aplicado a uma função satisfaz:

“

∫
R
δφ ” = 〈δ, φ〉 = φ(0).

A aplicação

φ 7→ φ(0)

é linear no conjunto das funções cont́ınuas e toma valores em R. A

uma aplicação linear de um espaço vectorial em R ou C chama-se um

funcional linear.

Consideremos a equação das ondas:

(5) utt − uxx = 0.

Uma solução expĺıcita desta equação é dada no próximo exerćıcio:

Exerćıcio 2. Seja f uma função de classe C2. Mostre que a

função

(6) u(x, t) = f(x− t)

satisfaz (5).

No entanto, mesmo quando f não é de classe C2, a expressão (6)

representa uma onda que se propaga a velocidade 1. É, portanto,

importante definir um conceito de solução fraca que englobe estas

soluções. Vamos observar o seguinte: se u for de classe C2 e v ∈ C2
c

então ∫
R
(utt − uxx)v =

∫
R
(vtt − vxx)u,

após duas integrações por partes. Assim, se u é solução de (5), temos

(7)

∫
R
(vtt − vxx)u = 0,

para todo o v ∈ C2
c . Mas esta fórmula faz sentido desde que u seja

uma função integrável. Assim, definimos que uma função integrável u

é uma solução fraca da equação das ondas (5) se (7) for verificada para

todo o v ∈ C2
c .
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Exerćıcio 3. Verifique que (6) define uma solução fraca da equação

das ondas para qualquer função f integrável.

Exerćıcio 4. Mostre que as soluções fracas de classe C2 são soluções

clássicas de (5).

Exerćıcio 5. Seja u ∈ L1
loc(R2). Mostre que a aplicação definida

para φ ∈ C∞
c (R2) dada por

φ 7→
∫

R2

(φtt − φxx)u

é um funcional linear.

Nos exemplos anteriores, as derivadas generalizadas não aparecem

isoladamente mas sim com funcionais lineares. O delta de Dirac não

pode ser interpretado como uma função mas sim como um objecto que

actua em funções devolvendo o seu valor na origem. As soluções fracas

das equações de Laplace e das ondas são definidas por integração contra

uma função de teste. Ao longo destas notas, iremos estudar certos

funcionais lineares, as distribuições, que são cont́ınuos num sentido

apropriado. Como iremos ver, as distribuições generalizam funções e

é posśıvel definir operações como a diferenciação, dando um sentido

preciso aos cálculos efectuados nesta introdução.

Estas notas foram escritas para a disciplina de Transformações In-

tegrais e Distribuições da licenciatura em Matemática Aplicada e Com-

putação do Instituto Superior Técnico. Assim, foi inclúıdo um número

elevado de exerćıcios, dos quais, uma fracção significativa destes foi re-

solvida nas aulas prática. Esta versão incorpora muitas correcções e

sugestões de diversos colegas meus, Pedro Girão, Lúıs Magalhães, João

Palhoto Matos, Lúısa Ribeiro e Jorge Silva, entre outros, aos quais

não posso deixar de agradecer. O António Serra, no entanto, merece

uma menção especial pois leu cuidadosamente o manuscrito original

apontando uma quantidade enorme de gralhas e erros bem como sug-

erindo diversas alterações que, sem dúvida, contribúıram para uma

maior clareza do texto. Obviamente a bibliografia desta cadeira não

se limita a estas notas. Sobre a teoria geral de distribuições, sugere-se

a consulta de [Vie] e [Fri98]. Para alguns resultados sobre teoria da

medida e análise real, os livros [Fol99] e [Roy88]. Quanto a espaços de

Sobolev [Bre83] e [Eva98]. Muito do material sobre séries de Fourier
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pode ser encontrado em [Kat76] ou [Wil95]. No que diz respeito a

tópicos mais avançados de análise harmónica sugere-se, por exemplo,

[SW71],[Ste70], [Ste93].
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Conceitos preliminares

1. Noções de convergência

Seja E um espaço vectorial sobre R ou C. Uma noção de con-

vergência para sequências em E é um critério que permite decidir quais

as sucessões (xn) de termos em E são convergentes, associar-lhe um

único número, o seu limite, limn→∞xn, e que satisfaz as seguintes pro-

priedades:

1. Seja x ∈ E. A sucessão constante xn = x é convergente para

x.

2. As subsucessões de uma sucessão convergente são convergentes

para o mesmo limite.

3. Se (xn) ⊂ E é uma sucessão convergente para x ∈ E então

λxn também é convergente para λx, para qualquer escalar λ.

4. Se (xn), (yn) ⊂ E são sucessões convergentes para x e y, res-

pectivamente, então xn + yn é uma sucessão convergente para

x+ y.

Exerćıcio 6. Verifique que a noção de convergência usual em Rn

satisfaz as propriedades anteriores.

Seja E um espaço vectorial dotado de uma noção de convergência.

Um conjunto F diz-se fechado se para qualquer sequência (xn) ⊂ F

convergente se tem limn→∞ xn ∈ F . O fecho D̄ de um conjunto D ⊂ E

é o menor subconjunto fechado de E que contém D. Um conjunto D

diz-se denso em E se D̄ = E.

Exerćıcio 7. Seja E um espaço vectorial dotado de uma noção de

convergência. Mostre que:

1. E e ∅ são conjuntos fechados;

11



12 2. CONCEITOS PRELIMINARES

2. a intersecção de uma colecção arbitrária de conjuntos fechados

é fechada;

3. a reunião finita de conjuntos fechados é fechada.

Um conjunto diz-se aberto se o seu complementar é fechado.

Exerćıcio 8. Seja E um espaço vectorial dotado de uma noção de

convergência. Mostre que o conjunto de todos os abertos forma uma

topologia, isto é,

1. E e ∅ são conjuntos abertos;

2. a reunião de uma colecção arbitrária de conjuntos abertos é

aberta;

3. a intersecção finita de conjuntos abertos é aberta.

Nota. Em geral, dada uma topologia num espaço vectorial (com-

pat́ıvel com a estrutura de espaço vectorial) é posśıvel associar-lhe uma

noção de convergência para sequências e, portanto, por este exerćıcio,

associar-lhe uma nova topologia. Estas podem ser distintas. Este pro-

blema pode ser evitado utilizando redes em vez de sequências. Estes

assuntos serão objecto de estudo aprofundado na disciplina de Topolo-

gia.

Um funcional linear em E é uma aplicação linear L : E 7→ R (ou

C). Se no espaço E existir uma noção de convergência para sequências,

um funcional linear L em E diz-se cont́ınuo se

xn → x =⇒ L(xn) → L(x).

Devido à linearidade, é suficiente verificar que xn → 0 implica

L(xn) → 0,

pois L(xn) → L(x) se e somente se L(xn − x) → 0. O espaço dual E ′

de E é o conjunto de todos os funcionais lineares cont́ınuos em E. Seja

L ∈ E ′ e x ∈ E. A imagem de x por L denota-se por L(x), 〈L, x〉 ou

Lx e usaremos indistintamente estas três notações.

O conjunto E ′ é um espaço vectorial dotado da seguinte noção de

convergência: uma sequência Ln ∈ E ′ converge para L ∈ E ′ se, para
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todo o x ∈ E,

Ln(x) → L(x).

Exerćıcio 9. Seja E um espaço vectorial dotado de uma noção de

convergência e F um subespaço de E. Mostre que E ′ ⊂ F ′.

Exerćıcio 10. Seja E um espaço vectorial dotado de uma noção

de convergência. Mostre que E ⊂ E ′′ através da inclusão canónica

ι : E 7→ E ′′ :

(8) ιx(y) ≡ y(x),

para todo o x ∈ E e y ∈ E ′.

Um espaço vectorial E diz-se reflexivo se a inclusão canónica de E

em E ′′ dada por (8) é um isomorfismo.

Seja E um espaço vectorial. Uma seminorma | · |∗ em E é uma

aplicação de E 7→ R+
0 que satisfaz as seguintes propriedades:

1. (desigualdade triangular) |x+ y|∗ ≤ |x|∗ + |y|∗, para x, y ∈ E.

2. |αx|∗ = |α||x|∗ para todo o escalar α.

Uma norma ‖ · ‖ em E é uma seminorma para a qual ‖x‖ = 0 implica

x = 0.

Exerćıcio 11. Seja E um espaço vectorial e | · |∗ uma seminorma.

Mostre que ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

xk

∣∣∣∣∣
∗

≤
n∑

k=1

|xk|∗.

Exemplo 1. Seja E um espaço vectorial normado. A noção de

convergência induzida pela norma é a seguinte: un → u se ‖un− u‖ →
0. A primeira e segunda propriedade são evidentes. Para verificar a

terceira propriedade seja un → u e λ ∈ R (ou C). Então

‖λun − λu‖ = |λ|‖un − u‖ → 0.

Para mostrar última propriedade sejam un e vn sucessões convergentes

para, respectivamente, u e v. Então

‖un + vn − u− v‖ ≤ ‖un − u‖+ ‖vn − v‖ → 0.

J



14 2. CONCEITOS PRELIMINARES

Exemplo 2. Seja E um espaço vectorial dotado de uma famı́lia de

seminormas | · |α, α ∈ A, para algum conjunto de ı́ndices A. E diz-se

um espaço seminormado se, para cada x ∈ E\{0}, existe α tal que

|x|α > 0. Uma sucessão diz-se convergente em E se, para cada α,

|xn − x|α → 0.

J

Exerćıcio 12. Seja E um espaço seminormado. Uma sucessão

diz-se uniformemente convergente para x se

lim
n→∞

sup
α
|xn − x|α → 0.

Mostre que esta é uma noção de convergência e que em geral é distinta

da do exemplo 2.

Exerćıcio 13. Seja E = L1(R). Uma sucessão (fn) ⊂ E diz-se

fracamente convergente se para todo o g ∈ Cc(R)∫
gfn →

∫
fg.

Mostre que esta é uma noção de convergência e que não é a induzida

pela norma em L1. Sugestão: mostre que existem sucessões (fn) fra-

camente convergentes para 0, mas tais que ‖fn‖L1 6→ 0.

Exerćıcio 14. Sejam F1 e F2 espaços vectoriais normados e seja

E o espaço vectorial de todas as transformações lineares T : F1 → F2

tais que existe uma constante C para a qual

‖Tx‖F2 ≤ C‖x‖F1 ,

para todo o x ∈ F1. Mostre que as seguintes são noções de con-

vergência:

(1) Tn → T se

sup
‖x‖F1

≤1

‖Tx− Tnx‖F2 → 0.

(2) Tn → T se para cada x ∈ F1

‖Tx− Tnx‖ → 0.

(3) Tn → T se para cada x ∈ F1 e L ∈ F ′
2 se tem

L(Tx− Tnx) → 0.
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Mostre que se F1 e F2 tiverem dimensão finita todas estas noções são

equivalentes. E se a dimensão for infinita?

2. Espaços de Banach

Seja E um espaço vectorial normado e (xk) ⊂ E uma sucessão

convergente para x ∈ E. Então

lim
n→∞

sup
m1,m2≥n

‖xm1 − xm2‖ = 0.

Exerćıcio 15. Demonstre a afirmação anterior.

A uma sucessão com esta propriedade chama-se sucessão de Cauchy.

Em geral, num espaço vectorial normado as sucessões de Cauchy podem

não ser convergentes. Um espaço vectorial normado diz-se completo ou

de Banach se qualquer sucessão de Cauchy for convergente. Embora

todos os espaços vectoriais normados de dimensão finita sejam espaços

de Banach, o mesmo não se passa em dimensão infinita.

Exerćıcio 16. Mostre que todos os espaços vectoriais normados

com dimensão finita são completos. Mostre que o espaço das funções

C∞
c (R) dotado da norma L2 não é completo.

É importante estabelecer critérios para decidir se certos espaços são

ou não completos. Em seguida apresentamos um destes resultados.

Uma série
∑∞

k=1 xk diz-se absolutamente convergente se

∞∑
k=1

‖xk‖ <∞.

Teorema 1. Um espaço vectorial normado E é completo se e so-

mente se qualquer série absolutamente convergente é convergente.

Demonstração. Consideremos uma série absolutamente conver-

gente
∑∞

k=1 xk e suponhamos que E é completo. Seja Sn =
∑n

k=1 xk a

sucessão das somas parciais. Para mostrar que a série é convergente é
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suficiente mostar que Sn é uma sucessão de Cauchy. Pela desigualdade

triangular

‖Sn+m − Sn‖ ≤
n+m∑

k=n+1

‖xk‖,

uma vez que a série
∑
‖xk‖ é convergente, esta desigualdade implica

que Sn é uma sucessão de Cauchy.

Por outro lado, seja yn uma sucessão de Cauchy.

Exerćıcio 17. Seja yn uma sucessão de Cauchy tal que uma sua

subsucessão ynk
é convergente. Mostre que yn é convergente.

Pelo exerćıcio anterior, basta mostrar que existe uma subsucessão

convergente. Como yn é uma sucessão de Cauchy, é posśıvel escolher

uma subsucessão ynk
tal que

‖ynk
− ynk+1

‖ ≤ 2−k.

Podemos escrever

ynk
= yn1 +

k∑
j=1

ynj+1
− ynj

.

A série
∑∞

j=1

(
ynj+1

− ynj

)
é absolutamente convergente. Portanto, a

hipótese implica que ynk
é convergente. �

No caso de E ser um espaço vectorial normado, uma aplicação linear

de L : E → R diz-se um funcional linear cont́ınuo se

(9) |Lf | ≤ C‖f‖,

para todo o f ∈ E. O conjunto dos funcionais lineares cont́ınuos em

E denota-se também E ′. Como seria de esperar, esta definição é equi-

valente à que utiliza a noção de convergência associada à norma, como

mostra o próximo exerćıcio:

Exerćıcio 18. Seja E um espaço vectorial normado. Verifique

que a definição de funcional linear cont́ınuo em (9) é equivalente à que

utiliza a noção de convergência associada à norma.

Exerćıcio 19. Seja E um espaço vectorial normado. Mostre que

a aplicação | · | : E ′ → R+
0

|L| = sup
x∈E,‖x‖≤1

L(x)
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é uma norma em E ′.

3. Espaços Lp

Esta secção tem como objectivo rever alguns factos elementares

sobre espaços Lp. Muitos destes resultados já foram estudados em

disciplinas anteriores e, portanto, são familiares à maioria dos leitores

Assim, a sua leitura não substitui o estudo detalhado de teoria da

medida e a consulta de fontes tais como [Ric] ou [Roy88]. Estas

notas assumem um bom conhecimento da teoria de integração elemen-

tar: mensurabilidade, integral de Lebesgue, teoremas da convergência

monótona e dominada, teorema de Fubini. Como revisão, apresentare-

mos apenas um breve sumário de outros resultados essenciais, pelo que

só as demonstrações mais complexas são apresentadas com detalhe,

sendo as restantes deixadas como exerćıcio.

Seja U ⊂ Rd um conjunto mensurável não vazio e 1 ≤ p ≤ ∞. O

espaço Lp(U) é o conjunto das funções mensuráveis f : U → R que

verificam ‖f‖Lp <∞, onde, se p <∞

‖f‖Lp =

(∫
U

|f |p
)1/p

,

ou, se p = ∞,

‖f‖L∞ = esssup |f |.

As normas ‖ · ‖Lp são de facto normas (exerćıcio 24), a única di-

ficuldade em estabelecer este facto consiste em provar a desigualdade

triangular. No entanto, isto segue da desigualdade de Minkowski (ex-

erćıcio 23), que se prova utilizando algumas desigualdades elementares

que recordamos em seguida e cuja prova é deixada como exerćıcio (ex-

erćıcios 20 e 21).

Exerćıcio 20. Demonstre a desigualdade de Young: seja 1 < p <

∞ e 1
p

+ 1
p′

= 1, então para a, b ∈ R

(10) |ab| ≤ |a|p

p
+
|b|p′

p′
.

Sugestão: para a, b > 0 escreva

ab = eln a+ln b = e
p
p

ln a+ p′
p′ ln b

,
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e use a convexidade da exponencial.

Exerćıcio 21. Mostre que para 1
p

+ 1
p′

= 1, 1 ≤ p ≤ ∞, se tem∣∣∣∣∫ gh

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖Lp‖h‖Lp′ .

Esta é a desigualdade de Hölder. Sugestão: aplique a desigualdade de

Young (10) com a = λg e b = h
λ

e optimize sobre λ.

Exerćıcio 22. Mostre que

‖f‖Lp = sup
‖g‖

Lp′≤1

∫
fg,

para 1
p

+ 1
p′

= 1, 1 ≤ p ≤ ∞. Sugestão: Considere o caso em que f

é uma função simples e seguidamente utilize um argumento de aprox-

imação.

Exerćıcio 23. Prove a desigualdade de Minkowski, isto é

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .

Sugestão: observe que∫
|f + g|p ≤

∫
|f + g|p−1(|f |+ |g|)

e aplique a desigualdade de Hölder.

Exerćıcio 24. Mostre que as normas Lp são de facto normas.

Exerćıcio 25. Seja f(x, t) : Rd × [a, b] uma função cont́ınua com

suporte compacto. Mostre que∥∥∥∥∫ b

a

f(x, t)dt

∥∥∥∥
Lp(Rd)

≤
∫ b

a

‖f(x, t‖Lp(Rd)dt.

Teorema 2. Os espaços Lp são completos.

Demonstração. Pelo teorema 1, basta mostrar que qualquer série

absolutamente convergente em Lp é convergente. O caso p = ∞ é

bastante simples e é deixado como exerćıcio.

Exerćıcio 26. Mostre que L∞ é completo.
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Para 1 ≤ p < ∞ consideremos uma série S(x) =
∑∞

k=1 fk(x) abso-

lutamente convergente em Lp e seja Sn a sucessão das somas parciais.

Queremos mostrar que S ∈ Lp e que

‖Sn − S‖Lp → 0.

Em primeiro lugar, pela desigualdade de Minkowski,∥∥∥∥∥
n∑

k=1

|fk(x)|

∥∥∥∥∥
Lp

≤
n∑

k=1

‖fk‖Lp .

e, portanto, ∫ ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

|fk(x)|

∣∣∣∣∣
p

≤ C,

independentemente de n. Logo, pelo teorema da convergência monótona,

Tn =
n∑

k=1

|fk(x)|

é finita para quase todo o x e converge para uma função T em Lp.

Portanto, Sn(x) converge para uma função S(x) para quase todo o x e

|Sn − S|p ≤ |T |p.

Assim, podemos aplicar o teorema da convergência dominada para

mostrar que ‖Sn − S‖Lp → 0. �

Exerćıcio 27. Dê um exemplo de uma sucessão un convergente

em Lp que diverge quase em toda a parte.

Exerćıcio 28. Seja un ∈ Lp uma sucessão convergente em Lp.

Mostre que existe uma subsucessão unk
que converge quase em toda a

parte.

Exerćıcio 29. Seja U ⊂ Rd um conjunto de medida finita. Mostre

que se p < q então Lq(U) ⊂ Lp(U). Mostre que se U não tem medida

finita esta inclusão é falsa. Mostre que a inclusão inversa é sempre

falsa, excepto em casos triviais.

Exerćıcio 30. Mostre que as funções cont́ınuas com suporte com-

pacto são densas em Lp.

Exerćıcio 31. Considere o funcional definido em Cc(Rd) por

ψ 7→ Lψ = ψ(0).

Mostre que não existe nenhuma extensão cont́ınua de L a Lp, sempre

que 1 ≤ p <∞.
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Exerćıcio 32. Seja K ⊂ Rd. Mostre que C(K) é um espaço com-

pleto quando dotado da norma do supremo.



3

Distribuições

1. Espaços de funções e de distribuições

Em teoria de distribuições é frequente utilizar os espaços de funções

Ck(Rd) e os espaços de funções de classe Ck com suporte compacto,

Ck
c (Rd), com 0 ≤ k ≤ ∞. O espaço C∞ é também denotado por E e

C∞
c por D. Dado um subconjunto aberto não vazio Ω ⊂ Rd definem-se

de modo análogo os espaços Ck(Ω), E(Ω), Ck
c (Ω) e D(Ω).

Todos estes espaços podem ser dotados de noções de convergência.

É usual considerar as seguintes: uma sucessão de funções φn converge

em Ck (0 ≤ k ≤ ∞) para φ se, para m < k + 1 e cada compacto K,

‖φn − φ‖Cm(K) → 0,

onde ‖ · ‖Cm(K) é definida por

‖ψ‖Cm(K) =
∑
|α|≤m

‖Dαψ‖L∞(K),

e α = (α1, α2, · · · , αd) ∈ Nd denota um multíındice genérico.

Uma sequência de funções φn converge em Ck
c (0 ≤ k ≤ ∞) para

φ se existir um compacto fixo K tal que suppφ, suppφn ⊂ K e, para

m < k + 1, se tem:

‖φn − φ‖Cm(K) → 0.

A existência de um compacto fixo contendo o suporte de todas as

funções φn é crucial. Com efeito, excluindo-a a noção de convergência

é a de Ck. No entanto, o conjunto Ck
c não é completo com esta noção

de convergência, como mostra o próximo exerćıcio.

Exerćıcio 33. Seja φ uma função com suporte compacto. Mostre

que, quando k →∞, φ(x/k) → φ(0) em C(R) mas não em Cc(R).

21
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É importante observar que estes dois exemplos de noções de con-

vergência são casos particulares do exemplo 2.

O conjunto dos funcionais lineares cont́ınuos em Ck (resp. Ck
c ) é o

espaço dual (Ck)′ (resp. (Ck
c )′). No caso k = ∞, escreve-se E ′ (resp.

D′). Aos elementos destes espaços chamamos distribuições, muito em-

bora alguns autores reservem esta terminologia para os elementos deD′.

Por razões que serão óbvias mais tarde, os elementos de E ′ chamam-se

distribuições de suporte compacto.

2. Exemplos de Distribuições

Exemplo 3. Seja f ∈ L1. Vamos definir a aplicação

φ 7→ 〈f, φ〉 ≡
∫
fφ,

para φ ∈ D. Claramente este é um funcional linear. Temos

|〈f, φ〉| ≤ C‖f‖L1‖φ‖L∞ .

Portanto, se φn → 0 em D então

|〈f, φn〉| → 0.

Pelo que a distribuição associada a f é um elemento de D′. J

O exemplo anterior mostra que funções podem ser identificadas com

distribuições. Assim, dizemos que uma distribuição u é uma função se

existir uma função, que, por abuso de notação, denotaremos também

por u, tal que

〈u, φ〉 =

∫
uφ.

Exerćıcio 34. Seja f ∈ L1. Mostre que, em geral, f 6∈ E ′.

Exerćıcio 35. Mostre que cada f ∈ L1
loc define uma distribuição

em D′ por

φ 7→
∫
fφ.

Exemplo 4. Consideremos a seguinte aplicação, o delta de Dirac,

δ,

φ 7→ 〈δ, φ〉 ≡ φ(0),
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definida para φ ∈ D(R). O funcional δ está bem definido e é linear.

Apenas resta mostrar continuidade para provar que δ é um elemento

de D′(R). Para esse efeito, seja φn uma sucessão que converge em D
para 0. Então, em cada compacto, φn converge uniformemente para 0.

Portanto

〈δ, φn〉 = φn(0) → 0,

como queŕıamos demonstrar. J

Exerćıcio 36. Mostre que

φ 7→ 〈δ′, φ〉 ≡ −φ′(0),

é um elemento de D′.

Exemplo 5. Consideremos a aplicação linear, o valor principal de
1
x
, dada por

φ 7→ 〈pv
1

x
, φ〉 ≡ lim

ε→0

∫
|x|>ε

φ(x)

x
,

para φ ∈ D. Escrevendo∫
|x|>ε

φ(x)

x
=

∫
x>ε

φ(x)− φ(−x)
x

dx,

é fácil verificar que este limite existe. Deste modo, pv 1
x

está bem

definido e é obviamente linear. Falta mostrar continuidade, ou seja,

que dado φn → 0 em D então

〈pv
1

x
, φn〉 → 0.

Para isso vamos reescrever∫
x>ε

φ(x)− φ(−x)
x

dx =

∫ 1

ε

φ(x)− φ(−x)
x

dx+

∫ ∞

1

φ(x)− φ(−x)
x

.

O primeiro termo pode ser estimado por∣∣∣∣∫ 1

ε

φ(x)− φ(−x)
x

dx

∣∣∣∣ ≤ C‖Dφ‖L∞ ,

e o segundo por ∣∣∣∣∫ ∞

1

φ(x)− φ(−x)
x

dx

∣∣∣∣ ≤ C‖φ‖L∞ ,

onde esta última constante depende do suporte de φ. Com estas esti-

mativas é fácil mostrar a continuidade. J

Exerćıcio 37. Diga, justificando, quais dos seguintes são elemen-

tos de D′(R) ou E ′(R):
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1. φ 7→
∫
φ;

2. φ 7→ 1 + φ(0);

3. φ 7→ 〈L, ψ〉, onde L ∈ E ′(R2) e ψ(x, y) = φ(x+ y2);

4. φ 7→ limε→0

∫
R\[−ε,ε]

φ
x3 ;

5. φ 7→
∑∞

n=1

(
φ( 1

n2 )− φ(0)
)
;

6. φ 7→
∑∞

n=0 e
−nDnφ(n);

7. φ 7→ limε→0

∫ π/2

ε
φ(x)
sin x

+ φ(0) ln ε.

3. Transposição, produto, diferenciação

Sejam E e F dois espaços vectoriais dotados de uma noção de con-

vergência. Um operador linear T : E 7→ F diz-se cont́ınuo se para

qualquer sucessão xn → x em E, se tem Txn → Tx em F .

Dado L ∈ F ′, o funcional L ◦T é um elemento de E ′ (verificar!). O

operador transposto T t de T ,

T t : F ′ 7→ E ′,

é definido por

T tL ≡ L ◦ T,

para todo o L ∈ F ′.

Exerćıcio 38. Seja T um operador linear cont́ınuo T : E 7→ F .

Mostre que T t é um operador linear cont́ınuo de F ′ em E ′.

A transposição de operadores lineares permite extender a distribuições

diversas operações tais como o produto por funções, diferenciação ou

composição.

Por transposição podemos definir o produto de uma distribuição

por uma função tal como é discutido no exerćıcio seguinte:

Exerćıcio 39. Seja f ∈ E e considere a aplicação

φ 7→Mfφ = fφ.

(1) Verifique que Mf é sequencialmente cont́ınua de D em D e de

E em E.
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(2) Mostre que, se u ∈ D′ é uma função, então M t
fu = fu, o

produto usual de funções.

Portanto, para u ∈ D′ definimos a multiplicação por f , M t
fu, que,

para simplificar notação, denotamos por fu, através de

〈fu, φ〉 = 〈u, fφ〉.

As derivadas parciais ∂
∂xi

fornecem exemplos de operadores lineares

cont́ınuos de D em D ou de E em E .

Exerćıcio 40. Verifique que as derivadas parciais são cont́ınuas

de D em D.

As derivadas parciais de uma distribuição L são definida através

de:

〈 ∂
∂xi

L, φ〉 = −〈( ∂

∂xi

)tL, φ〉 = −〈L, ∂

∂xi

φ〉.

A razão para o sinal negativo é a seguinte: se f ∈ C1 e a distribuição

L for dada por

L(φ) =

∫
fφ,

temos, aplicando integração por partes sobre a coordenada xi,

〈 ∂
∂xi

L, φ〉 =

∫
∂f

∂xi

φ.

A composição com um difeomorfismo é também um exemplo de um

operador linear cont́ınuo de D em D ou E em E .

Exerćıcio 41. Seja Θ : Rn → Rn um difeomorfismo de classe C∞.

Mostre que

TΘφ = φ ◦Θ

é um operador linear cont́ınuo de D em D. Seja f ∈ L1 encarado como

uma distribuição em D′. Calcule T t
Θf .

Exerćıcio 42. Mostre que o Laplaciano ∆ é um operador linear

cont́ınuo de D em D. Mostre que o operador ∆T : D′ → D′ quando

restrito a D é novamente o Laplaciano.

Exerćıcio 43. Considere o operador D = d
dx

: D(R+
0 ) 7→ D(R+

0 ).

Calcule a restrição de Dt a D(R+
0 ).
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4. Cálculo de derivadas de distribuições

Exemplo 6. Seja δ a distribuição delta de Dirac em D′(R). A sua

derivada no sentido das distribuições, δ′, é dada por

〈δ′, φ〉 = −〈δ, φ′〉 = −φ′(0).

J

Exemplo 7. Seja f = ln |x|. Como f ∈ L1
loc, podemos definir uma

distribuição em D′ através de

φ 7→
∫

ln |x|φ(x)dx.

A derivada no sentido das distribuições é, pela definição,

φ 7→ −
∫

ln |x|∂φ
∂x

(x)dx.

No entanto, como ln |x| não é diferenciável em x = 0, não é posśıvel

utilizar integração por partes para simplificar esta expressão. Portanto

há que proceder com algum cuidado. Para esse efeito vamos reescrever

−
∫

ln |x|∂φ
∂x

(x)dx = lim
ε→0

−
∫
|x|>ε

ln |x|∂φ
∂x

(x)dx

= lim
ε→0

[
[φ(ε)− φ(−ε)] ln ε+

∫
|x|>ε

1

x
φ(x)

]
= lim

ε→0

∫
|x|>ε

1

x
φ(x),

uma vez que [φ(ε)− φ(−ε)] ln ε→ 0 quando ε→ 0. Ou seja, a derivada

de ln |x| no sentido das distribuições é a distribuição pv 1
x

estudada no

exemplo 5. J

Exemplo 8. Consideremos, para d > 2, em Rd a função u = 1
|x|d−2 .

Vamos mostrar que, em D′,

∆u = cdδ,

onde cd é uma constante que depende da dimensão do espaço. É im-

portante observar que ∆u = 0 se x 6= 0. Este exemplo mostra que há

proceder com cuidado ao diferenciar uma distribuição dada por uma

função que não é globalmente diferenciável, mesmo quando a diferen-

ciabilidade só falha num único ponto.
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Por definição (ver exerćıcio 42)

〈∆u, φ〉 =

∫
u∆φ = lim

ε→0

∫
|x|>ε

∆φ(x)

|x|d−2
dx,

para φ ∈ D. Atendendo a que ∆ = ∇ · ∇, utilizando o teorema da

divergência, temos

〈∆u, φ〉 = lim
ε→0

∫
|x|=ε

∇φ(x) · ν
|x|d−2

dS −
∫
|x|>ε

∇φ(x) · ∇ 1

|x|d−2
dx,

onde ν é a normal exterior a |x| > ε. O primeiro destes termos converge

para zero. Integrando por partes o segundo, e usando ∆u = 0 se x 6= 0,

obtemos

〈∆u, φ〉 = lim
ε→0

−
∫
|x|=ε

φ(x)∇ 1

|x|d−2
· νdS = cdφ(0),

como pretendido. J

Exerćıcio 44. Calcule a derivada e o Laplaciano no sentido das

distribuições de:

1. pv 1
x

em D′(R);

2. ln |1− x2| em D′(R);

3. ln(x2 + y2) em D′(R2).

Exerćıcio 45. Seja τhφ(x) = φ(x+h) e vamos definir τh : D′ → D′

por τhL = τ t
−hL, para L ∈ D′. Mostre que para L ∈ D′(R) se tem

τhL− L

h
→ ∂L

∂x
,

quando h→ 0.

Exerćıcio 46. Seja u ∈ D′(R) e f ∈ E(R). Mostre que

D(fu) = (Df)u+ fDu.

Exerćıcio 47. Mostre que

xkδ(m) =

0 se m < k
(−1)km!
(m−k)!

δm−k caso contrário.

Exerćıcio 48. Mostre que

ε

π(x2 + ε2)
→ δ,

em D′(R) quando ε→ 0.
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Exerćıcio 49. Seja f ∈ Cc(Rd). Mostre que∫
f(x)

e−π
|x|2

ε2

εd
dx→ f(0).

Exerćıcio 50. Seja f ∈ L1(R), com
∫
fdx = 1. Mostre que

λf(λx) → δ em D′(R), quando λ→∞.

Exerćıcio 51. Seja fk ∈ L1
loc uma sucessão de funções verificando:

(1) fk ≥ 0

(2) supp fk ⊂ {|x| ≤ k−1}
(3)

∫
fk = 1.

Mostre que fk → δ em D(Rd). Mostre que f 2
k não converge no sentido

das distribuições (a t́ıtulo de curiosidade mostre que primeira hipótese

não é necessária para estabelecer este facto). Informalmente isto sig-

nifica que “δ2” não faz sentido!

Exerćıcio 52. Dê um exemplo de uma função f ∈ L1
loc tal que

f 2 6∈ L1
loc.

5. Propriedades elementares da convolução

A convolução de duas funções f e g é definida por

(f ∗ g)(x) =

∫
f(x− y)g(y)dy =

∫
f(y)g(x− y)dy.

Obviamente, (f ∗ g)(x) só está definida para os valores de x para os

quais o integral converge.

Exerćıcio 53. Mostre que se f, g ∈ L1 então f ∗ g ∈ L1.

Uma sucessão de funções ρn diz-se uma sucessão regularizante se

1. ρn ∈ C∞;

2. ρn ≥ 0;

3.
∫
ρn = 1;

4. supp ρn ⊂ B1/n(0).
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Como mostra o exerćıcio seguinte, é relativamente simples de construir

uma sucessão regularizante:

Exerćıcio 54. Seja ρ ∈ D(Rd) uma função não negativa com su-

porte em B1(0) e satisfazendo∫
ρdx = 1.

Mostre que

(11) ρn = ndρ(nx)

é uma sucessão regularizante.

Proposição 1. Seja f ∈ L1. Então

1. f ∗ ρn ∈ C∞. Adicionalmente, D(f ∗ ρn) = f ∗ Dρn e, se

f ∈ C1, D(f ∗ ρn) = Df ∗ ρn.

2. supp f ∗ ρn ⊂ supp f +B1/n(0)

3. f ∈ Ck então f ∗ ρn → f em Ck(K) para cada compacto K.

Demonstração. Para mostrar o primeiro ponto vamos observar que

|Dx(f(y)ρn(x− y))| ≤
[
max

z
|Dρn(z)|

]
|f(y)| ∈ L1.

Portanto, podemos passar a derivada para o interior do integral e obter

Dx

∫
f(y)ρn(x− y)dy =

∫
f(y)Dρn(x− y)dy.

Aplicação repetida do mesmo argumento implica, por indução, que

ρn ∗ f ∈ C∞. No caso de f ser de classe C1, procedendo de modo

similar, obtém-se

Dx

∫
f(x− y)ρn(y)dy =

∫
[Dxf(x− y)] ρn(y)dy.

Para mostrar o segundo ponto é suficiente observar que, para

x 6∈ supp f +B1/n(0),

se tem

f(x− y)ρn(y) ≡ 0,

para todo o y.
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O último ponto pode ser provado do seguinte modo: assumindo que

f é cont́ınua, mostraremos que

ρn ∗ f → f,

uniformemente em cada compacto; uma vez estabelecido este facto,

segue de primeira parte que, para funções C1,

D(ρn ∗ f) = ρn ∗Df → Df,

uniformemente em cada compacto. Procedendo por indução obtemos

o caso Ck.

Para mostrar convergência uniforme, vamos recordar que, em cada

compacto K̃, a função f é uniformemente cont́ınua. Portanto, existe

uma função ω(δ), o módulo de continuidade de f , não decrescente, com

ω(0) = 0, tal que

|f(x)− f(y)| ≤ ω(|x− y|),

se x, y ∈ K̃. Assim, dado um compacto K, seja K̃ = K + B̄1/n(0).

|f(x)− (ρn ∗ f)(x)| ≤
∫
|f(x)− f(x− y)|ρn(y)dy ≤ ω(1/n).

�

6. Espaços de Sobolev - I

Os elementos de D′ têm um grau de diferenciabilidade insuficiente

para muitas aplicações. Assim, há por vezes necessidade de considerar

espaços de distribuições com um grau de diferenciabilidade mais ele-

vado. Os espaços de Sobolev são espaços de funções cujas derivadas no

sentido das distribuições ainda são funções e que satisfazem condições

adicionais de integrabilidade. Nesta secção vamos provar alguns resul-

tados elementares sobre espaços de Sobolev; o seu estudo será desen-

volvido na secção 4 do caṕıtulo 5.

Seja U ⊂ Rd um conjunto aberto com fronteira ∂U regular. Os

espaços de Sobolev, W 1,p(U), são espaços de funções u ∈ L1
loc(U) tais

que a derivada no sentido das distribuições Du ∈ L1
loc(U) e que satis-

fazem

‖u‖W 1,p(U) ≡ ‖u‖Lp(U) + ‖Du‖Lp(U) <∞.
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De modo similar, os espaços Wm,p(U) são espaços de funções u tais

que todas as derivadas no sentido das distribuições Dαu, com |α| ≤ m

são elementos de Lp. Estes espaços são dotados da norma

‖u‖W m,p(U) =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖Lp(U).

Os espaçosWm,p são espaços de Banach, como se mostra na próxima

proposição:

Teorema 3. Os espaços Wm,p(U) são espaços de Banach.

Demonstração. Seja un uma sucessão de Cauchy em Wm,p(U).

Como un é uma sucessão de Cauchy em Lp, existe u ∈ Lp tal que

un → u em Lp. De modo similar, cada uma das derivadas Dαun, com

|α| ≤ m, é uma sucessão de Cauchy em Lp e, portanto, converge para

alguma função vα. É suficiente mostrar que

Dαu = vα.

Para esse efeito seja φ ∈ D(U). Então∫
(Dαun)φ = (−1)|α|

∫
umD

αφ.

Tomando o limite n→∞ temos∫
vαφ = (−1)|α|

∫
uDαφ,

ou seja, Dαu = vα. �

As funções de classe C∞ são densas tanto nos espaços Lp como nos

espaços de Sobolev.

Lema 1. Seja f ∈ Lp(Rd), 1 ≤ p < ∞. Então D(Rd) é denso em

Lp(Rd).

Demonstração. Seja ε > 0. Para provar o teorema é suficiente

mostrar que existe uma função g ∈ D(Rd) tal que

‖f − g‖Lp < ε.

Dado f ∈ Lp existe h1 ∈ Lp com suporte compacto K tal que

‖f − h1‖Lp <
ε

3
.
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Existe também uma função cont́ınua h2 com suporte compacto tal que

‖h1 − h2‖Lp <
ε

3
.

A funções ρn ∗ h2 convergem uniformemente para h2 e têm suporte

contido num compacto fixo K̃ ligeiramente maior que K. Portanto,

para n suficientemente grande,

‖h2 − ρn ∗ h2‖Lp <
ε

3
.

Utilizando a desigualdade triangular temos

‖f − ρn ∗ h2‖Lp < ε.

Portanto, escolhendo g = ρn ∗ h2 ∈ D(Rd), obtemos o resultado dese-

jado. �

Exerćıcio 55. Seja u ∈ Lp. Utilize a Proposição 1 para mostrar

que ρn ∗ u→ u em Lp.

Exerćıcio 56. Decida se D ou E são densos em L∞.

Teorema 4. Seja u ∈ Wm,p(U). Então existe uma sequência de

funções um ∈ C∞(U) ∩ C(Ū) tal que

‖um − u‖W m,p → 0.

Demonstração. A prova deste teorema é dividida nos seguintes

exerćıcios (ver também [Eva98])

Exerćıcio 57. Considere o caso U = Rd e seja un = ρn ∗ u. Use

o exerćıcio 55 para mostrar que Dαun → Dαu em Lp.

No caso de U não ser Rd é necessário ter cuidado pois a convolução

ρn ∗ u pode não estar definida. Utilizando uma partição de unidade

sobre a fronteira podemos escrever u = u0 + u1 em que u0 tem suporte

compacto em U e u1 tem suporte numa vizinhança suficientemente

pequena da fronteira. Basta mostrar que é posśıvel aproximar u0 e u1

por funções em C∞(U) ∩ C(Ū)

Exerćıcio 58. Consideremos o caso em que u tem suporte com-

pacto em U . Seja, para i inteiro positivo,

Vi =

{
x ∈ U :

1

i+ 2
< dist(x, ∂U) <

1

i

}
.
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Seja ηi uma partição de unidade subordinada a Vi e aplique o exerćıcio

anterior a uηi, de forma a mostrar que existe wi ∈ D tal que

‖uηi − wi‖W m,p ≤ ε

2i
.

Mostre que w =
∑
wi → u em Wm,p quando ε→ 0 e que w ∈ C∞(U)∩

C(Ū).

Seguidamente tratamos o outro caso:

Exerćıcio 59. Consideremos agora o caso em que u tem suporte

numa vizinhança suficientemente pequena da fronteira. Localmente a

fronteira de ∂U pode ser escrita como um gráfico

xn = f(x1, · · · , xn−1),

e, locamente U = {xn > f}. Utilize uma partição de unidade ξi sobre a

fronteira e defina uε
i(x1, · · ·xn) = ξi(x)u(x1, · · · , xn−1, xn + ε). Aplique

os resultados anteriores.

�

É também importante o seguinte espaço:

Wm,p
0 (U) ≡ fecho de D(U) em Wm,p(U).

Exerćıcio 60. Mostre que se f ∈ D e u ∈ Wm,p então fu ∈ Wm,p
0 .

Exerćıcio 61. Mostre que |x| ∈W 1,2([0, 1]).

Exerćıcio 62. Seja ψ : Rd 7→ Rd um difeomorfismo com derivada

com inversa limitada e u ∈ W 1,p. Mostre que u ◦ ψ ∈ W 1,p.

Exerćıcio 63. Seja ψ de classe C∞(R) com ψ′ limitada. Seja

u ∈ W 1,p(B1(0)). Mostre que ψ(u) ∈ W 1,p(B1(0)) e que D(ψ(u)) =

ψ′(u)Du.

Exerćıcio 64. Seja u ∈ C∞(R× R+
0 ) uma solução clássica de

ut = uxx,

tal que u(·, t) ∈ W 1,p para cada t ≥ 0. Mostre que ‖u(·, t)‖W 1,2(R) ≤
‖u(·, 0)‖W 1,2(R).
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6.1. Resultados complementares. Para terminar esta discussão

preliminar sobre espaços de Sobolev, enunciamos em seguida alguns

resultados adicionais. Seguiremos de perto o livro [Eva98] e só apre-

sentaremos os enunciados dos teoremas e alguns exerćıcios, omitindo

as demonstrações.

6.1.1. Teorema do Traço. Em geral, as funções em Lp não têm val-

ores definidos em conjuntos de medida nula, uma vez que Lp é um

espaço de classes de equivalência de funções. É, portanto, surpreen-

dente que se possa determinar (no sentido definido no próximo teo-

rema) o valor na fronteira de uma função em Wm,p.

Teorema 5 (Teorema do traço). Se U ⊂ Rd for limitado e ∂U de

classe C1, então existe uma aplicação linear cont́ınua T , o traço em

∂U ,

T : W 1,p(U) 7→ Lp(∂U)

tal que Tu = u|∂U para u ∈ W 1,p(U) ∩ C(Ū).

Uma versão deste teorema e a sua prova serão discutidas mais tarde

utilizando a transformada de Fourier.

6.1.2. Teoremas de Sobolev e Morrey. Tal como o teorema anterior

mostra, funções em espaços de Sobolev gozam de algumas propriedades

especiais. O próximo teorema, desigualdades de Sobolev e Morrey,

pode ser explicado informalmente do seguinte modo: em espaços de

Sobolev há um controlo tanto sobre o valor médio da função, ‖u‖Lp ,

como das suas derivadas, ‖∇u‖Lp). Este controlo implica, dependendo

da dimensão do espaço, estimativas adicionais sobre o “crescimento da

função” e, portanto, u está num espaço Lp∗ , com p∗ > p, ou estimativas

sobre a “oscilação da função” e logo u é Hölder cont́ınua.

Teorema 6 (Teorema de Sobolev-Morrey). Seja U ⊂ Rd um domı́nio

limitado e u ∈ W 1,p(U). Então, se

(1) 1 ≤ p < d, u ∈ Lp∗, com 1
p∗

= 1
p
− 1

d
;

(2) p = d, u ∈ Lq, 1 ≤ q <∞;

(3) d < p <∞, u ∈ Cα, onde α = 1− d
p
.
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6.1.3. Compacidade. Sejam E e F dois espaços de Banach. Um

operador linear T : E → F diz-se compacto se a imagem Txn de

qualquer sucessão limitada xn contém uma subsucessão convergente.

Em particular, se E ⊂ F é importante decidir se a injecção I : E → F

definida por Ix = x é compacta.

Teorema 7 (Rellich - Kondrachov). Se U ⊂ Rd for limitado e

1 ≤ p < d então a injecção W 1,p ⊂ Lq, com 1 ≤ q < p∗ é compacta.

É de esperar que sempre que se tenha um controlo sobre o valor

médio de uma função ou o seu valor na fronteira e sobre a derivada,

se possa controlar a norma em W 1,p, esta é a ideia da desigualdade de

Poincaré.

Teorema 8 (Desigualdade de Poincaré). Seja U compacto, conexo

e com fronteira C1. Se
∫

U
u = 0 ou u ∈ W 1,p

0 então existe C > 0 tal

que

‖u‖Lp ≤ C‖Du‖Lp .

Exerćıcio 65. Demonstre a desigualdade de Poincaré utilizando

o teorema de Rellich-Kondrachov. Sugestão: se o teorema não fosse

verdade, existiria uk tal que∫
uk = 0 ou uk ∈ W 1,p

0

e 1 = ‖uk‖Lp ≥ k‖Duk‖Lp. Mostre que uk → u em W 1,p, através de

alguma subsequência. Mostre que Du = 0 e ‖u‖Lp = 1.

6.1.4. Aplicações a cálculo de variações.

Exerćıcio 66. Considere o problema:

min
u∈W 1,2

0

∫
|Du|2 + fu

1. Mostre que qualquer sucessão minimizante uk é limitada em

W 1,2
0 .

2. Mostre que através de uma subsequência uk → u em L2 e em

quase toda a parte.

3. Mostre que, através de uma subsequência, se necessário, Duk ⇀

Du em L2.
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4. Utilize a desigualdade∫
|Duk|2 ≥

∫
|Du|2 + 2Du(Duk −Du)

e a convergência fraca de Duk para mostrar que u é um mı́nimo

do problema.

6.1.5. Quocientes diferenciais. As derivadas de funções em W 1,p

podem ser aproximadas por quocientes diferenciais, tal como as derivadas

no sentido clássico, ou no sentido das distribuições (ver exerćıcio 45).

Seja u ∈ W 1,p, h ∈ R. O quociente diferencial de u na direcção ei

é:

Dh
i u =

u(x+ hei)− u(x)

h
.

Teorema 9 (Quocientes diferenciais). Seja 1 ≤ p < ∞ e u ∈
W 1,p(U). Se V é um aberto com fecho compacto em U então

‖Dhu‖Lp(V ) ≤ C‖Du‖Lp(U).

Por outro lado, se u ∈ Lp e

sup
h
‖Dhu‖Lp(V ) ≤ C,

então u ∈ W 1,p(V ).

Teorema 10 (Rademacher). Seja f uma função Lipschitz em Rd.

Então f é diferenciável quase em toda a parte.

7. Suporte e ordem de distribuições

O suporte de uma função cont́ınua f é o fecho do conjunto dos

pontos x tais que f(x) 6= 0:

supp f = cl{x : f(x) 6= 0}.

De outro modo, x 6∈ supp f se e somente se existir uma vizinhança U

de x tal que f ≡ 0 em U . Seja L uma distribuição. Diz-se que um

ponto x não pertence ao suporte de L se existir uma vizinhança U de

x tal que, para todo o φ satisfazendo

suppφ ⊂ U,
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se tem

L(φ) = 0.

Assim, se a distribuição L for uma função cont́ınua f , o seu suporte

coincide com o suporte de f .

Exerćıcio 67. Mostre que o suporte de uma distribuição é um

conjunto fechado.

Exerćıcio 68. Seja f uma função em L1
loc(Rd). Mostre que o

suporte da distribuição em D′ definida por f , isto é,

〈f, φ〉 =

∫
fφ,

é o suporte essencial de f , ou seja, o complementar do maior aberto

onde f é identicamente nula quase em toda a parte.

Exerćıcio 69. Seja v ∈ D′(R+) dada por

v =
∞∑

k=1

δ1/k.

Determine u ∈ D′(R) tal que suppu ⊂ [0,∞) e u = v em R+. Mostre

que existe mais do que uma extensão com estas propriedades.

Proposição 2. Seja L ∈ D′ e φ ∈ D. Se suppφ ∩ suppL = ∅
então

Lφ = 0.

Demonstração. Seja K = suppφ com K ∩ suppL = ∅. Para cada

ponto x de K existe uma vizinhança aberta Ux tal que, para η ∈ C∞
c

com

supp η ⊂ Ux,

se tem

Lη = 0.

{Ux, x ∈ K} é uma cobertura de K. Como K é compacto, podemos

extrair uma subcobertura finita. Seja ηi uma partição de unidade sub-

ordinada a esta subcobertura. Então, como φ =
∑

i ηiφ,

L

(∑
i

ηiφ

)
=
∑

i

L(ηiφ) = 0.

�



38 3. DISTRIBUIÇÕES

Proposição 3. As distribuições em E ′ têm suporte compacto.

Demonstração. Por contradição, vamos supor que L ∈ E ′ não tem

suporte compacto. Então, existe uma sequência de funções φn com

suppφn ∩Bn(0) = ∅ para as quais

L(φn) 6= 0.

Por linearidade, podemos assumir L(φn) = 1 após normalização conve-

niente. Porém, φn → 0 em E , o que é uma contradição. �

Exerćıcio 70. Seja L ∈ D′ uma distribuição com suporte com-

pacto. Mostre que existe uma única extensão de L a E.

Seja L ∈ D′. Diz-se que L tem ordem localmente finita se, para

cada compacto K, existe N inteiro e C > 0 tais que para φ ∈ D com

suppφ ⊂ K, se tem

|L(φ)| ≤ C‖φ‖CN (K).

Uma distribuição L ∈ D′ diz-se de ordem finita se o inteiro N é in-

dependente do compacto. O sub-conjunto de D′ das distribuições de

ordem finita N denota-se por D′N .

Proposição 4. As distribuições em D′ têm ordem localmente finita.

Demonstração. Caso esta estimativa não fosse verdadeira, existiria

um compacto K e uma sequência de funções φn com suporte em K tais

que

|L(φn)| ≥ Cn‖φn‖Cn(K),

com Cn →∞. Definindo

ψn =
φn√

Cn‖φn‖Cn(K)

,

obtemos ψn → 0. No entanto

|L(ψn)| → ∞,

o que contradiz a continuidade. �

Exerćıcio 71. Mostre que D′N ( D′N+1. Decida se ∪ND′N = D′.

Exerćıcio 72. Mostre que as distribuições com suporte compacto

têm ordem finita.
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Provas semelhantes às anteriores mostram que as distribuições em

(CN)′ têm suporte compacto e que os elementos L ∈ (CN
c )′ satisfazem,

para funções φ com suporte num compacto fixo, ‖L(φ)‖ ≤ C‖φ‖CN .

Uma série

u =
∞∑

k=1

uk

de elementos uk ∈ D′ diz-se convergente se para cada φ ∈ D a série

〈u, φ〉 =
∞∑

k=1

〈uk, φ〉

é convergente.

Exerćıcio 73. Mostre que

L =
+∞∑

n=−∞

δn

é um elemento de D′.

Exemplo 9. A distribuição

L =
+∞∑

n=−∞

δn

é um elemento de D′. No entanto, como não tem suporte compacto,

não pertence a E ′. J

Exemplo 10. A distribuição

φ 7→
+∞∑

n=−∞

φ(n)(n),

que é um elemento de D′, tem ordem localmente finita mas não tem

ordem globalmente finita (ver exerćıcio 71). J

Exemplo 11. δ′ 6∈ D′0 (ver exerćıcio 36). Para mostrar este facto

seja η ∈ D com η ≡ 1 numa vizinhança de x = 0. Então

〈δ′, sin(kx)η(x)〉 = −k,

para k ∈ R. No entanto, | sin(kx)η(x)| ≤ ‖η‖L∞ . J





4

Teoremas de Estrutura

Este caṕıtulo é dedicado ao estudo da estrutura de espaços duais

em diversos casos importantes: o dual de espaços de Hilbert, o dual de

Lp, C ′
c e D′.

1. Teorema de Riesz para espaços de Hilbert

Seja E um espaço vectorial sobre R ou C. Um produto interno em

E é uma aplicação (·, ·) : E × E → R ou C, respectivamente, com as

seguintes propriedades:

1. (x, y) = (y, x);

2. (x, y + z) = (x, y) + (x, z);

3. (x, λy) = λ(x, y);

4. (x, x) > 0 se x 6= 0.

Exerćıcio 74. Seja E um espaço vectorial dotado de um produto

interno. Mostre que

‖x‖ = (x, x)1/2

é uma norma em E.

Seja E espaço vectorial dotado de um produto interno. Dois vectores

x e y dizem-se ortogonais se (x, y) = 0.

Exerćıcio 75. Mostre que dois vectores não nulos ortogonais são

linearmente independentes.

Exerćıcio 76 (Teorema de Pitágoras). Sejam x e y dois vectores

ortogonais. Mostre que

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

41
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Um espaço de Hilbert H é um espaço de Banach em que a norma

provém de um produto interno (·, ·), ou seja, para x ∈ H

‖x‖2 = (x, x).

Exemplo 12. Podemos dotar Rd com o produto interno usual

(x, y) =
d∑

i=1

xiyi.

Assim, a norma em Rn será

‖x‖2 =
d∑

i=1

x2
i ,

a norma euclideana. J

Exemplo 13. Seja µ uma medida de Borel em R. O espaço L2
µ é

dotado do seguinte produto interno

(f, g) =

∫
f̄gdµ.

J

Exemplo 14. As técnicas de espaços de Hilbert podem ser uti-

lizadas em muitos problemas de equações diferenciais parciais uma vez

que os espaços de Sobolev Wm,2 são espaços de Hilbert, dotados do

produto interno

(u, v)W m,2 =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2 .

J

Exerćıcio 77 (Identidade de Polarização). Seja H um espaço de

Hilbert sobre R. Mostre que

(x, y) =

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2

−
∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥2

.

Generalize este resultado para espaços de Hilbert sobre C.

Exerćıcio 78 (Desigualdade de Cauchy-Schwartz). Seja H um

espaço de Hilbert. Utilizando a desigualdade

(x+ λy, x+ λy) ≥ 0

para todo o λ, deduza que

|(x, y)| ≤ ‖x‖‖y‖.
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Da desigualdade de Cauchy-Schwartz segue que, para y ∈ H, a

aplicação

x 7→ (y, x)

é um funcional linear cont́ınuo emH. O teorema de Riesz afirma que to-

dos os funcionais lineares cont́ınuos em H admitem uma representação

como produto interno com um vector apropriado.

Lema 2. Seja H um espaço de Hilbert, S 6= H um subespaço

fechado. Então existe um vector não nulo ortogonal a S.

Demonstração. Seja y ∈ H\S. Então

0 < dist(y, S) ≡ inf
x∈S

‖y − x‖.

Exerćıcio 79. Demonstre a afirmação anterior. Mostre que pode

ser falsa se S não for fechado. Dê um exemplo.

Exerćıcio 80. Mostre que os subespaços de dimensão finita são

fechados.

Vamos começar por estabelecer a existência de x ∈ S tal que

(12) d(y, S) = ‖y − x‖.

O lema é uma consequência imediata deste facto pois, para qualquer

v ∈ S se tem

‖y − x‖2 ≤ ‖y − x+ v‖2 = ‖y − x‖2 + 2(y − x, v) + ‖v‖2,

o que implica (y − x, v) = 0 e, portanto, o vector y − x ∈ S⊥.

Para estabelecermos a existência de tal vector, seja xn uma sucessão

de elementos de S tais que

‖xn − y‖ → d(y, S).

Pretendemos mostrar que xn é uma sucessão de Cauchy e, portanto,

convergente para um ponto x satisfazendo (12). Temos

‖xn − xm‖2 = ‖xn − y − (xm − y)‖2

= 2‖xn − y‖2 + 2‖xm − y‖2 − ‖xn + xm − 2y‖2.

Como xn+xm

2
∈ S,

‖xn + xm − 2y‖2 ≥ 4d(y, S)2
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temos

‖xn − xm‖2 ≤ 2‖xn − y‖2 + 2‖xm − y‖2 − 4d(y, S)2,

que converge para zero quando n,m→∞. �

Teorema 11 (Teorema de Representação de Riesz). Seja H um

espaço de Hilbert dotado de produto interno (·, ·) e H ′ o seu dual.

Então, para cada elemento u∗ ∈ H ′, existe u ∈ H tal que

〈u∗, v〉 = (u, v) ∀v ∈ H.

Demonstração. Seja u∗ ∈ H ′. Como o caso u∗ = 0 é trivial,

podemos assumir que u∗ 6= 0. Consideremos o conjunto

K = {v ∈ H : 〈u∗, v〉 = 0}.

Como u∗ é cont́ınuo, K é um subespaço fechado que é distinto de H

pois u∗ não é identicamente nulo. Seja w ∈ K⊥ com ‖w‖ = 1, este

vector existe pelo lema 2. Vamos escolher

u = 〈u∗, w〉w.

Pretendemos mostrar que

(u, z) = 〈u∗, z〉,

para qualquer z ∈ H. Se z ∈ K esta afirmação é trivial. Para z = u,

〈u∗, u〉 = 〈u∗, w〉2

e

(u, u) = 〈u∗, w〉2.

Portanto, para qualquer λ ∈ R e v ∈ K, temos

(u, λu+ v) = 〈u∗, λu+ v〉.

O último passo do teorema é deixado como exerćıcio:

Exerćıcio 81. Seja z ∈ K⊥. Mostre que existe λ tal que

z = λu.

Mostre que, como consequência, qualquer elemento z de H pode ser

escrito na forma z = λu+ v com λ ∈ R e v ∈ K.

�
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Exerćıcio 82 (Desigualdade de Bessel). Seja H um espaço de

Hilbert e {e1, · · · , ek} um conjunto ortonormado em H. Mostre que

para cada x ∈ H
k∑

i=1

(x, ei)
2 ≤ ‖x‖2.

Sugestão: Calcule ∥∥∥∥∥x−
k∑

i=1

(x, ei)ei

∥∥∥∥∥
2

.

Exerćıcio 83. Seja H um espaço de Hilbert e {ek, k ∈ N} um

conjunto ortonormado em H. Mostre que∑
k

λkek

converge se e somente se
∑

k λ
2
k é convergente.

1.1. Teorema de Lax-Milgram. Em aplicações, é muitas vezes

utilizado o seguinte resultado, o teorema de Lax-Milgram, que é uma

consequência do teorema de Riesz.

Teorema 12 (Lax-Milgram). Seja H um espaço de Hilbert com

norma ‖ · ‖, produto interno (·, ·) e aplicação dual 〈·, ·〉. Seja

B[·, ·] : H ×H → R

uma forma bilinear cont́ınua, isto é,

|B[u, v]| ≤ α‖u‖‖v‖

e coerciva

B[u, u] ≥ β‖u‖2.

Seja f ∈ H ′. Então existe u ∈ H tal que

B[u, v] = 〈f, v〉 ∀v ∈ H.

Demonstração. Para u fixo, o funcional

v 7→ B[u, v]

é um funcional linear cont́ınuo. Logo, pelo teorema de Riesz, existe um

elemento w ∈ H, que depende de u e denotamos por

w = Au,
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tal que

B[u, v] = (Au, v).

Vamos mostrar que o operador A é um operador linear cont́ınuo.

Para mostrar linearidade basta observar que para todo o v ∈ H

(A(λ1u1 + λ2u2), v) = B[λ1u1 + λ2u2, v] =

= λ1B[u1, v] + λ2B[u2, v] =

= λ1(Au1, v) + λ2(Au2, v),

o que implica

A(λ1u1 + λ2u2) = λ1A(u1) + λ2A(u2).

A continuidade segue da estimativa:

‖Au‖2 = (Au,Au) = B[u,Au] ≤ α‖u‖‖Au‖,

e portanto

‖Au‖ ≤ α‖u‖.

Por coercividade temos

β‖u‖2 ≤ B[u, u] = (Au, u) ≤ ‖Au‖‖u‖,

logo

(13) ‖Au‖ ≥ β‖u‖.

Consequentemente, A é injectivo.

Seguidamente vamos mostrar que a imagem de A, R(A), é um sub-

espaço fechado em H. Para este efeito, consideremos uma sucessão vn

na imagem de H que converge para um vector v. Podemos escrever

vn = Aun. Da estimativa (13) segue que un é uma sucessão de Cauchy

e portanto convergente para algum vector u ∈ H. Como A é cont́ınuo

Au = v.

Finalmente, vamos mostrar que a imagem R(A) de A é H. Para

isso, seja w ∈ R(A)⊥. Então

β‖w‖2 ≤ B[w,w] = (Aw,w) = 0

e, portanto, w = 0. Em conclusão, acabamos de mostrar que A tem

inversa cont́ınua.
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Novamente, pelo teorema de Riesz, existe w tal que

〈f, v〉 = (w, v),

e, consequentemente, como A é invert́ıvel, existe u tal que

Au = w,

ou seja,

B[u, v] = (Au, v) = (w, v) = 〈f, v〉,

para todo o v ∈ H. �

Exemplo 15. Consideremos o problema de encontrar u ∈ W 1,2(Rd)

tal que

−∆u+ εg ·Du+ u = f,

em Rd, para f ∈ L2, g ∈ L∞ e ε suficientemente pequeno. Isto significa

que para todo o v ∈ W 1,2

B[u, v] =

∫
DuDv + εvg ·Du+ uv =

∫
fv.

Temos |B[u, v]| ≤ ‖u‖W 1,2‖v‖W 1,2 , e, se ε for suficientemente pequeno,

B[u, u] ≥ 1
2
‖u‖2

W 1,2 . Adicionalmente,∣∣∣∣∫ fv

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L2‖v‖W 1,2 .

Assim, o teorema de Lax-Milgram garante a existência de solução u ∈
W 1,2. J

Exerćıcio 84. Seja (aij(x)), bi(x), c(x) funções de classe C∞ glob-

almente limitadas, aij uniformemente definida positiva, dj constantes

arbitrárias e g ∈ L2(Rd). Mostre que, para λ suficientemente grande,

existe u ∈ W 1,2(Rd) satisfazendo

−(aij(x)uxi
)xj

+ bi(x)uxi
+ (λ+ c(x))u = digxi

.

2. Teorema de Radon-Nikodym

Sejam µ e ν medidas de Borel em Rn. A medida µ diz-se absolu-

tamente cont́ınua com respeito a ν se para cada conjunto A tal que

ν(A) = 0 se tem µ(A) = 0.
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Teorema 13 (Radon-Nikodym). Sejam µ e ν duas medidas finitas

de Borel em Rd. Se ν é absolutamente cont́ınua com respeito a µ então

existe uma função mensurável não negativa f tal que

ν(A) =

∫
A

fdµ.

Demonstração. Consideremos a medida λ = µ+ ν. O funcional

L(h) =

∫
hdµ

é um funcional linear cont́ınuo em L2
λ. Assim, o teorema de repre-

sentação de Riesz para espaços de Hilbert implica que existe g ∈ L2
λ

tal que ∫
hdµ =

∫
hgdλ.

Temos g ≥ 0, λ quase em toda a parte. O conjunto N = {g = 0} tem

medida µ nula pois

µ(N) =

∫
N

gdλ = 0,

o que implica que g > 0, µ quase em toda a parte. Assim,∫
A∩{g>0}

g−1dµ =

∫
A∩{g>0}

dλ,

para cada conjunto A mensurável. Temos também 0 ≤ g ≤ 1, λ quase

em toda a parte, uma vez que∫
A

gdλ =

∫
A

dµ ≤
∫

A

dµ+

∫
A

dν =

∫
A

dλ,

e, da última identidade conclui-se que

ν(A) =

∫
A

dλ−
∫

A

dµ =

∫
A

(1− g)dλ.

Portanto,

ν(A) =

∫
A

(1− g)g−1dµ.

Consequentemente, o teorema está demonstrado para

f = (1− g)g−1.

�
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3. Decomposição de Riesz-Markov

Um espaço E de Banach de funções reais diz-se um recticulado se

contém as constantes e se f, g ∈ E então min(f, g),max(f, g) ∈ E. Um

recticulado diz-se regular se as funções limitadas são densas e |f | ≤ |g|
implica ‖f‖ ≤ ‖g‖. Um funcional linear cont́ınuo L num recticulado

diz-se positivo se para todo o f ≥ 0 se tem L(f) ≥ 0.

Exerćıcio 85. Seja U ⊂ Rd um conjunto aberto. Mostre que C(U)

é um recticulado regular.

Exerćıcio 86. Seja U ⊂ Rd um conjunto aberto. Identificando o

conjunto R com as funções constantes, mostre que Cc(U)⊕ R, dotado

da norma do supremo, é um recticulado regular.

Exerćıcio 87. Seja K ⊂ Rd um conjunto com medida finita.

Mostre que Lp(K) é um recticulado regular.

Teorema 14 (Decomposição de Riesz-Markov). Seja E um recti-

culado regular e L um funcional linear cont́ınuo em E. Então existem

funcionais lineares positivos L± tais que

(14) L = L+ − L−.

Demonstração. Como o recticulado é regular é suficiente mostrar

que a restrição de L ao conjunto das funções limitadas pode ser escrita

na forma (14) em que L± são operadores lineares limitados. Vamos

definir, para f ≥ 0

L+(f) = sup
0≤ϕ≤f

L(ϕ).

Claramente L+ ≥ 0 e se λ ≥ 0, L+(λf) = λL+(f).

Lema 3. Sejam f, g funções não negativas em E. Então

L+(f + g) = L+(f) + L+(g)

Demonstração. Claramente se 0 ≤ φ ≤ f e 0 ≤ ψ ≤ g temos

φ+ ψ ≤ f + g, o que implica

L+(f + g) ≥ L+(f) + L+(g).

Para mostrar a desigualdade oposta seja 0 ≤ ϕ ≤ f + g e consideremos

φ = min(ϕ, f) ψ = ϕ− φ ≤ g.
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Então

L(ϕ) = L(φ) + L(ϕ) ≤ L+(f) + L+(g),

o que implica

L+(f + g) ≤ L+(f) + L+(g).

Se f é uma função limitada vamos definir

L+(f) = L+(f +N)− L+(N),

onde N é tal que f +N ≥ 0. Como L+(f +N +M) = L+(f +N) +

L+(M), a definição de L+ não depende da escolha de N . Assim, o

funcional L+ fica definido para todas as funções limitadas em E e é

linear neste subespaço. Por densidade, estende de forma única a E.

Como

L(f) ≤ L+(f),

o funcional L− = L+ − L é positivo.

Falta mostrar que L+ é um funcional linear limitado. Seja f ∈ E e

consideremos a decomposição f = f+ − f−. Temos

|L+(f)| ≤ |L+(f+)|+ |L+(f−)| ≤ C(‖f+‖+ ‖f−‖) ≤ C‖f‖.

�

Exemplo 16. Seja U um aberto de Rd e L um funcional linear

cont́ınuo em Cc(U). Identificado R com as funções constantes, consi-

deremos o espaço Cc(U) ⊕ R dotado da norma do supremo. Vamos

construir uma extensão L̂ de L a Cc(U)⊕ R do seguinte modo:

L̂(ϕ+ k) = L(ϕ),

para ϕ ∈ Cc(U) e k ∈ R. Temos

‖ϕ‖L∞ ≤ 2‖ϕ+ k‖L∞ ,

para qualquer k ∈ R e ϕ ∈ Cc(U). Assim,

|L̂(ϕ+ k)| ≤ C‖ϕ‖L∞ ≤ 2C‖ϕ‖L∞ .

Pelo teorema anterior L̂ pode ser escrito como

L̂ = L̂+ − L̂−,

para funcionais positivos L̂±. A restrição de L̂± a Cc(U) produz uma

decomposição de L em funcionais positivos.
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Exerćıcio 88. Seja L um funcional linear cont́ınuo em Lp(Rd).

Mostre que L pode ser escrito como L = L+ − L− em que L± são

funcionais positivos em Lp(Rd). Note que o teorema anterior não se

aplica uma vez que Lp(Rd) não contém as constantes pelo que não é

um recticulado, mas um argumento de aproximação elementar permite

circundar este problema.

Exerćıcio 89. Seja L ∈ E ′(Rd) um funcional positivo. Mostre que

L tem ordem 0. Sugestão: como L tem suporte compacto, pode substi-

tuir Rd por um compacto fixo e argumentar por contradição, assumindo

que existem elementos φn ∈ E com ‖φn‖L∞ ≤ 1 tais que |L(φn)| > n

e utilizando-os para construir uma função não negativa φ para a qual

L(φ) < 0.

4. Dualidade em Lp

O objectivo desta secção é o de caracterizar o dual dos espaços Lp.

No caso de p = 2, o teorema da representação de Riesz já estudado

mostra que o dual de L2 pode ser identificado com L2. O próximo

exerćıcio sugere que talvez seja posśıvel identificar o dual de Lp com

outros espaços Lp:

Exerćıcio 90. Seja 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1 e g ∈ Lp′. Mostre que

f 7→
∫
fg

define um elemento de (Lp)′.

Teorema 15 (Riesz). Seja 1 ≤ p < ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1, e L ∈ (Lp)′.

Então existe g ∈ Lp′ tal que

Lf =

∫
fg.

Demonstração. Seja L um funcional linear cont́ınuo em Lp. Pelo

teorema 14 e exerćıcio 88 podemos supor que L é positivo. Podemos

utilizar o funcional L para definir uma medida µ em Rn do seguinte

modo:

µ(A) ≡ 〈L, 1A〉,
com a convenção de que µ(A) = ∞ se a medida de Lebesgue de A for

infinita.
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Exerćıcio 91. Mostre que µ é de facto uma medida em Rn, ou

seja, se {Ai} é uma famı́lia contável disjunta de conjuntos mensuráveis

então

µ(∪iAi) =
∑

i

µ(Ai).

Exerćıcio 92. Mostre que se f ∈ Lp então

〈L, f〉 =

∫
fdµ.

Claramente a medida µ é absolutamente cont́ınua em relação à

medida de Lebesgue e, portanto, pelo teorema de Radon-Nikodym,

temos ∫
fdµ =

∫
fgdx,

para alguma função g ∈ L1
loc. Assim, basta mostrar que g ∈ Lp, o que

segue do exerćıcio 22. �

Seja 1 < p < ∞. Uma sucessão fk ∈ Lp converge fracamente para

f em Lp se ∫
fkg →

∫
fg,

para todo o g ∈ Lp′ . Escreve-se fk ⇀ f .

Exerćıcio 93. Mostre que para 1 ≤ p < ∞ existe um conjunto

contável denso em Lp.

Teorema 16. Seja 1 < p <∞ e fk uma sucessão limitada em Lp.

Então, existe f ∈ Lp e uma subsucessão fkj
tal que

fkj
⇀ f.

Demonstração. A prova é deixada como exerćıcio:

Exerćıcio 94. Utilize o exerćıcio 93 e o método da diagonal de

Cantor para construir uma subsucessão tal que∫
fkg

é convergente para todo o g ∈ Lp′. Mostre que este limite define um

funcional linear em Lp′. Utilize o teorema 15 para terminar a demons-

tração.
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Exerćıcio 95. Mostre que uma sequência de funções em L1 fraca-

mente convergente pode não convergir fracamente para uma função em

L1, ou seja, pode acontecer que ∫
fkg

seja convergente para todo o g ∈ Cc, sem que exista f ∈ L1 tal que∫
fkg →

∫
fg.

Mostre que o limite fraco de uma sequência de funções em L1 pode

ser identificado com um elemento de (Cc)
′. Utilize o teorema 15 para

caracterizar o limite.

Exerćıcio 96. Seja fn ≥ 0 uma sucessão de funções em L1 que

satisfaz

sup
n

∫
fn log(1 + fn) <∞.

Mostre que existe f ∈ L1 tal que fn ⇀ f em L1.

5. Teorema de representação de Riesz

Esta secção é dedicada a um resultado central da teoria da medida,

o teorema de representação de Riesz. Este caracteriza o dual de Cc

como sendo o conjunto das medidas com sinal, ou seja a diferença de

duas medidas positivas. A motivação para este resultado é dada no

exerćıcio seguinte:

Exerćıcio 97. Sejam µ± medidas de Borel positivas e localmente

finitas. Seja

〈L, φ〉 =

∫
φdµ+ −

∫
φdµ−.

Mostre que L é um elemento de C ′
c.

Teorema 17. Seja L ∈ C ′
c. Então existem duas medidas µ± posi-

tivas e localmente finitas tais que

(15) 〈L, φ〉 =

∫
φdµ+ −

∫
φdµ−.
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Demonstração. Pelo teorema 14 e exemplo 16, basta considerar

o caso em que L ≥ 0 e mostrar que existe uma medida µ positiva e

localmente finita tal que

〈L, φ〉 =

∫
φdµ.

Vamos definir esta medida do seguinte modo: para um conjunto

aberto A

µ(A) = sup
‖φ‖L∞≤1,φ∈CcA

〈L, φ〉;

Para um conjunto arbitrário E, seja

µ(E) = inf
A aberto, E⊂A

µ(A).

Iremos provar que µ é uma medida exterior, para a qual os Borelianos

são mensuráveis.

Lema 4. µ é uma medida exterior, isto é,

1. µ(∅) = 0

2. A ⊂ B implica µ(A) ≤ µ(B)

3. µ é contavelmente subaditiva, isto é, se E = ∪Ei então

µ(E) ≤
∑

µ(Ei).

Demonstração. As duas primeiras afirmações do lema são evi-

dentes, sendo a terceira a única que requer discussão. Comecemos por

mostrar subaditividade nos conjuntos abertos. Seja A um conjunto

aberto e {Ai} uma famı́lia de abertos tal que A = ∪Ai. Seja φ uma

função cont́ınua, ‖φ‖L∞ ≤ 1, com suporte compacto contido em A. Seja

Ai, i ∈ I, uma cobertura finita do suporte de φ e {ϕi} uma partição

de unidade associada a esta cobertura. Então

φ =
∑
i∈I

ϕiφ,

e, portanto,

〈L, φ〉 =
∑
i∈I

〈L, ϕiφ〉 ≤
∑
i∈I

µ(Ai) ≤
∑

i

µ(Ai).

Consequentemente, tomando o supremo em φ,

µ(A) ≤
∑

i

µ(Ai).
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O caso de conjuntos gerais segue facilmente da definição, como se

mostra em seguida: seja A um conjunto aberto contendo E e Ai um

conjunto aberto contendo Ei. Então

µ(E) ≤ µ(A ∩ (∪Ai)) ≤
∑

i

µ(Ai ∩ A) ≤
∑

i

µ(Ai)

o que implica, tomando o ı́nfimo em Ai tal que Ei ⊂ Ai, que

µ(E) ≤
∑

i

µ(Ei).

Lema 5. Para qualquer conjunto aberto A temos

µ(A) = sup
{
µ(U) : Ū ⊂ A, U aberto

}
Demonstração. É suficiente observar que

µ(A) = sup
φ∈Cc(A),|φ|≤1

〈L, φ〉

= sup
Ū⊂A,U aberto

sup
φ∈Cc(U),|φ|≤1

〈L, φ〉

= sup
{
µ(U) : Ū ⊂ A,U aberto

}
.

Recordamos ao leitor que um conjunto B se diz mensurável se, para

qualquer conjunto E,

µ(E) = µ(E ∩B) + µ(E ∩Bc).

Pela definição de µ é suficiente mostrar a identidade anterior para

conjuntos abertos E. Como os conjuntos mensuráveis formam uma

σ-álgebra, se provarmos que os conjuntos fechados são mensuráveis

mostramos que µ quando restrita à σ-álgebra de Borel é uma medida.

Lema 6. Os conjuntos fechados são mensuráveis e portanto µ quando

restrita à σ álgebra de Borel é uma medida.

Demonstração. Seja F um conjunto fechado e A um conjunto

aberto. Pela subaditividade é suficiente mostrar que

µ(A) ≥ µ(A ∩ F ) + µ(A ∩ F c).
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Pelo lema anterior existe um aberto U tal que Ū ⊂ A ∩ F c e

µ(U) > µ(A ∩ F c)− ε.

Seja V = A ∩ Ū c. Temos A ∩ F ⊂ V e U ∩ V = ∅, portanto

µ(A ∩ F ) + µ(A ∩ F c) < µ(U) + ε+ µ(V ) < µ(A) + ε,

fazendo ε→ 0 obtemos a desigualdade pretendida.

Finalmente queremos mostrar que

〈L, φ〉 =

∫
φdµ.

Podemos, sem perda de generalidade assumir φ ≥ 0. Para o efeito seja

n fixo e consideremos os seguintes conjuntos

Ak = {x : nφ > k − 1} .

Seja

φk =


1 em Ak+1

nφ(x)− k + 1 em Ak\Ak+1

0 em Ac
k.

Claramente φk é cont́ınua e

1

n

∑
k

φk = φ.

Por outro lado
1

n

∑
k

µ(Ak+1) ≤ 〈L, φ〉 ≤ 1

n

∑
k

µ(Ak),

e quando n → ∞ ambos os termos extremos da desigualdade tendem

para
∫
φdµ. �

Exemplo 17. Seja U ⊂ Rd um conjunto com interior não vazio. O

conjunto BV (U) das funções de variação limitada em U é constitúıdo

pelas funções f ∈ L1(U) tais que a sua derivada no sentido das dis-

tribuições é um funcional linear cont́ınuo em Cc(U), ou seja∣∣∣∣∫ f divϕ

∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖L∞(U),

para todo o ϕ ∈ Cc(U ; Rd). Pelo teorema da representação de Riesz,

existem medidas µi, i = 1 . . . d tais que∫
f divϕ =

∫
ϕidµi.
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J

Exerćıcio 98. Um conjunto E ⊂ Rd diz-se de peŕımetro finito se

1E, a função caracteŕıstica de E, for uma função de variação limitada

em Rd. Suponha que a fronteira de E é uma variedade d − 1 dimen-

sional. Determine a medida que representa a derivada de 1E. Mostre

que

sup
‖ϕ‖L∞≤1,ϕ∈Cc(Rd)

∫
E

divϕ

é a área d− 1 dimensional da fronteira de E.

Exerćıcio 99. Mostre que

‖f‖BV = ‖f‖L1 + sup
‖ϕ‖L∞≤1

∫
f divϕ

define uma norma para as funções BV .

6. Teorema de Hahn-Banach

Antes de provarmos o teorema de estrutura de distribuições neces-

sitamos de um resultado preliminar, o teorema de Hahn-Banach. Este

garante que qualquer funcional linear definido num subespaço de um

espaço vectorial normado pode ser estendido, sem aumentar a norma,

a todo o espaço.

Teorema 18 (Hahn-Banach). Seja E um subespaço de um espaço

vectorial normado F . Seja L um funcional linear cont́ınuo em E.

Então existe um funcional L̂ que estende L a F e tal que

‖L‖ = ‖L̂‖.

Demonstração. A ideia central deste teorema consiste em mostar

que, dado um funcional linear cont́ınuo definido num subespaço, é sem-

pre posśıvel estende-lo a um subespaço maior sem aumento norma. Isto

é feito no seguinte lema:

Lema 7. Seja E um subespaço de um espaço vectorial normado F

e seja L um funcional linear cont́ınuo definido em E. Seja x0 ∈ F

tal que x0 6∈ E. Então L pode ser estendido sem aumento de norma a

E ⊕ x0.
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Demonstração. Sem perda de generalidade podemos assumir ‖L‖ =

1. Em primeiro lugar vamos considerar o caso do corpo dos escalares

ser R.

Uma vez que qualquer vector em E ⊕ x0 pode ser escrito de uma

única forma como x+ αx0, com x ∈ E, para definir a extensão de L a

E ⊕ x0 é suficiente especificar L(x0) ≡ β0. Queremos mostrar que isto

pode ser feito sem aumento de norma, ou seja que

|L(x) + αβ0| ≤ ‖x+ αx0‖,

ou, de modo equivalente,

|L(
x

α
) + β0| ≤ ‖x

α
+ x0‖.

Queremos assim, mostrar que existe um valor β0 ∈ R para o qual

|L(x) + β0| ≤ ‖x+ x0‖,

para todo o x ∈ E. Sejam x, y ∈ E,

L(x)− L(y) ≤ ‖x− y‖ ≤ ‖x+ x0‖+ ‖y + x0‖.

Portanto

L(x)− ‖x+ x0‖ ≤ L(y) + ‖y + x0‖.
Vamos escolher então β0

sup
x
L(x)− ‖x+ x0‖ ≤ −β0 ≤ inf

x
L(x) + ‖x+ x0‖,

pois assim

L(x) + β0 ≤ ‖x+ x0‖ L(x) + β0 ≥ −‖x+ x0‖.

No caso de o corpo de escalares ser C procedemos do seguinte modo.

Podemos considerar F como um espaço vectorial real e escrever

L(x) = R(x) + iI(x),

em que R e I são, respectivamente, a parte real e imaginária de L.

Claramente R e I são funcionais lineares reais. Por outro lado, como

L(ix) = iL(x),

temos

R(ix) + iI(ix) = iR(x)− I(x),

ou seja I(ix) = R(x). Como i2 = −1, I(x) = −I(i2x) = −R(ix). Logo

L(x) = R(x) + iI(x) = R(x)− iR(ix).
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Pela parte anterior da prova, o funcional R pode ser estendido para um

funcional R̂, sem aumento de norma, definido no espaço vectorial real

E ⊕ x0. Vamos definir a extensão de L ao espaço vectorial complexo

E ⊕ x0 através de

L̂(x) = R̂(x)− iR̂(ix).

Exerćıcio 100. Mostre que L̂ é um funcional linear sobre o corpo

de escalares C.

Finalmente queremos mostrar que ‖L̂‖ = 1. Para o efeito, seja x

um vector arbitrário e seja λ ∈ C, com |λ| = 1 tal que λL̂(x) ∈ R.

Então

|L̂(x)| = |L̂(λx)| = |R̂(λx)| ≤ ‖x‖.

Uma vez estabelecido este facto o resultado é obtido utilizando o

lema de Zorn. De facto, o conjunto de todas as extensões de L é

um conjunto parcialmente ordenado com respeito à seguinte ordem

parcial: L1 ≤ L2 se domL1 ⊂ domL2 e L1(x) = L2(x) para x ∈
domL1. Obviamente qualquer cadeia de extensões tem um majorante

e, portanto, pelo lema de Zorn, existe uma extensão maximal. O lema

anterior implica que domı́nio desta extensão tem que ser F . �

Exerćıcio 101. Seja E um espaço de Banach e F um subespaço

fechado de E. Mostre se F 6= E existe um funcional linear cont́ınuo γ

não nulo tal que γ(F ) = 0.

Exerćıcio 102. Seja E um espaço de Banach tal que E ′ é reflexivo

(ver exerćıcio 10 e comentário imediatamente a seguir). Mostre que E

também é reflexivo. Sugestão: mostre que se E não for reflexivo, existe

um funcional não nulo γ ∈ E ′′′ satisfazendo, γ(E) = 0. Mas então,

identificando γ com o elemento correspondente de E ′, temos γ(E) = 0,

o que implica γ ≡ 0.

Exerćıcio 103. O objectivo deste exerćıcio é o de apresentar uma

prova do teorema de Riesz para Lp baseada no teorema de Riesz para

espaços de Hilbert. Seja K ⊂ Rd um conjunto com medida finita.

Utilizando o teorema anterior,

1. Mostre que (L2(K))′ = L2(K).
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2. Mostre que (Lp(K))′ = Lq(K), com 1 < p < 2 e 1
p

+ 1
q

= 1.

Sugestão: Considere a restrição dos elementos de (Lp(K))′ a

L2(K). Mostre que qualquer elemento de (Lp(K))′ pode ser

identificado com uma função L2(K); seguidamente utilize o

exerćıcio 22 para mostrar que esta função é um elemento de

Lq.

3. Mostre que Lp(K) é reflexivo para p > 2 utilizando os ex-

erćıcios 9 e 10.

4. Utilize o exerćıcio 102 para mostrar que Lp para p < 2 é re-

flexivo, isto é, (Lp)′′ = Lp.

5. Mostre que (Lp(K))′ = Lq(K), com 2 < p <∞ e 1
p

+ 1
q

= 1.

Estenda os resultados anteriores para o caso em que K não tem medida

finita.

7. Estrutura local de distribuições

Teorema 19. Seja L um elemento de D′, K um compacto fixo e

N , tal como na proposição 4, a ordem de L quando restrito a funções

com suporte em K. Então existem medidas localmente finitas (µα),

indexadas com o multíındice α, com |α| ≤ N e , tais que para φ ∈ D
com

suppφ ⊂ K,

se tem

L(φ) =
∑
|α|≤N

∫
Dαφdµα.

Demonstração. Vamos considerar o espaço vectorial

X =
∏
|α|≤N

Cc

dotado da norma

‖(fα)‖X =
∑
|α|≤N

‖fα‖L∞ .

Seja Y o subespaço de X composto pelos elementos da forma y =

(Dαφ)|α|≤N com φ ∈ D e suppφ ∈ K.
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Em Y defina-se o funcional L̃ por

L̃(y) = L(φ),

se y = (Dαφ)|α|≤N . Este funcional satisfaz

|L̃(y)| ≤ C‖y‖,

e portanto, pelo teorema de Hahn-Banach (teorema 18), pode ser es-

tendido para um funcional L̂ definido em todo o espaço X.

Nos elementos de X da forma ταψ = (0, · · · , ψ, · · · , 0), onde ψ

aparece na coordenada α e suppψ ⊂ K, temos

L̂(ταψ) =

∫
ψdµα,

pois o funcional

ψ 7→ L̂(ταψ)

é um elemento de C ′
c.

A linearidade implica o resultado pretendido. �

Exerćıcio 104. Mostre que a decomposição do teorema 19 não é

única pois existem medidas µα, não nulas, tais que∑
|α|≤N

∫
Dαφdµα = 0,

para todo o φ ∈ D.

8. Estrutura global de distribuições e aproximação

O teorema de estrutura local permite caracterizar globalmente qual-

quer elemento de D′ utilizando o seguinte artif́ıcio: seja {ηj} uma

colecção de funções C∞ com suporte compacto tais que∑
j

ηj ≡ 1

em Rd e tais que em cada ponto apenas um número finito de ηj é que

são diferentes de 0. Seja L ∈ D′. Então

L =
∑

j

Lj
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onde 〈Lj, φ〉 = 〈L, ηjφ〉. Assim, qualquer elemento de D′ pode ser

escrito como uma soma de distribuições com suporte compacto aos

quais o teorema de estrutura local pode ser aplicado.

Exerćıcio 105. Mostre, utilizando o teorema de estrutura de dis-

tribuições e os comentários anteriores que qualquer elemento de D′N

pode ser estendido para CN
c .

Exerćıcio 106. Seja L uma distribuição com suporte compacto.

Seja ρn uma sucessão regularizante. Mostre que a sequência Ln dada

por

〈Ln, φ〉 = 〈L, ρn ∗ φ〉
converge em D′ para L. Mostre, utilizando o teorema de estrutura de

distribuições que cada Ln pode ser identificado como um elemento de

D.

Exerćıcio 107. Mostre que se v ∈ D′(R) satisfaz Dv = 0 então v

é constante.

Sugestão. Observe que qualquer φ ∈ D(R) pode ser escrito como

φ = cη(x) +Dψ,

onde η ∈ D é fixa, com
∫
η 6= 0 e ψ ∈ D

Exerćıcio 108. Seja v ∈ D′(R). Determine u ∈ D′(R) tal que

Du = v.

Sugestão. Use que se φ = Dψ então 〈u, φ〉 é definido por

〈u, φ〉 = 〈u,Dψ〉 = −〈v, ψ〉.

Escreva φ ∈ D como

φ = cη +Dψ.

9. Distribuições com suporte num ponto e divisão

O teorema de estrutura de distribuições estudado anteriormente

é demasiado geral para caracterizar com precisão certas distribuições

especiais. Nesta secção estudamos com mais detalhe a estrutura de dis-

tribuições com suporte num ponto e aplicamos os resultados ao estudo

da divisão de distribuições por funções.
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Proposição 5. Seja L ∈ D′N(Rd) com suporte em {0}. Então

〈L, φ〉 = 0

se Dαφ(0) = 0 para todo o multíındice α, com |α| ≤ N .

Demonstração. Seja ψ ∈ D com ψ ≡ 1 em B1/2(0) e ψ ≡ 0 no

complementar de B1(0). Temos

〈L, φ〉 = 〈L, φ(x)ψ
(x
ε

)
〉.

Aplicando as estimativas de seminormas ao termo da direita temos

|〈L, φ〉| ≤ C
∑
|α|≤N

‖Dα
[
φ(x)ψ

(x
ε

)]
‖L∞

= C
∑
|α|≤N

‖Dα
[
φ(x)ψ

(x
ε

)]
‖L∞(Bε(0)),

devido ao suporte de ψ. Como em Bε(0) se tem Dβφ = O(εN+1−|β|),

obtemos a seguinte estimativa:

|〈L, φ〉| ≤ C
∑

|α+β|≤N

‖Dβφ(x)Dα
(
ψ
(x
ε

))
‖L∞(Bε(0))

≤ C
∑

|α+β|≤N

CεN+1−|β|−|α| = O(ε).

Fazendo ε→ 0, obtemos

|〈L, φ〉| = 0.

�

Teorema 20. Seja L ∈ D′N(Rd) com suporte em {0}. Então

L =
∑
|α|≤N

cαD
αδ.

Demonstração. Sejam φ e ψ duas funções cujas N primeiras

derivadas coincidem em x = 0. Pela proposição 5, L(φ − ψ) = 0,

ou seja,

(16) Lφ = Lψ.

Sejam η ∈ D, idênticamente 1 numa vizinhança de x = 0, e pφ o

polinómio de Taylor até à ordem N de φ. De (16) obtemos

Lφ = L(ηpφ).
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Mas então

L(ηpφ) =
∑
|α|≤N

Dαφ(0)

α!
L(ηxα) =

∑
|α|≤N

cα〈Dαδ, φ〉,

com

cα =
L(ηxα)

α!
.

Exerćıcio 109. Mostre que cα não depende da escolha de η, desde

que cumpra as condições da demonstração.

�

Seja f ∈ E , sem zeros e v ∈ D′. A única solução u ∈ D′ de

fu = v,

é

u =
v

f
.

No entanto, se f tiver zeros tal não é necessariamente verdade.

Exemplo 18. Seja u ∈ D′(R). Então, a solução geral de

xu = 0

é u = cδ para c ∈ R. Com efeito, consideremos ψ ∈ D arbitrária. Seja

η ∈ D idênticamente 1 numa vizinhança de x = 0. Podemos escrever

ψ = ψ(0)η(x) + xφ(x)

com φ(x) ∈ D. Portanto

〈u, ψ〉 = ψ(0)〈u, η〉+ 〈xu, φ〉 = c〈δ, ψ〉,

para c = 〈u, η〉, pois 〈xu, φ〉 = 0. J

10. Aplicações a equações diferenciais

Exemplo 19. Consideremos, em D′(R), a equação diferencial

Du+ λu = 0.

Multiplicando a equação por eλx temos

D(eλxu) = 0,
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ou seja, eλxu = C e, portanto,

u = Ce−λx.

J

Exerćıcio 110. Considere φ ∈ C∞(Rd) com um zero simples em

x = 0 e diferente de zero em Rd\{0}. Seja u ∈ E ′(Rd) uma solução de

φu = 0.

Mostre que

u = cδ.

Exerćıcio 111. Mostre que a solução geral de

xmu = 0

em D′(R) é

u =
m−1∑
i=0

ciδ
(i).

Exemplo 20. Consideremos em D′(R) a equação diferencial

u+ xDu = 0.

Podemos reescrever a equação como

D(xu) = 0,

e, portanto,

xu = C2,

ou seja,

u = pv
C1

x
+ v,

onde v é a solução de xv = 0, que pelo exerćıcio anterior é

v = C2δ.

J

Exerćıcio 112. Seja u ∈ E ′(Rd) uma distribuição com suporte

em x = 0, φ uma função diferente de zero em Rd\{0} e satisfazendo

Dαφ(0) = 0 para |α| ≤ N e

φu = 0.

Mostre que

u =
∑
|α|≤N

cαD
αδ.
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Exerćıcio 113. Calcule todas as soluções u ∈ D′(R) de

xmu = sinx.

Exerćıcio 114. Calcule todas as soluções u ∈ D′(R) de

(sinx)u = cos x.

Exerćıcio 115. Em D′(R), resolva a equação diferencial

uxx + λu = 0.

Exerćıcio 116. Para λ ≥ 0, resolva a equação diferencial

xDu− λu = 0,

com u ∈ D′(R).

Exerćıcio 117. Determine em D′(R) todas as soluções da equação

diferencial

xux + 2u = 0.

11. Produto tensorial

O produto tensorial Lx ⊗ Jy de duas distribuições Lx e Jy resp. em

D′(Rn) e D′(Rm) é um elemento de D′(Rn+m) definido por

〈Lx ⊗ Jy, φ(x, y)〉 ≡ 〈Lx, 〈Jy, φ(x, y)〉〉.

Uma aplicação simples do teorema de Fubinni e do teorema de estrutura

mostra que

〈Lx, 〈Jy, φ(x, y)〉〉 = 〈Jy, 〈Lx, φ(x, y)〉〉.

Exerćıcio 118. Determine o produto tensorial de δx ⊗ δy.

Exerćıcio 119. Sejam L e J duas distribuições com suporte A ⊂
Rn e B ⊂ Rm, respectivamente. Mostre que o suporte de L⊗J é A×B.

Exerćıcio 120. Mostre que se pode definir de forma análogao pro-

duto tensorial de dois elementos de E ′ e que é elemento de E ′.
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12. Convolução e soluções fundamentais

Sejam f, g ∈ L1. A convolução de f com g é

(f ∗ g)(x) =

∫
f(x− y)g(y)dy.

Podemos encarar f ∗ g como uma distribuição em D′ definida por

φ 7→
∫
f(x− y)g(y)φ(x)dydx =

∫
f(z)g(y)φ(z + y)dzdy.

Isto sugere definir a convolução de duas distribuições L e J através de

(17) 〈L ∗ J, φ〉 = 〈Lx ⊗ Jy, φ(x+ y)〉.

No entanto, uma vez que a função φ(x+ y) 6∈ D a convolução de duas

distribuições pode não estar bem definida. Por exemplo 1 ∗ 1 não está

bem definido por (17). Assim, é necessário investigar condições sobre

as quais a distribuição Lx ⊗ Jy ∈ D′ pode ser estendida ao conjunto

das funções da forma φ(x+ y), com φ ∈ D.

Se φ ∈ D a função φ(x + y) tem suporte numa vizinhança da di-

agonal x + y = 0. Esta observação motiva a seguinte definição: duas

distribuições L, J ∈ D′(Rd) têm suportes bem associados se, para cada

R > 0, o conjunto

{|x+ y| ≤ R} ∩ suppL⊗ J

é compacto.

Teorema 21. Se L, J ∈ D′(Rd) têm suportes bem associados então

L ∗ J ∈ D′.

Demonstração. O teorema de estrutura de distribuições e a hipótese

de que os suportes de L e J são bem associados mostra que

〈Lx ⊗ Jy, φ(x+ y)〉

é dado por um integral num conjunto compacto e, portanto, conver-

gente. Portanto, a convolução L ∗ J , que é claramente linear, está bem

definida para φ ∈ D(Rd).

Falta mostrar continuidade. Seja φn ∈ D(Rd) uma sucessão conver-

gente para zero em D(Rd). Suponhamos que suppφn ⊂ K, para algum
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compacto K fixo. Seja

K̃ = {(x, y) : x+ y ∈ K} ∩ suppL⊗ J,

que é compacto. Vamos escolher ψ ∈ D(R2d) tal que ψ ≡ 1 em K̃.

Então temos

〈L⊗J, φn(x+y)〉 = 〈L⊗J, ψ(x, y)φn(x+y)〉 = 〈ψ(x, y)L⊗J, φn(x+y)〉.

Como a distribuição ψ(x, y)L ⊗ J tem suporte compacto, é suficiente

mostrar que φn(x+ y) → 0 em E , o que é evidente. �

É importante observar que a condição de suporte bem associado

não é necessária para que a convolução esteja bem definida.

Exerćıcio 121. Seja u = e−πx2
encarada como um elemento de

D′(R). Mostre que u não tem o suporte bem associado consigo próprio.

Calcule u ∗ u.

Proposição 6. Se L ∈ D′(Rd) então L ∗ δ = L.

Demonstração. Seja φ ∈ D. Então

〈L ∗ δ, φ〉 = 〈Lx ⊗ δy, φ(x+ y)〉 =

= 〈Lx, 〈δy, φ(x+ y)〉〉 = 〈Lx, φ(x)〉.

�

Exerćıcio 122. Mostre que se L, J ∈ D′ e pelo menos um deles

tem suporte compacto, então os suportes de L e J estão bem associados.

Exerćıcio 123. Seja L ∈ D′(R). Calcule L ∗ δ′.

Seja T : D 7→ D um operador linear cont́ınuo invariante por translação,

isto é,

T (τyφ) = τy(Tφ).

Seja f ∈ E ′. Queremos estudar as soluções u ∈ D′ da equação

(18) T tu = f.

Uma distribuição G ∈ D′ diz-se uma solução fundamental de (18) se

T tG = δ.
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Teorema 22. Seja G ∈ D uma solução fundamental de (18).

Então

u = f ∗G

é uma solução de (18).

Demonstração. Basta observar que

〈T tu, φ〉 = 〈u, Tφ〉 = 〈f ∗G, Tφ〉 =

= 〈f ⊗G, (Tφ)(x+ y)〉 = 〈fx, 〈Gy, (Tφ)(x+ y)〉〉 =

= 〈fx, 〈T tGy, φ(x+ y)〉〉 =

= 〈fx, 〈δy, φ(x+ y)〉〉 = 〈f, φ〉.

�

Exerćıcio 124. Determine uma solução fundamental em D′(R) de

(1) T tu = ux;

(2) T tu = uxx.

Exerćıcio 125. Seja L ∈ E ′ e Jn uma sucessão em D′ convergente

para J ∈ D′. Mostre que

L ∗ Jn → L ∗ J

em D′.

Exerćıcio 126. Seja L ∈ D′. Mostre que φ 7→ L∗φ é um operador

linear cont́ınuo de D em E que comuta com as translações.

Exerćıcio 127. Seja T : D(Rd) 7→ D(Rd) um operador linear

cont́ınuo que comuta com translacções, ou seja,

T (τy(ϕ)) = τy(T (ϕ)).

Mostre que

ϕ 7→ 〈L, ϕ〉 = T (ϕ)(0)

é um elemento de D′ e que

T (ϕ)(y) = 〈L, τyϕ〉.

Prove que existe uma distribuição J tal que

T (ϕ) = J ∗ ϕ.
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Exerćıcio 128. Seja T = ∂2
x − ∂2

t . Mostre que

G(x, t) =

1/2 se x > |t|
0 caso contrário

é uma solução fundamental de T . Mostre também que se f ∈ D′(R2) e

supp f ⊂ {x ≥ 0} então existe uma solução de Tu = f com suppu ⊂
{x ≥ 0}.

12.1. Núcleo de Schwartz.

Exerćıcio 129. Seja k(x, y) ∈ D′(Rn+m). Mostre que

φ(x) 7→ 〈k(x, y), φ(x)〉

define uma aplicação sequencialmente cont́ınua de D(Rn) 7→ D′(Rm).

O exerćıcio anterior é o rećıproco do teorema de Schwartz. Este

afirma que qualquer aplicação T : D(Rn) 7→ D′(Rm) sequencialmente

cont́ınua, pode ser representada por uma distribuição k(x, y) ∈ D′(Rn+m),

o núcleo de Schwartz, tal que

Tφ = 〈k(x, y), φ(x)〉,

ou seja

〈Tφ, ψ(y)〉 = 〈k(x, y), φ(x)ψ(y)〉.

A partir das propriedades do núcleo podem ser deduzidas pro-

priedades importantes da transformação T .

Exerćıcio 130. Se k ∈ E(Rn+m) então T estende-se a uma trans-

formação linear sequencialmente cont́ınua

T : E ′(Rn) 7→ E(Rm).

Consideremos a equação linear

Au = f.

Um operador fundamental T desta equação é um operador que satisfaz

TAu = u,

o núcleo fundamental da equação é o núcleo de Schwartz associado a

T .
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Exerćıcio 131. Determine o núcleo fundamental da equação de

Laplace em dimensão 2.

13. Álgebras de convolução

Um espaço vectorial A munido de uma operação

∗ : A×A 7→ A

diz-se uma álgebra comutativa se a operação ∗ satisfizer as seguintes

propriedades:

(1) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c
(2) a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c
(3) a ∗ (λb) = λ(a ∗ b)
(4) a ∗ b = b ∗ a,

para a, b, c ∈ A e λ ∈ R (ou C). Um elemento e ∈ A diz-se uma

identidade se e ∗ a = a para todo o a ∈ A. Um elemento a ∈ A diz-se

invert́ıvel se existir b ∈ A tal que

a ∗ b = e.

Exerćıcio 132. Mostre que

D′
R+

0
(R) ≡ {u ∈ D′ : suppu ⊂ [0,+∞)} ,

quando dotado da operação convolução é uma álgebra comutativa. Mostre

que δ é a identidade.

Exerćıcio 133. Mostre que E(Rn) quando dotado da operação con-

volução é uma álgebra comutativa. Mostre que δ é a identidade.

Seja A uma álgebra comutativa com elemento unidade e. Um

polinómio em a ∈ A é um elemento da forma

P (a) =
n∑

i=0

cia
i,

com a0 = e.
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Exerćıcio 134. Seja A = D′
R+

0

(R). Mostre que

c1δ
′ + c0δ

é invert́ıvel. Mostre que

(c1δ
′ + c0δ)

n

é invert́ıvel. Mostre que qualquer polinómio P (δ′) é invert́ıvel.

Exerćıcio 135. Utilize o exerćıcio anterior para mostrar que qual-

quer equação diferencial ordinária de coeficientes constantes:
n∑

i=0

ciD
iφ(x) = f

tem solução (excepto em casos triviais) em D′
R+

0

(R) com f ∈ D′
R+

0

(R).

Exerćıcio 136. Calcule todas as soluções em D′
R+

0

(R) de

1.

u′′ − 3u′ + 2u = δ0 + δ1

2.

u′′ − 2u′ + u = δ0



5

Transformada de Fourier

Este caṕıtulo é dedicado ao estudo da transformada de Fourier

(19) φ 7→ φ̂(ξ) =

∫
e−2πiξ·xφ(x)dx

e de algumas das suas aplicações elementares. A aplicação (19) está

bem definida para funções φ em L1, sendo que φ̂ ∈ L∞. Em geral,

φ̂ 6∈ L1, e, infelizmente, a fórmula de inversão da transformada de

Fourier, que demonstraremos mais tarde,

φ(x) =

∫
e2πiξ·xφ̂(ξ)dξ,

não está definida para funções φ̂ em L∞. Vamos portanto estudar

espaços de funções fechados para a transformada de Fourier de modo

a que se possa definir a inversa sem problemas. Pelas aplicações a

equações diferenciais há também interesse em que estes espaços sejam

fechados para multiplicação por polinómios e diferenciação.

Exerćıcio 137. Seja φ ∈ L1. Mostre que a sua transformada de

Fourier φ̂(ξ) é cont́ınua.

1. Transformada de Fourier no espaço de Schwartz

O espaço de Schwartz S(Rd) é o espaço das funções φ : Rd 7→ R
de classe C∞ tais que xαDβφ é globalmente limitado para quaisquer

multíındices α, β ∈ Nd. Este espaço é dotado da noção de convergência

associada à famı́lia de seminormas

‖xαDβu‖L∞ ,

com α, β ∈ Nd. Os elementos do espaço S ′, dual de S, sõ chamadas

distribuições temperadas e temos a seguintes inclusões E ′ ⊂ S ′ ⊂ D′.

73



74 5. TRANSFORMADA DE FOURIER

Exerćıcio 138. Mostre que os operadores multiplicação por xα,

Dβ e translacção τh, h ∈ Rd, são lineares cont́ınuos de S em S. Por

transposição definem as mesmas operações em S ′.

Exerćıcio 139. Seja f ∈ L1
loc tal que, para algum k ≥ 0

f

(1 + |x|2)k/2
∈ L1.

Mostre que f ∈ S ′.

Muitas vezes é conveniente utilizar outros sistemas de seminormas

que são equivalentes:

Proposição 7. A seguinte famı́lia de seminormas

Ck,β(f) = ‖(1 + |x|2)kDβu‖L∞

gera a noção de convergência em S.

Demonstração. Claramente, dada uma seminorma ‖xαDβu‖L∞

existe k suficientemente grande tal que

‖xαDβu‖L∞ ≤ C‖(1 + |x|2)kDβu‖L∞ .

Por outro lado, cada uma das seminormas ‖(1 + |x|2)kDβu‖L∞ é con-

trolada por uma soma finita

‖(1 + |x|2)kDβu‖L∞ ≤ C
∑
|α|≤2k

‖xαDβu‖L∞ .

�

Como consequência deste resultado, qualquer função f ∈ S satisfaz

|Dβf(x)| ≤ Ck,β(f)

(1 + |x|2)k
,

para quaisquer β e k. Esta estimativa é por vezes útil para controlar

expressões integrais. Adicionalmente Ck,β(f) → 0 se f → 0 em S.

Exerćıcio 140. Mostre que S ⊂ Lp para 1 ≤ p ≤ ∞.

Exerćıcio 141. Mostre que f ∈ Lp com 1 ≤ p ≤ ∞ pode ser

encarada como um elemento de S ′.
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Exerćıcio 142. Seja L ∈ S ′. Mostre que existem inteiros k e N e

uma constante C tais que

|L(f)| ≤ C
∑
|β|≤N

Ck,β(f),

para todo o f ∈ S.

Exerćıcio 143. Seja L ∈ S ′ um funcional positivo. Mostre que

existe um ı́ndice k e uma constante tal que

|L(f)| ≤ Ck,0(f).

Sugestão: adapte a prova do exerćıcio (89).

Teorema 23. A transformada de Fourier em S tem as seguintes

propriedades:

1.
∫
φ̂ψ =

∫
φψ̂ - identidade de Parseval

2. (f ∗ g)∧ = f̂ ĝ

3. (Df)∧ = 2πiξf̂

4. (−2πixf)∧ = Dξf̂

5. (τhf)∧ = e−2πiξhf̂

6. (f(λx))∧ = λ−df̂( ξ
λ
).

Demonstração. Todas estas provas consistem em manipulações ele-

mentares de integrais pelo que as deixaremos como exerćıcio ao cuidado

do leitor.

Exerćıcio 144. Demonstre o teorema.

�

Exerćıcio 145. Mostre que os pontos 1, 2, 5 e 6 do teorema an-

terior são válidos para funções em L1.

Exerćıcio 146. Seja f ∈ S(R) e suponha que

F (x) =

∫ x

−∞
f(y)dy ∈ S.

Mostre que, para ξ 6= 0,

F̂ (ξ) =
1

2πiξ
f̂(ξ).
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Teorema 24. Se φ ∈ S então φ̂ ∈ S. Adicionalmente, a trans-

formada de Fourier como aplicação de S em S é cont́ınua. Como tal,

define, por transposição, uma aplicação de S ′ 7→ S ′.

Nota. A transposta da transformada de Fourier de um elemento u

de S ′ é também denotada por û, como sugere a identidade de Parseval.

Demonstração. Claramente, a transformada de Fourier está bem

definida em S e é linear. Para mostrar continuidade comecemos por

observar que que

ξαDβ
ξ f̂(ξ) = Cα,β

(
Dαxβf(x)

)∧
,

para constantes Cα,β apropriadas. Cada aplicação da forma

Tα,βf = Dαxβf(x)

é, pelo exerćıcio 138, cont́ınua em S. Portanto, basta mostrar que se

fn → 0 em S então

f̂n → 0

uniformemente. Para isso é suficiente observar que

|f̂n(ξ)| =
∣∣∣∣∫ fn(x)e−2πixξdx

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫ fn(x)

∣∣∣∣ ≤ Ck,0(fn)

∫
1

(1 + |x|2)k
→ 0,

para k suficientemente grande fixo, quando n→∞. �

Exerćıcio 147. Determine, em função da dimensão d, para que

valores de k se tem (1 + |x|2)−k ∈ L1(Rd).

Proposição 8. Se f ∈ S ′ temos:

1. (Df)∧ = 2πiξf̂

2. (−2πixf)∧ = Dξf̂

3. (τhf)∧ = e−2πiξhf̂
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Demonstração. Isto é uma consequência simples do método de

transposição. Para provar a primeira afirmação basta observar

〈(Df(x))∧(ξ), φ(ξ)〉 = 〈Df(x), φ̂(x)〉 = −〈f(x), Dφ̂(x)〉 =

= −〈f(x), (−2πiξφ(ξ))∧(x)〉 = 〈f̂ , 2πiξφ(ξ)〉 =

= 〈2πiξf̂ , φ(ξ)〉.

A segunda e terceira afirmações provam-se de modo semelhante. �

Proposição 9. A transformada de Fourier de e−π|x|2 é e−π|ξ|2.

Demonstração. Vamos calcular∫
e−2πiξ·x−π|x|2dx = e−π|ξ|2

d∏
j=1

∫
e−π(xj+iξj)

2

dx.

Para cada j entre 1 e d, mudando o contorno de integração, o integral∫
e−π(xj+iξj)

2

dx =

∫
e−πx2

dx = 1.

�

Exerćıcio 148. Mostre que u(x) = e−πx2
é a única solução da

equação diferencial

u′ + 2πxu = 0,

com u(0) = 1. Mostre que û(x) também satisfaz a mesma equação e

condição inicial e conclua que û(ξ) = e−πξ2

Teorema 25 (Inversão). Seja f ∈ S. Então

(f̂)∨ = f,

onde

g∨(x) =

∫
g(ξ)e2πiξ·xdξ.

Demonstração. Utilizando sucessivamente as identidades 1 e 6 do

teorema 23 temos∫
f̂(ξ)e−πε2|ξ|2dξ =

∫
f(x)

e−π
|x|2

ε2

εd
dx.

Quando ε→ 0, pelo exerćıcio 49, o termo da direita da última expressão

tende para f(0). Portanto

f(0) =

∫
f̂(ξ)dξ.
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Aplicando este resultado a τ−xf obtemos

f(x) = (τ−xf)(0) =

∫
(τ−xf)∧(ξ)dξ =

∫
e2πiξ·xf̂(ξ)dξ.

�

Exerćıcio 149. Calcule as seguintes tranformadas de Fourier em

S ′

1. e2πixη

2. e−xH(x), onde H(x) é a função de Heaviside

3. δ

4. sgn(x)

5. H(x)

6. 1
x

7. sin(2πx)

8. x sin(2πx)

9. 1
x(1+x)

10. e−πi|x|2.

11. x2.

Exerćıcio 150 (Núcleo de Poisson). Seja

P (x) =
1

π(1 + x2)
.

Determine a sua transformada de Fourier. Observando que ε−1P (x
ε
) →

δ construa uma nova prova para o teorema de inversão da transformada

de Fourier substituindo a exponencial ε−1e−πx2/ε2 por ε−1P (x
ε
).

Exerćıcio 151 (Núcleo de Fejér). Calcule

K(x) =

∫ 1

−1

(1− |ξ|)e2πiξx.

Proceda como no exerćıcio anterior e determine uma nova prova para

o teorema de inversão da transformada de Fourier.

Exemplo 21 (Convolução e teorema do limite central). Seja p ∈
S(R) uma função não negativa tal que∫

p(x)dx = 1.

Suponha adicionalmente que∫
xp(x)dx = 0

∫
x2p(x)dx =

1

2π
.
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A função p representa a densidade de probabilidade de uma variável

aleatória com média nula e variância π. A função de distribuição de

probabilidade de n variáveis aleatórias independentes e identicamente

distribúıdas com distribuição p é simplesmente o produto

p(x1)p(x2) · · · p(xn).

Assim, uma função φ da soma de n variáveis aleatórias tem como valor

esperado

Eφ(Sn) =

∫
φ(x1 + x2 · · ·+ xn)p(x1)p(x2) · · · p(xn)dx1 · · · dxn.

Exerćıcio 152. Mostre que

Eφ

(
Sn√
n

)
=

∫
φ

(
y√
n

)
q(y)dy,

onde

q(y) = p ∗ p ∗ (n vezes) ∗ p.

Seja φ = ψ̂, para ψ ∈ S. Pelo exerćıcio anterior e pela identidade

de Parseval

Eφ

(
Sn√
n

)
=

∫ √
nψ(

√
nξ)p̂(ξ)ndξ =

∫
ψ(η)p̂

(
η√
n

)n

dη.

Exerćıcio 153. Determine p̂′(0) e p̂′′(0). Mostre, utilizando a série

de Taylor, que para cada η

lim
n→∞

p̂

(
η√
n

)n

= lim
n→∞

(
1− πη2

n

)n

= e−πη2

.

O exerćıcio anterior e o teorema da convergência dominada impli-

cam

Eφ

(
Sn√
n

)
→
∫
ψ(η)e−πη2

dη =

∫
φ(y)e−πy2

dy.

J

Exerćıcio 154. Seja δk = τ−kδ e

u =
+∞∑

k=−∞

δk.

Mostre que u ∈ S ′ e mostre que a sua transformada de Fourier é

û =
+∞∑

k=−∞

e2πikξ.
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Exerćıcio 155. Seja ck uma sucessão satisfazendo |ck| ≤ C(1 +

|k|2)N para algum N fixo. Mostre que
∞∑

k=0

cke
2πikx

define um elemento de S ′(R).

Nota. Este exerćıcio mostra que certas séries divergentes podem ser

interpretadas como distribuições.

Exerćıcio 156. Mostre que se u ∈ E ′(R) então

1. û ∈ C∞;

2. |û(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)N , para algum N e C apropriados.

Exerćıcio 157. Mostre que(
1

x1 + ix2

)∧
=

C

ξ1 + iξ2
,

para uma constante apropriada C.

Exerćıcio 158. Utilizando transformada de Fourier, estude em S ′

as seguintes equações

(1) ∆u = f

(2) ut −∆u = f , u(x, t0) = u0(x)

(3) P (Dx)u = f , com P (·) um polinómio com coeficientes cons-

tantes.

Teorema 26 (T. de Fourier de medidas positivas). Seja h uma

função cont́ınua limitada em R. Então h é a transformada de Fourier

de uma medida finita positiva se e somente se para todo o φ ∈ D∫∫
h(x− y)φ(x)φ(y)dxdy ≥ 0.

Demonstração. Seja µ uma medida finita positiva em R e h a sua

transformada de Fourier. Então, para qualquer φ ∈ S

0 ≤
∫
|φ̂|2dµ =

∫
(|φ̂|2)∨h(ξ)dξ.

Temos

(|φ̂|2)∨ =
(

¯̂
φφ̂
)∨

= φ̄] ∗ φ,
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onde φ̄](z) = φ̄(−z) Assim

0 ≤
∫∫

h(ξ)φ̄(η − ξ)φ(η)dηdξ =

∫∫
h(η − ζ)φ̄(ζ)φ(η)dηdζ.

Para estabelecer a implicação oposta, basta observar que, como h é

uma função cont́ınua limitada, pode ser identificado com um elemento

de S ′. A desigualdade do teorema e os cálculos anteriores implicam

que

〈ĥ, |φ̂|2〉 ≥ 0,

e, portanto, ĥ pode ser identificado com uma medida positiva (ver

exerćıcio 143). �

2. Teorema de Plancherel

Teorema 27. A transformada de Fourier estende-se de S a L2

como transformação linear cont́ınua de L2 7→ L2. Adicionalmente

‖φ‖L2 = ‖φ̂‖L2 .

Demonstração. Seja f ∈ S. Então∫
|f |2 =

∫
f
(
f̄∨
)∧

=

∫
f̂ f̄∨ =

∫
|f̂ |2.

Portanto, a transformada de Fourier definida no subconjunto S de L2

é uma isometria e logo estende-se por continuidade a todos os pontos

de L2, como segue do exerćıcio seguinte:

Exerćıcio 159. Seja E um espaço vectorial normado e F um

espaço vectorial normado completo (espaço de Banach). Seja A um

conjunto denso em E e L : A 7→ F uma transformação linear satis-

fazendo

‖Lx‖ ≤ C‖x‖.
Mostre que existe uma única extensão de L a E que satisfaz a mesma

estimativa. Prove também que se, adicionalmente,

‖Lx‖ ≥ c‖x‖,

a extensão satisfaz esta mesma estimativa.

�
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Teorema 28 (Prinćıpio de incerteza). Seja ψ ∈ S satisfazendo∫
|ψ|2 = 1. Então ∫

|xψ|2
∫
|ξψ̂|2 ≥ 1

16π2
.

Demonstração. Basta observar que

[Dx, x]ψ ≡ Dx(xψ)− xDxψ = ψ.

Consequentemente, se
∫
|ψ|2 = 1, temos

1 =

∫
ψ̄[Dx, x]ψ =

∫
ψ̄Dx(xψ)− ψ̄xDxψ ≤

≤ 2

(∫
|x|2|ψ|2

)1/2(∫
|Dψ|2

)1/2

.

Pelo teorema de Plancherel∫
|Dψ|2 = 4π2

∫
|ξ|2|ψ̂|2,

o que conclui a prova. �

Teorema 29 (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja φ ∈ L1 então

φ̂(ξ) → 0

quando |ξ| → ∞.

Demonstração. Seja ε > 0. Para provar o teorema é suficiente

mostrar que existe R tal que |ξ| > R implica

|φ̂(ξ)| ≤ ε.

Sabemos que D ⊂ S é denso em L1. Portanto, existe ψ ∈ S tal que

‖ψ − φ‖L1 <
ε

2
.

Logo

‖(ψ − φ)∧‖L∞ ≤ ε

2
.

Por outro lado, ψ̂ ∈ S e, assim sendo, existe R tal que, se |ξ| > R,

|ψ̂| < ε

2
,

ou seja, se |ξ| > R,

|φ̂(ξ)| ≤ |φ̂(ξ)− ψ̂(ξ)|+ |ψ̂(ξ)| ≤ ε.

�
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Exerćıcio 160. Seja f ∈ L2. Mostre que∫
f(x)e−πε2|x|2−2πix·ξdx→ f̂ ,

em L2, quando ε → 0. Sugestão: considerar primeiro o caso em que

f ∈ S e depois usar densidade.

Exerćıcio 161. Utilizando a transformada de Fourier, mostre que

sin 2πmx

πx
→ δ,

quando m→∞, em S ′.

Exerćıcio 162. Seja ν uma medida de probabilidade em R. Suponha

que a seguinte estimativa é conhecida:∣∣∣∣∫ ϕ′dν

∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖L∞ ,

para todo o ϕ ∈ C1 ∩L∞. Mostre que ν tem uma densidade que é uma

função L2. Sugestão: aplique o resultado a ϕ = e−2πiξx e mostre que

ν̂ é um elemento de L2.

3. Teorema de Paley-Wiener

Teorema 30. Seja u ∈ S ′(R) e consideremos a extensão da trans-

formada de Fourier û ao plano complexo. As seguintes afirmações são

equivalentes:

1. u é de classe C∞ e tem suporte em {|x| ≤ a}
2. û é anaĺıtica e, para qualquer m > 0, é válida a seguinte esti-

mativa:

(20) |û(ξ)| ≤ Cm(1 + |ξ|)−me2πa| Im ξ|,

para uma constante apropriada Cm.

Demonstração. Para provar 1 =⇒ 2, basta observar que a expo-

nencial e−2πixξ é uma função anaĺıtica em ξ, satisfazendo as equações

de Cauchy-Riemann, pelo que não é dif́ıcil verificar que∫
u(x)e−2πixξdx
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satisfaz também as equações de Cauchy-Riemann. A segunda parte, a

estimativa, é deixada como exerćıcio:

Exerćıcio 163. Seja u de classe C∞ com suporte em {|x| ≤ a}.
Mostre que, para qualquer m > 0, a estimativa (20) é válida, para uma

constante apropriada Cm.

Na outra direcção, se û for anaĺıtica e satisfizer (20) então û ∈ S e

portanto u ∈ S. Deste modo

u(x) =

∫
e2πixξû(ξ)dξ.

Mudando o contorno de integração

u(x) =

∫
Im ξ=η

e2πixξû(ξ)dξ.

Logo

|u(x)| ≤ e2π(a|η|−xη)

∫
Cm

(1 + |ξ|)m
dξ.

Escolhendo m = 2 e η = t x
|x| para t > 0 obtemos

|u(x)| ≤ Ce2π(a−|x|)t.

Portanto, quando |x| > a, fazendo t→∞, obtemos u(x) = 0. �

Exerćıcio 164. Mostre que u ∈ E ′ com suporte em {|x| ≤ a} se e

somente se û é anaĺıtica e existe N tal que

|û(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)Ne2πa| Im ξ|.

4. Espaços de Sobolev - II

Nesta secção, vamos considerar espaços de Sobolev Wm,p em que o

expoente de integrabilidade é p = 2. Pelo teorema de Plancherel, estes

espaços podem ser estudados utilizando a transformada de Fourier.

Para s inteiro positivo, o espaço de Sobolev Hs ≡ W s,2 é o conjunto

das funções f ∈ L2 cujas derivadas no sentido das distribuições até à

ordem s são elementos de L2, isto é∑
|α|≤s

‖Dαf‖2
L2 <∞.
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A transformada de Fourier e o teorema de Plancherel fornecem uma

maneira cómoda de reescrever a condição anterior como

(21)

∫ ∑
|α|≤s

(2π)2|α||ξ2α||f̂ |2dξ <∞.

Exerćıcio 165. Mostre que (21) é verificada se e somente se

(22)

∫
(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2 <∞.

Assim, é natural definir o espaço de Sobolev Hs para valores de

s ∈ R como o conjunto das distribuições cujas transformadas de Fourier

são funções que satisfazem a estimativa:

‖f‖2
Hs =

∫
(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2 <∞.

Teorema 31. Temos as seguintes propriedades

1. H0 = L2.

2. f ∈ Hs então Df ∈ Hs−1.

Demonstração. A primeira parte segue do teorema de Plancherel.

Para mostrar a segunda basta observar que

(Df)∧ = 2πiξf̂ .

Portanto

‖Df‖2
Hs−1 =

∫
(1 + |ξ|2)s−1|(Df)∧|2dξ

= 4π2

∫
(1 + |ξ|2)s−1|ξ|2|f̂ |2dξ

≤ 4π2

∫
(1 + |ξ|2)s|f̂ |2dξ.

�

Exerćıcio 166. Verifique que se s < r então Hr ⊂ Hs.

Exerćıcio 167. Decida, em função de n inteiro, para que valores

de s ∈ R se tem δ(n) ∈ Hs(R).

Para s ≥ 0, Hs é um espaço de funções pois f̂ ∈ L2. Para além

disso, todas as derivadas no sentido das distribuições de ordem menor

ou igual a s são funções.
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Teorema 32. Se f ∈ H1 então

‖f‖2
H1 '

∫
|f |2 + |Df |2.

Demonstração. Esta equivalência é óbvia pelo teorema de Plancherel.

�

Os espaços Hs são espaços de Hilbert com o produto interno

(u, v)Hs =

∫
(1 + |ξ|2)sû(ξ)v̂(ξ).

Exerćıcio 168. Mostre que a expressão anterior define um produto

interno em Hs e que a norma correspondente é a norma de Hs.

Tal como na maioria dos espaços considerados, as funções de classe

C∞ são densas nos espaços de Sobolev.

Teorema 33. Seja u ∈ Hs. Então existe uma sucessão un de

funções de classe C∞ tais que

‖u− un‖Hs → 0.

Demonstração. Seja ρn uma sucessão regularizante satisfazendo as

hipóteses do exerćıcio 54. Então |ρ̂| ≤ 1 e

ρ̂n = ρ̂(ξ/n) → 1,

pontualmente. Portanto

un = ρn ∗ u

é de classe C∞ e satisfaz

ûn = ρ̂nû→ û

pontualmente. Portanto, pelo teorema da convergência dominada,

‖u− un‖2
Hs =

∫
|û− ûn|2(1 + |ξ|2)s → 0.

�

Exerćıcio 169. Seja u ∈ Hs. Mostre que existe uma sucessão

un ∈ D tal que un → u em Hs.
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Um dos principais resultados sobre espaços de Sobolev é que, para

s suficientemente grande, Hs é um espaço de funções cont́ınuas.

Teorema 34. Se s > d/2 então as funções em Hs são cont́ınuas.

Nota. Sendo rigoroso, o espaço Hs deve ser entendido como um

espaço de classes de equivalência de funções. Este teorema significa

que é posśıvel escolher um representante cont́ınuo.

Demonstração. Seja u ∈ Hs ∩ C∞. Então

|u(x)− u(y)| =
∣∣∣∣∫ û(ξ)

(
e2πix·ξ − e2πiy·ξ) dξ∣∣∣∣

≤
∫
|û(ξ)|(1 + |ξ|2)s/2 |e2πix·ξ − e2πiy·ξ|

(1 + |ξ|2)s/2
dξ

≤
(∫

|û(ξ)|2(1 + |ξ|2)s

)1/2(∫ |e2πix·ξ − e2πiy·ξ|2

(1 + |ξ|2)s

)1/2

≤ ‖u‖Hsω(x, y),

com

(23) ω(x, y) =

(∫
|e2πix·ξ − e2πiy·ξ|2

(1 + |ξ|2)s

)1/2

.

Para s > d/2 tem-se (1 + |ξ|2)−s ∈ L1, portanto, pelo teorema da con-

vergência dominada, a função ω(x, y) → 0 quando y → x. Mostramos

assim que u tem um módulo de continuidade que só depende da norma

Hs.

Dado um elemento u ∈ Hs, existe pelo teorema (33) uma sucessão

un ∈ C∞ que converge para u em Hs. O racioćınio anterior acrescenta

que estas funções são uma famı́lia equicont́ınua; pelo teorema de Ascoli-

Arzela podemos extrair uma subsucessão que converge uniformemente

para uma função cont́ınua ũ que é um representante cont́ınuo de u. �

Exerćıcio 170. Melhore o resultado do teorema anterior mostrando

que para s > d
2

as funções em Hs(Rd) são Hölder cont́ınuas e deter-

mine o expoente Hölder em função de s e de d. Sugestão: determine

uma estimativa expĺıcita para (23) utilizando

|e2πix·ξ − e2πiy·ξ| ≤ min{C|ξ||x− y|, 2}.

Exerćıcio 171. Mostre que o espaço Hs(Rd) é completo.
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4.1. Equações com coeficientes constantes. Uma das aplica-

ções principais dos espaços de Sobolev é o estudo de equações dife-

renciais parciais. Em particular, no caso de equações com coeficientes

constantes os espaços Hs são especialmente interessantes e permitem

provar diversas estimativas importantes.

Exemplo 22. Consideremos a equação

u−∆u = f.

Então, se f ∈ Hs temos u ∈ Hs+2, pois aplicando a transformada de

Fourier

û =
f̂(ξ)

1 + 4π2|ξ|2
.

J

Muitas vezes é interessante considerar soluções de equações dife-

renciais mesmo quando não existe regularidade suficiente para definir

solução no sentido habitual.

Exemplo 23. Consideremos o problema de valor inicial

ut = ∆u, u|t=0 = f.

Efectuando a transformada de Fourier em x obtemos

ût = −4π2|ξ|2û, û|t=0 = f̂ .

Portanto

û(ξ, t) = e−4π2|ξ|2tf̂(ξ).

Estes cálculos, que são válidos para soluções clássicas, podem ser es-

tendidos para condições iniciais muito pouco regulares. Com efeito, se

f ∈ Hs0 com s0 ∈ R temos para t > 0

u(·, t) ∈ Hs,

para qualquer s ∈ R. J

Exerćıcio 172. Utilize transformada de Fourier em x para obter

uma fórmula para a solução do seguinte problema:
utt − uxx = 0 quando t > 0

u(x, 0) = f(x)

ut(x, 0) = g(x).
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Nota: o objectivo é obter uma fórmula em termos das transformadas

de Fourier de f e g e não a sua justificação.

Exerćıcio 173. Utilize transformada de Fourier em x para obter

uma fórmula para a solução do seguinte problema:
utt + uxx = 0 quando t > 0

u(x, 0) = f(x)

ut(x, 0) = g(x).

Nota: o objectivo é obter uma fórmula em termos das transformadas

de Fourier de f e g e não a sua justificação. Comente, no entanto, o

resultado obtido e compare com o exerćıcio anterior.

4.2. Traços. Por vezes é importante considerar funções emHs que

se anulam em determinados conjuntos. Assim, definimos o conjunto

Hs
0(U) como sendo a restrição a U do fecho, com a norma Hs(Rn),

do conjunto dos elementos de D com suporte em U . Moralmente, o

conjunto Hs
0(U) é o conjunto das funções em Hs que se anulam em ∂U

e que são prolongadas por 0 em U c.

O conjunto Hs(U) pode ser definido como Hs
0(U

c)⊥. Podemos pen-

sar em Hs(U) como um conjunto de funções em Hs(Rd) com valores

arbitrários em Ū e que são prolongados de forma adequada para U c,

como mostra o próximo exerćıcio.

Exerćıcio 174. Seja u ∈ D ∩Hs(U). Mostre que em U c a função

u satisfaz

−∆u+ u = 0.

Teorema 35 (Teorema do Traço). Seja s > 1/2. Existe uma única

aplicação linear cont́ınua

T : Hs(Rd) → Hs− 1
2 (Rd−1)

definida, para u ∈ D(Rd), por restrição ao plano xn = 0:

(24) (Tu)(x1, . . . , xd−1) = u(x1, . . . , xd−1, 0).

Demonstração. Basta mostrar que a aplicação T : D(Rd) →
D(Rd−1) definida por (24) é cont́ınua de Hs(Rd) para Hs−1/2(Rd−1),

sendo que imediatemente se estende, de modo único, por continuidade
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para Hs uma vez que D é denso em Hs (ver exerćıcio 159). Seja

então u ∈ D(Rd) e v = Tu. Utilizando a notação η = (ξ1, . . . , ξd−1) e

ξ = (η, ξd), temos

v̂(η) =

∫
û(η, ξd)dξd.

Logo,

|v̂(η)|2 =

∣∣∣∣∫
R
û(η, ξd)dξd

∣∣∣∣
≤
(∫

R
(1 + |ξ|2)s|û|2dξd

)(∫
R
(1 + |ξ|2)−sdξd

)
.

Exerćıcio 175. Mostre que∫
R
(1 + |ξ|2)−sdξd ≤ C(1 + |η|2)1/2−s.

Assim, pelo exerćıcio anterior,∫
Rd−1

(1 + |η|2)s−1/2|v̂|2 ≤ C

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s|û|2dξ.

�



6

Séries de Fourier

1. Fórmula de soma de Poisson

Proposição 10. Temos a seguinte identidade em S ′(R)

∑
k∈Z

δk =
∑
k∈Z

e2πikx.

Demonstração. Pelo exerćıcio 154, sabemos que ambos os termos

desta identidade são elementos de S ′. Seja

u =
∑
k∈Z

e2πikx.

Então

(25) τ1u = u

e

(e2πix − 1)u = 0.

Como u é periódica e e2πix−1 tem zeros simples nos inteiros, o exerćıcio

110 e a fórmula (25) implicam

u = c
∑
k∈Z

δk.

91
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Resta mostrar que c = 1. Para isso, seja χ a função caracteŕıstica de

[0, 1] e vamos calcular χ ∗ u. Seja φ em D. Temos:

〈χ ∗ u, φ〉 =

∫ 1

0

∫ +∞

−∞

∑
k

e2πikxφ(x+ y)dxdy

=
∑

k

∫ 1

0

e−2πiky

∫ +∞

−∞
e2πikzφ(z)dzdy

=
∑

k

(∫ 1

0

e−2πikydy

)∫ +∞

−∞
e2πikzφ(z)dz

=

∫ +∞

−∞
φ(z)dz,

ou seja,

u ∗ χ = 1.

Por outro lado,

〈
∑

k

δk ∗ χ, φ〉 =

∫ 1

0

∑
k

〈δk(y), φ(x+ y)〉dx

=
∑

k

∫ 1

0

φ(x+ k)dx =

∫ +∞

−∞
φ(x)dx,

de onde se conclui que c = 1. �

Teorema 36 (Fórmula da Soma de Poisson). Seja u ∈ E ′ então∑
k∈Z

τku =
∑
k∈Z

û(k)e2πikx,

como identidade entre elementos de D′.

Demonstração. Seja φ ∈ D. Pela proposição 10,

(26) 〈u ∗
∑

k

δk, φ〉 = 〈u ∗
∑

k

e2πixk, φ〉.

O primeiro termo é

〈
∑

k

δk ∗ u, φ〉 =
∑

k

〈u(x), 〈δk(y), φ(x+ y)〉〉 =

=
∑

k

〈u(x), φ(x+ k)〉 = 〈
∑

k

τku, φ〉.
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O termo do lado direito de (26) é

〈u ∗
∑

k

e2πixk, φ〉 =
∑

k

〈u(x),
∫
e2πikyφ(x+ y)dy〉

=
∑

k

〈u(x), e−2πikx

∫
e2πikzφ(z)dz〉

=
∑

k

û(k)

∫
e2πikxφ(x)dx,

ou seja

u ∗
∑

k

e2πixk =
∑

k

û(k)e2πikx.

Portanto ∑
k∈Z

τku =
∑
k∈Z

û(k)e2πikx.

�

O próximo teorema é um corolário da fórmula de soma de Poisson e

da observação de que as translações inteiras de uma função com suporte

suficientemente perto da origem têm suportes disjuntos.

Teorema 37 (Shannon-Nyqvist). Seja f uma função tal que f̂

tem suporte em (−1
2
, 1

2
). Então f pode ser unicamente determinada

pelo seus valores nos inteiros f(k), k ∈ Z.

Demonstração. Aplicado o teorema anterior a f∨ temos∑
k

f∨(ξ − k) =
∑

k

f(k)e2πikξ.

Sabemos f∨(ξ) = f̂(−ξ), e como os suportes de f∨(ξ−k) são disjuntos

temos

f̂(ξ) =
∑

k

f(k)e−2πikξ,

para cada ξ ∈ (−1
2
, 1

2
). �

Exerćıcio 176. Demonstre a fórmula da soma de Poisson em Rd.
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2. Séries de Fourier

Nesta secção estuda-se a representação de distribuições e funções

periódicas pelas suas séries de Fourier, o análogo para funções periódicas

da transformada de Fourier.

Vamos começar por mostrar um resultado auxiliar:

Lema 8. Existe uma função não negativa ψ ∈ D tal que∑
k∈Z

τkψ = 1.

Demonstração. Seja η ∈ D uma função não negativa tal que

η(x) ≡ 1 para 0 ≤ x ≤ 1. Vamos definir

ψ(x) =
η(x)∑

k∈Z τkη(x)
.

A soma no denominador é, para cada ponto x, uma soma finita, 1-

periódica e nunca se anula. Deste modo, é fácil verificar que ψ tem as

propriedades desejadas. �

A primeira aplicação deste lema consiste em provar que as dis-

tribuiçoes 1-periódicas podem ser encaradas como distribuições no toro

T1 ≡ S1.

Teorema 38. Seja u uma distribuição 1-periódica em S ′(R). Então

existe uma única distribuição ũ em E ′(T1) tal que para cada φ : T1 → R
se tem

(27) 〈ũ, φ〉T1 = 〈u, ψφ]〉,

onde φ] é o levantamento 1-periódico de φ para uma função de R → R.

Por outro lado, dada uma distribuição ũ ∈ E ′(T1), existe uma única

distribuição 1-periódica u ∈ S ′(R) que satisfaz (27).

Demonstração. Claramente (27) define uma distribuição em E ′(T1).

Vamos agora mostrar que, dado ũ ∈ E ′(T1), existe uma distribuição

periódica u ∈ S ′(R) que satisfaz (27). Seja φ ∈ S e u dado por

〈u, φ〉 ≡ 〈ũ,
∑
k∈Z

τkφ〉T1 ,



2. SÉRIES DE FOURIER 95

pois
∑

k∈Z τkφ é uma função periódica e, portanto, pode ser encarada

como um elemento de E(T1). Seja φ] uma função 1-periódica. Então

〈u, ψφ]〉 = 〈ũ,
∑
k∈Z

τk(ψφ
])〉T1 = 〈ũ, φ]

∑
k∈Z

τkψ〉T1 = 〈ũ, φ〉T1 ,

ou seja (27). �

É importante observar que o teorema anterior é essencial para

definir correctamente as distribuições no toro. De facto, a ideia na-

tural de identificar T com [0, 1] leva rapidamente a problemas como o

de calcular “
∫ 1

0
δ(x)ϕ(x)dx”, com uma série de ambiguidades evidentes.

Exerćıcio 177. Mostre que o resultado do teorema anterior não

depende da escolha de ψ, desde que satisfaça as hipóteses do lema 8.

Exerćıcio 178. Generalize a discussão do teorema anterior a dis-

tribuições periódicas em Rd e mostre que estas podem ser encaradas

como elementos de E ′(Tn).

Teorema 39. Seja u ∈ S ′ uma distribuição 1-periódica. Então

u =
∑
k∈Z

ûke
2πikx,

em que os coeficientes de Fourier ûk são determinados por

ûk = 〈u, ψe−2πikx〉 = 〈ũ, e−2πikx〉T1 ,

com ψ tal como no lema 8. Adicionalmente, ûk não depende da escolha

de ψ, desde que satisfaça as hipóteses do lema 8.

Demonstração. Pela fórmula de soma de Poisson temos

u =
∑
k∈Z

τk(ψu) =
∑

k

(ψu)∧(k)e2πikx.

Seja

ûk = (ψu)∧(k) = 〈u, ψe−2πikx〉.

Pelo teorema anterior,

ûk = 〈ũ, e−2πikx〉T1 ,

sendo que o resultado não depende da escolha de ψ, pelo exerćıcio 177.

�



96 6. SÉRIES DE FOURIER

Exerćıcio 179. Seja u uma função em L1[0, 1], encarada como um

elemento de L1(T1) por prolongamento periódico. Mostre que os seus

coeficientes de Fourier são dados por∫ 1

0

u(x)e−2πikxdx.

Teorema 40. Seja u ∈ L2(T1) então

u =
∑
k∈Z

ûke
2πikx,

em L2[0, 1].

Demonstração. Consideremos a soma parcial:

SNu =
∑
|k|≤N

ûke
2πikx.

O conjunto EN = {e2πikx, |k| ≤ N} é um conjunto ortonormado em

relação ao produto interno em L2:

(w, z) =

∫
w̄z.

Exerćıcio 180. Mostre que a soma parcial SNu é a projecção or-

togonal de u sobre EN .

Portanto, pelo exerćıcio anterior,

‖SNu‖L2 ≤ ‖u‖L2 .

Seja u ∈ E(T1) então:

lim sup
N→∞

‖SNu− u‖2
L2 = lim sup

N→∞
‖SNu‖2

L2 + ‖u‖2
L2 − 2 Re(SNu, u) ≤ 0

pois (SNu, u) → ‖u‖2
L2 e ‖SNu‖L2 ≤ ‖u‖L2 , ou seja, SNu→ u em L2.

No caso geral, para mostrar a convergência de SNu para u em L2

vamos proceder do seguinte modo. Seja ε > 0 dado. Então existe

v ∈ E(T1) tal que

‖u− v‖L2 ≤ ε

2
.
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Portanto,

lim sup
N→∞

‖SNu− u‖L2

≤ lim sup
N→∞

‖SNu− SNv‖L2 + ‖SNv − v‖L2 + ‖v − u‖L2

≤ ε+ lim sup
N→∞

‖SNv − v‖L2 ≤ ε,

pois ‖SNu − SNv‖ ≤ ‖u − v‖. Fazendo ε → 0 obtemos o resultado

desejado. �

Exerćıcio 181. Seja u ∈ L2 Mostre que

‖u‖2
L2 =

∑
k

|ûk|2.

Exerćıcio 182. Este exerćıcio é uma prova guiada do teorema 40

utilizando um método alternativo. Seja u ∈ L2[0, 1] e

SNu =
∑
|k|≤N

ûke
2πikx.

Pretende-se provar que SNu → u em L2. Para este efeito, basta

mostrar que dado ε > 0 existe p tal que para N > p

‖u− SNu‖L2 < ε.

Vamos proceder do seguinte modo:

1. Recorde que existe uma função v de cont́ınua tal que

‖u− v‖L2 ≤ ε

2
.

2. Pelo teorema de Weirstrass (ver corolário 3 ao teorema 45)

existe um polinómio trigonométrico KNv =
∑

|k|≤N ṽke
2πikx

tal que

‖v −KNv‖L∞ ≤ ε

2
.

3. Observe que o conjunto EN = {e2πikx, |k| ≤ N} é um conjunto

ortonormado com respeito ao produto interno em L2,

(w, z) =

∫
w̄z,

e que, adicionalmente, SNu é a projecção ortogonal de u sobre

EN . Portanto

‖u− SNu‖L2 ≤ ‖u−KNv‖L2 ≤ ‖u− v‖L2 + ‖v −KNv‖L2 ≤ ε

pois ‖v −KNv‖L2 ≤ ‖v −KNv‖L∞.
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Exerćıcio 183. Utilize séries de Fourier para determinar uma ex-

pressão para a solução u(x, t) do problema

ut = uxx

com u(x, 0) =
∑

k δk(x) com u(x, t) = u(x + 1, t). Verifique que u

satisfaz a equação em S ′(R× R+
0 ).

Exerćıcio 184. Seja ν > 0 e ω ∈ Rd satisfazendo a condição

|ω · k| ≥ c|k|−ν, para todo o k ∈ Zd\{0}. Utilize séries de Fourier para

mostrar a existência de uma solução fundamental da equação

ω ·Du = 0,

com u periódico.

3. Decaimento de séries de Fourier

É natural perguntar se, para funções cont́ınuas, a convergência das

séries de Fourier é uniforme. Infelizmente, tal não é verdade. No

sentido de esclarecer este problema, a primeira questão a estudar é o

decaimento dos coeficientes de Fourier.

Proposição 11. Seja u uma função de classe Cm(T1). Então

|ûk| ≤
C

|k|m
.

Demonstração. Temos, para k 6= 0

ûk =

∫ 1

0

u(x)e−2πikxdx =
1

(−2πik)m

∫ 1

0

u(x)(−2πik)me−2πikxdx.

Integrando por partes m vezes obtemos

ûk =
1

(−2πik)m

∫ 1

0

u(m)(x)e−2πikxdx,

ou seja |ûk| = O(k−m). �

Este resultado pode ser ligeiramente melhorado para:

Proposição 12. Seja u de classe C1 então a sua série de Fourier

é absolutamente convergente.
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Demonstração. Pela prova do teorema anterior temos

ûk =
1

−2πik

∫ 1

0

u′(x)e−2πikxdx =
(u′)∧k
−2πik

.

Portanto∑
k 6=0

|ûk| ≤
∑
k 6=0

∣∣∣∣ (u′)∧k
−2πik

∣∣∣∣ ≤
(∑

k 6=0

|(u′)∧k |2
)1/2(∑

k 6=0

1

4π2k2

)1/2

<∞.

�

Deixamos como exerćıcio a prova do lema de Riemann-Lebesgue

para funções cont́ınuas, por ser semelhante à do lema (29).

Exerćıcio 185 (Lema de Riemann-Lebesgue). Mostre que se u é

cont́ınua e 1-periódica então ûk → 0 quando |k| → ∞. Sugestão:

Aproxime u por uma função C∞ e use a proposição 11.

Exerćıcio 186. Mostre que os coeficientes de Fourier ûk de uma

função α-Hölder têm decaimento O(|k|−α). Sugestão: Observe que∫
u(x)e−2πikx =

∫
u(x+

1

k
)e−2πikx.

No entanto, existem funções cont́ınuas cuja série de Fourier tem

decaimento arbitráriamente lento.

Proposição 13. Seja cn uma sucessão que tende para zero. Então

existe uma outra sucessão dn tal que lim supn→∞
|dn|
|cn| ≥ 1 e para a qual

(28)
∑

n

dne
2πinx

converge uniformemente.

Demonstração. Vamos definir a sucessão dn do seguinte modo:

seja nj uma sucessão tal que nj = min{n > nj−1 : cn ≤ 2−j}. Então

dnj
= 2−j e dn = 0 para os termos restantes. Claramente, a série (28)

converge uniformemente. �

Exerćıcio 187. Mostre que a função

u(x) =
∞∑

k=0

2−αke2πi2kx

é Hölder de expoente α.
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Exerćıcio 188. Considere a função

u(x) =

1 se 0 ≤ x < 1/2

0 se 1/2 ≤ x < 1

e estendida periodicamente a R. Justifique que SNu não converge uni-

formemente para u. Calcule os coeficientes de Fourier ûk.

Se u e v são duas funções em L1(T1) a sua convolução é dada por

(u ∗ v)(x) =

∫ 1

0

u(y)v(x− y)dy,

em que v é prolongada por periodicidade.

Teorema 41. Sejam u e v em L1(T1). Então

(u ∗ v)∧k = ûkv̂k.

Demonstração. Temos

(u ∗ v)∧k =

∫ 1

0

∫ 1

0

u(y)v(x− y)e−2πikxdydx

=

∫ 1

0

∫ 1

0

u(y)v(x− y)e−2πik(x−y)e−2πikydxdy = ûkv̂k.

�

Exerćıcio 189. Sejam v, w ∈ L2. Mostre que

(vw)∧j =
∑

k

v̂kŵj−k

Exerćıcio 190. Generalize os resultados sobre convergência L2 das

séries de Fourier para funções Zd-periódicas em Rd.

Exerćıcio 191. Generalize os espaços de Sobolev Hs para funções

Zd-periódicas em Rd.

Exerćıcio 192. Seja uk uma sequência de funções Zd-periódicas

em Rd com supk ‖uk‖H1([0,1]d) < ∞. Mostre que existe u ∈ L2([0, 1]d)

tal que através de uma subsucessão uk → u em L2([0, 1]d). Mostre que

isto não é verdade se se tiver apenas ‖uk‖L2 limitada.
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4. Núcleo de Dirichlet e convergência pontual

Teorema 42. Seja

DN(x) =
N∑

j=−N

e2πijx =
sin 2π(N + 1/2)x

sin πx
.

Então para u ∈ L1

SNu = DN ∗ u.

Demonstração. Pelo teorema 41,

SNu = DN ∗ u,

onde

DN(x) =
N∑

j=−N

e2πijx.

Como esta é uma soma geométrica, cálculos elementares implicam

DN(x) =
sin 2π(N + 1/2)x

sin πx
.

�

Teorema 43. Existe uma função cont́ınua u tal que SNu não con-

verge uniformemente para u.

Demonstração. Se para todas as funções u ∈ C(T1), SNu → u

uniformemente então

sup
N
‖SNu‖C(T1) ≤ Cu,

para alguma constante Cu. Então, o teorema de Banach-Steinhaus,

teorema 44, implicaria que

sup
N
‖SN‖ ≤ C,

em que ‖SN‖ é a norma de SN como operador de C(T1) em C(T1), isto

é:

‖SN‖ = sup
‖u‖C(T1)≤1

‖SNu‖C(T1).

Portanto, para provar o teorema é suficiente mostar que a famı́lia de

operadores SN não tem normas uniformemente limitadas.
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Temos

‖SNu‖ = ‖u ∗DN‖ = sup
x
|
∫
DN(y)u(x− y)dy|

e, portanto,

‖SN‖ ≥ sup
‖u‖C(T1)≤1

|
∫
DN(y)u(−y)dy| = ‖DN‖L1 .

Utilizando o próximo exerćıcio, conclúımos que ‖SN‖ não é limitada.

Exerćıcio 193. Mostre que ‖DN‖L1(T) ≥ c lnN , para N suficien-

temente grande.

�

Teorema 44 (Banach-Steinhaus). Sejam E e F espaços de Ba-

nach, Tn : E → F uma sucessão de operadores lineares cont́ınuos. Se

(29) sup
n
‖Tn‖ = ∞

então existe x ∈ E tal que

Tnx

é ilimitada.

Demonstração. Por contradição, vamos assumir (29), mas que para

cada x existe uma constante Cx tal que

sup
n
‖Tnx‖ ≤ Cx.

Sem perda de generalidade podemos extrair uma subsucessão, que con-

tinuaremos a denotar por Tn que satisfaz

‖Tn‖ ≥ 5n‖Tn−1‖,

e ‖T1‖ ≥ 1. Dado ε > 0, podemos também encontrar vectores xn ∈ E

tal que ‖xn‖ = 1 e

‖Tnxn‖ ≥ ‖Tn‖ − 1.

Vamos escolher indutivamente uma subsucessão xik . Seja i1 = 1.

Como, por hipótese, para todo o j < k, supn ‖Tnxij‖ é limitado, é

posśıvel escolher ik tal que

‖Tikxij‖ ≤ 2ik‖Tim‖,



4. NÚCLEO DE DIRICHLET E CONVERGÊNCIA PONTUAL 103

para todo o m ≤ k − 1. Seja

x =
∞∑

k=2

xik

2ik‖Tik−1
‖
.

Então

‖Tinx‖ ≥
1

2in‖Tin−1‖
‖Tinxin‖ −

[
n−1∑
k=2

‖Tinxik‖
2ik‖Tik−1

‖
+

∞∑
k=n+1

‖Tin‖
2k‖Tik−1

‖

]

≥
(

5

2

)in

− c2in − 2− 1,

o que é uma contradição. �

Exerćıcio 194. Seja fn uma sucessão de funções fracamente con-

vergente em Lp. Mostre que supn ‖fn‖Lp <∞.

Lema 9. Seja u ∈ L1(T1) tal que∫ 1/2

−1/2

|u(x)|
|x|

dx <∞.

Então SNu(0) → 0.

Demonstração. Temos

SNu(0) = (DN ∗ u)(0) =

∫
sin 2π(N + 1/2)y

sin πy
u(0− y)

=

∫
u(−y) cos(2πNy) + u(−y)cos πy

sin πy
sin(2πNy).

Tanto u(−y) como u(−y) cos πy
sin πy

são elementos de L1, pelo que o Lema

de Riemann Lebesgue (exerćıcio 185) garante que ambos os termos

convergem para zero. �

Corolario 1 (Teste de Dini). Seja u uma função periódica tal que∫ 1/2

−1/2

|u(x0 + x)− u(x0)|
|x|

dx <∞.

Então SNu(x0) → u(x0).

Demonstração. Seja g(x) = u(x0 + x)− u(x0). Pelo lema anterior

SNg(0) → 0,

ou seja, SNu(x0) → u(x0). �



104 6. SÉRIES DE FOURIER

5. Núcleo de Fejér

As séries de Fourier não permitem aproximar uniformemente funções

cont́ınuas por polinómios trigonométricos. Em vez de considerarmos as

somas parciais da série de Fourier, podemos utilizar a seguinte média

ponderada:

σNu =
1

N + 1
(S0u+ S1u+ S2u+ . . . SNu)

as somas de Fejér.

Exerćıcio 195. Mostre que se SNu → u uniformemente então

σNu→ u uniformemente.

O polinómio trigonométrico σNu converge uniformemente para u

sempre que u é uma função cont́ınua.

Exerćıcio 196 (Identidades aproximadas). Seja ρn uma função de

classe C∞(T1) com as seguintes propriedades:

(1) ρn ≥ 0

(2)
∫
ρn = 1

(3) Para cada δ positivo,∫
[−1/2,1/2]\{|x|<δ}

ρn → 0,

quando n→∞.

Mostre que se u é uma função cont́ınua então

ρn ∗ u→ u

uniformemente.

Teorema 45. Seja

KN(x) =
N∑

j=−N

(
1− |j|

N + 1

)
e2πijx =

1

N + 1

(
sin π(N + 1)x

sin πx

)2

.

Então para u ∈ L1

σNu = KN ∗ u.
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Demonstração. Pelo teorema 41 temos

σNu = KN ∗ u,

onde

KN(x) =
N∑

j=−N

(
1− |j|

N + 1

)
e2πijx.

Por outro lado

sin2 πx =
1

2
(1− cos(2πx)) =

2− e2πix − e−2πix

4
,

ou seja, após manipulações elementares,

KN(x) sin2 πx =
2− e2πi(N+1)x − e2πi(N+1)x

4(N + 1)
=

sin2 π(N + 1)x

N + 1
.

�

Corolario 2. Seja u ∈ C(T1). Então

σNu→ u

uniformemente.

Demonstração. Basta observar que o núcleo de Fejér, KN , é uma

identidade aproximada e aplicar o exerćıcio 196. �

Corolario 3 (Teorema de Weirstrass). Os polinómios trigonomé-

tricos são densos em C(T1).

Demonstração. Como σNu é um polinómio trigonométrico, este

corolário segue do resultado anterior. �

Exerćıcio 197. Seja f uma função cont́ınua. Mostre que

Prf → f,

uniformemente quando r → 1−, onde Pr para 0 < r < 1 é dado por

Prf =
∑

f̂kr
|k|e2πikx.





7

Interpolação

Nesta secção estudamos alguns resultados adicionais sobre a trans-

formada de Fourier, como seja o teorema de Hausdorf-Young, desigual-

dade de Bernstein e o Teorema de Paley-Wiener. Para a prova dos

dois primeiros resultados vamos utilizar teoria de interpolação. Como

aplicação dos métodos de interpolação são apresentados alguns ex-

erćıcios de aplicação a espaços de Sobolev.

1. Interpolação de Riesz-Thorin

Para a prova do próximo teorema necessitamos do seguinte resul-

tado elementar de análise complexa, cuja prova deixamos como ex-

erćıcio:

Exerćıcio 198 (Teorema das 3 linhas). Seja h(z) uma função

cont́ınua de variável complexa com domı́nio 0 ≤ Re z ≤ 1, limitada

e anaĺıtica em 0 < Re z < 1. Suponhamos que

|h(z)| ≤ Aj

quando Re z = j com j = 0, 1. Mostre que

|h(z)| ≤ A1−Re z
0 ARe z

1 .

Sugestão: aplique o prinćıpio de módulo máximo a

e−εz(1−z) h(z)

A1−z
0 Az

1

e faça ε→ 0.

Teorema 46. Seja T um operador linear,

T : Lp0 7→ Lq0

e

T : Lp1 7→ Lq1 ,

107
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continuamente. Então, T pode ser estendido como operador linear

cont́ınuo

T : Lpα 7→ Lqα ,

em que 0 < α < 1 e

1

pα

=
1− α

p0

+
α

p1

e
1

qα
=

1− α

q0
+
α

q1
.

Adicionalmente, se para j = 0, 1,

‖Tf‖Lqj ≤ Aj‖f‖Lpj

então

(30) ‖Tf‖Lqα ≤ A1−α
0 Aα

1‖f‖Lpα .

Demonstração. Para mostrar (30) é suficiente provar∣∣∣∣∫ gTf

∣∣∣∣ ≤ A1−α
0 Aα

1 .

para todas as funções simples f e g (isto é, f e g são combinações

lineares finitas de funções caracteŕısticas de conjuntos mensuráveis de

medida finita) satisfazendo

‖f‖Lpα = ‖g‖Lq′α = 1,

em que ′ denota o expoente conjugado. Vamos considerar para z ∈ C,

com 0 ≤ Re z ≤ 1, as funções

fz = |f |pα/pz−1f gz = |g|q′α/q′z−1g,

com
1

pz

=
1− z

p0

+
z

p1

e
1

q′z
=

1− z

q′0
+
z

q′1
.

A expressão ∫
gzTfz

é cont́ınua em z para 0 ≤ Re z ≤ 1 e anaĺıtica em 0 < Re z < 1.

Quando Re z = 0:∣∣∣∣∫ gzTfz

∣∣∣∣ ≤ A0‖gz‖Lq′0
‖fz‖Lp0 ≤ A0,

para Re z = 1: ∣∣∣∣∫ gzTfz

∣∣∣∣ ≤ A0‖gz‖Lq′1
‖fz‖Lp1 ≤ A1.
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Assim, podemos aplicar o teorema das três linhas (exerćıcio 198),

que implica ∣∣∣∣∫ gzTfz

∣∣∣∣ ≤ A1−Re z
0 ARe z

1 .

�

Teorema 47 (Hausdorff-Young). Para 1 < p < 2, a transformada

de Fourier pode ser estendida como operador linear cont́ınuo de Lp para

Lp′, onde 1
p

+ 1
p′

= 1.

Demonstração. A transformada de Fourier aplica L1 em L∞ e L2

em L2. Portanto, por interpolação, aplica Lpα em Lqα , onde

1

pα

=
1− α

1
+
α

2

1

qα
=
α

2
.

Como 1
pα

+ 1
qα

= 1 temos para p = pα, qα = p′. �

Exerćıcio 199. Mostre que o único expoente p para o qual a trans-

formada de Fourier é um operador linear cont́ınuo de Lp em Lp é p = 2.

Sugestão: considere a transformada de Fourier de e−βπx2
.

Teorema 48 (Desigualdade de Young para convolução). Seja r, p, q ∈
[1,∞] tais que

1 +
1

r
=

1

p
+

1

q
.

Então

‖f ∗ g‖Lr ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

A prova deste teorema é deixada como exerćıcio:

Exerćıcio 200. Prove a desigualdade de Young, usando inter-

polação e as desigualdades

‖f ∗ g‖L1 ≤ ‖f‖L1‖g‖L1 ‖f ∗ g‖L∞ ≤ ‖f‖L∞‖g‖L1

para obter

‖f ∗ g‖Lp ≤ ‖f‖Lp‖g‖L1 .

Depois, use a desigualdade de Hölder para mostrar

‖f ∗ g‖L∞ ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lp′

e interpole entre as duas últimas desigualdades.



110 7. INTERPOLAÇÃO

Exerćıcio 201. Seja ρn uma sucessão regularizante. Mostre, uti-

lizando interpolação entre L1 e L∞ ou o exerćıcio anterior, que

‖ρn ∗ f‖Lp ≤ ‖f‖Lp .

Exerćıcio 202. Seja f ∈ L1 fixo e seja Tf : Lp → Lp dado por

Tfg = f ∗ g.

Mostre que

‖Tf‖ = ‖f‖L1 .

Teorema 49 (Desigualdade de Bernstein). Seja f : R → R tal que

supp f̂ ⊂ I para algum intervalo I. Então, para 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞

‖f‖Lq ≤ C|I|
1
p
− 1

q ‖f‖Lp .

Demonstração. Multiplicando f por e2πiηx não alteramos nenhuma

norma Lp mas o suporte de f̂ é transladado. Assim, sem perda de

generalidade, podemos supor que I = [−a, a] com a > 0. Seja χ uma

função tal que χ̂ ∈ D, com suporte contido em [−2, 2] e χ̂ ≡ 1 em

[−1, 1]. Consideremos o operador

f 7→ Tf = aχ(ax) ∗ f.

Este operador é a identidade quando restrito a funções cuja transfor-

mada de Fourier tem suporte em [−a, a]. Pela desigualdade de Young

‖Tf‖Lp ≤ ‖aχ(ax)‖L1‖f‖Lp = ‖χ‖L1‖f‖Lp .

Por outro lado,

‖Tf‖L∞ ≤ ‖aχ(ax)‖L∞‖f‖L1 = a‖χ‖L∞‖f‖L1 .

Portanto, por interpolação, obtemos

‖Tf‖Lqα ≤ aαC‖f‖Lpα ,

com
1

qα
=

1− α

p

1

pα

=
1− α

p
+ α.

Portanto, como 1
pα
− 1

qα
= α, temos o resultado com p = pα e q = qα.

�

Exerćıcio 203. Utilizando o método utilizado para provar o teo-

rema de Riesz-Thorin demonstre o seguinte teorema de interpolação

para espaços de Sobolev:
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Teorema 50. Seja T um operador linear,

T : Hs0 → H t0

e

T : Hs1 → H t1 ,

continuamente. Então T pode ser estendido como operador cont́ınuo

T : Hsθ → H tθ ,

onde θ ∈ [0, 1] e sθ = (1− θ)s0 + θs1, tθ = (1− θ)t0 + θt1.

Exerćıcio 204. Seja ψ : Rd → Rd um difeomorfismo de classe C∞

com todas as derivadas limitadas. Considere o operador

TΨu = u ◦Ψ.

Mostre que, para s > 0, TΨ é uma aplicação linear cont́ınua de Hs para

Hs. Sugestão: Demonstre o resultado para s inteiro e depois utilize o

exerćıcio anterior.





A

Testes

Primeiro teste - 17 de Março de 2003

(1) Diga, justificando, quais dos seguintes são elementos de D′(R)

ou E ′(R):

(a) φ 7→ 1 + φ(0).

(b) φ 7→ 〈L, ψ〉, onde L ∈ E ′(R2) e ψ(x, y) = φ(x+ y2).

(c) φ 7→
∑∞

n=1

(
φ( 1

n2 )− φ(0)
)
.

(d) φ 7→ limε→0

∫ π/2

ε
φ(x)
sin x

+ φ(0) ln ε

(2) Calcule a derivada no sentido das distribuições de:

(a) ln |1− x2| em D′(R).

(b) φ →
∫
f(x)(ρ ∗ φ)(x), onde f ∈ L1(R) e ρ ∈ C∞

c (R), em

D′(R).

(3) Seja f ∈ L1(R), com
∫
fdx = 1. Mostre que λf(λx) → δ em

D′(R), quando λ→∞.

(4) Calcule, em D′(R× (0,∞)), ut − uxx para u(x, t) = e−
x2

2t√
2πt

.

Segundo teste - 14 de Abril de 2003

(1) Determine em S ′(R) todas as soluções da equação diferencial

xux + u = 0.

(2) Seja ck uma sucessão com |ck| ≤ C(1 + |k|2)N . Mostre que
∞∑

k=0

cke
2πikx

define um elemento de S ′(R).

(3) Mostre que se u ∈ E ′(R) então

• û ∈ C∞;

• |û(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)N , para algum N e C apropriados.

113
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(4) Calcule as transformadas de Fourier dos seguintes elementos

de S ′(R):

• e2πixη

• x2

• 1
1+x2 .

Terceiro teste - 26 de Maio

(1) Seja u ∈ S(R× R+
0 ) uma solução clássica de

ut = uxx.

Mostre que ‖u(·, t)‖W 1,2(R) ≤ ‖u(·, 0)‖W 1,2(R).

(2) Utilize séries de Fourier para determinar uma expressão para

a solução u(x, t) do problema

ut = uxx

com u(x, 0) =
∑

k δk(x) com u(x, t) = u(x + 1, t). Verifique

que u satisfaz a equação em S ′(R× R+
0 ).

(3) Seja f uma função em C(T). Considere a aplicação (0 < r < 1)

f 7→ Prf =
∑

k

r|k|f̂(k)e2πikx.

Escreva Prf como uma convolução e mostre que Prf → f

uniformemente quando r → 1.

(4) Decida se ln(x2 + y2) ∈ W 2,p(B1(0)) para algum 1 ≤ p ≤ ∞.

Sugestão: pode ser-lhe útil calcular ∆u em D′.

Quarto teste - 2 de Junho de 2003

(1) Decida se as seguintes aplicações são elementos de D′(R):

(a) φ 7→ φ̂(1);

(b) φ 7→
∫

R2 φ(x2 + y2)dxdy;

(c) φ 7→
∫ 1

0
1

1+φ2 .

(2) Calcule a transformada de Fourier dos seguintes elementos de

S ′(R)

(a) 1
1+x2
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(b)
∑

k∈Z δ
′
k

(3) Mostre que a função∑
k

2−kαe2πi2kx

é Hölder cont́ınua.

(4) Mostre que o único expoente p para o qual a transformada de

Fourier é cont́ınua de Lp para Lp é p = 2. Sugestão: considere

a transformada de Fourier de e−βπx2
.

Quinto teste - 5 de Junho de 2003

(1) Seja u ∈ D′(Rd) dado por

u = |x|2−d,

para d > 2. Calcule ∆u em D′(Rd)

(2) Utilize transformada de Fourier em x para obter uma fórmula

para a solução do seguinte problema:
utt − uxx = 0 quando t > 0

u(x, 0) = f(x)

ut(x, 0) = g(x).

Nota: o objectivo é obter uma fórmula em termos das trans-

formadas de Fourier de f e g e não a sua justificação.

(3) Mostre que uma solução clássica de 3
2
u−∆u = f em B1(0) ⊂

Rd (d > 2) com u = 0 em ∂B1(0) satisfaz∫
3

2
u2 + |∇u|2 = −

∫
fu ≤ 1

2
‖f‖2

L2 +
1

2
‖u‖2

L2

Utilize esta desigualdade para mostrar que

‖u‖Lp∗ (B1(0)) ≤ C‖f‖L2

para algum p∗ > 2.

(4) Seja f ∈ C(T1), SNf a soma parcial da série de Fourier e σNf

a soma de Fejér. Mostre que se SNf → f uniformemente então

σNf → f uniformemente.
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