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Introdução

A disciplina Cálculo de Variações tem como objectivo o estudo de

problemas variacionais e das suas relações com equações diferenciais

parciais.

Esta disciplina é leccionada no Instituto Superior Técnico a alunos

do quinto ano da licenciatura em Matemática Aplicada e Computação

dos ramos de Análise, Geometria e Topologia e de Análise Numérica,

do Mestrado em Matemática Aplicada e do Doutoramento em Mate-

mática.

1. Sumário

O programa da cadeira está dividido em quatro partes com duração

aproximada, referente às aulas teóricas, dividida do seguinte modo:

1. Problemas modelo em cálculo de variações - 8 horas.

2. Cálculo de variações e problemas eĺıpticos - 15 horas.

3. Controlo óptimo e soluções de viscosidade - 10 horas.

4. Problemas lineares - 6 horas.

A primeira parte é a introdução à disciplina. Esta é dividida numa

breve revisão de cálculo de variações em dimensão finita, com ênfase

nas técnicas que podem ser generalizadas para dimensão infinita, e na

discussão informal dos problemas que serão considerados ao longo da

cadeira. Em primeiro lugar, deduz-se a equação de Euler-Lagrange, a

segunda variação e condições necessárias para a existência de mı́nimo.

Em segundo lugar, discutem-se alguns problemas de controlo óptimo

e as suas relações com equações de Hamilton-Jacobi. Finalmente,

consideram-se problemas de programação linear em dimensão infinita

e as suas relações com equações diferenciais parciais não lineares.
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A segunda parte é dedicada a problemas variacionais cuja equação

de Euler-Lagrange é uma equação diferencial parcial eĺıptica, possivel-

mente não linear. Prova-se a existência de mı́nimo utilizando o método

directo do cálculo de variações. Mostra-se que o mı́nimo é uma solução

fraca da equação de Euler-Lagrange e estuda-se a sua regularidade.

Esta última é analisada utilizando métodos de energia, estimativas de

deGiorgi-Nash-Moser e estimativas de Schauder.

Na terceira parte consideram-se problemas de controlo óptimo. Es-

tudam-se resultados clássicos da teoria de controlo, o prinćıpio da pro-

gramação dinâmica e o prinćıpio de máximo de Pontryagin, bem como

técnicas recentes da teoria das soluções de viscosidade para equações

de Hamilton-Jacobi. Considera-se o problema de valor terminal e esta-

cionário. Prova-se existência e unicidade de solução para o problema

terminal e existência para o estacionário.

A última parte é uma breve introdução à programação linear em di-

mensão infinita e às suas relações com equações diferenciais parciais não

lineares. São estudados os problema de Mather e de transporte óptimo

de massa de Monge-Kantorowich. Estes têm relações importantes com

equações de Hamilton-Jacobi e com a equação de Monge-Ampére, res-

pectivamente.

2. Programa detalhado

O programa detalhado da disciplina é o seguinte:

0. Introdução.

a. Optimização em dimensão finita - problemas não lineares:

existência e unicidade de mı́nimo; convexidade; testes de

primeira e segunda ordem; multiplicadores de Lagrange.

b. Programação linear: problema primal e dual; dualidade

fraca e forte; complementaridade.

c. Equação de Euler-Lagrange e segunda variação: condições

necessárias para a existência de mı́nimo; equação de Euler-

Lagrange; segunda variação; convexidade.

d. Controlo óptimo: problema terminal; prinćıpio da pro-

gramação dinâmica; equação de Hamilton-Jacobi.
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e. Problemas lineares e equações diferenciais não lineares: pro-

blema de Mather; problema de Mather estocástico; proble-

ma de Monge-Kantorowich.

1. Cálculo de variações e problemas eĺıpticos

a. Método directo do cálculo de variações: coercividade; semi-

continuidade inferior fraca; existência de minimizantes.

b. Equações de Euler-Lagrange: soluções fracas das equações

de Euler-Lagrange.

c. Métodos de energia: teorema de Lax-Milgram; existência

de soluções fracas da equação de Euler-Lagrange em W 2,2.

d. Continuidade Hölder para equações eĺıpticas escalares em

forma de divergência (deGiorgi - Nash - Moser): subsoluções

e supersoluções; método de iteração de Moser; lema de

John-Nirenberg; desigualdade de Harnack; continuidade

Hölder.

e. Estimativas de Schauder: espaços de Campanato e Morrey;

teorema de Morrey; estimativas de Schauder; regularidade

C2,α para minimizantes.

2. Controlo óptimo e soluções de viscosidade

a. Problemas de controlo óptimo: problema de horizonte finito

com custo terminal; prinćıpio da programação dinâmica;

prinćıpio de máximo de Pontryagin; pontos regulares e

diferenciabilidade.

b. Soluções de viscosidade: equações de Hamilton-Jacobi; fun-

ção valor como solução de viscosidade; unicidade de solução

de viscosidade.

c. Problemas estacionários: problema de horizonte infinito

com desconto α; limite α→ 0 e existência de solução esta-

cionária.

3. Problemas lineares

a. Dualidade: teorema de Fenchel-Rockafellar; cálculo de pro-

blemas duais do problema de Mather e do problema de

Monge-Kantorowich; equação de Monge-Ampére.
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b. Aplicações: teoria de Aubry-Mather; relação com equações

de Hamilton-Jacobi; conjuntos invariantes e teorema do

gráfico; comportamento asimptótico da dinâmica Hamilto-

niana.

3. Ensino e Avaliação

A carga horária consiste em 3 horas de aulas teóricas e 2 horas de

aulas práticas semanais durante 13 semanas.

Embora as aulas teóricas sigam de perto as notas da cadeira [Gom03],

é encorajada a consulta, por parte dos alunos, de bibliografia adicional.

Esta inclui livros clássicos de cálculo de variações [Gia83], [Gia93],

de equações diferenciais parciais [Eva98] e equações eĺıpticas [GT01],

[CC95], soluções de viscosidade [Lio82], [Bar94] [FS93], [BCD97], bem

como de alguns trabalhos e artigos recentes em revistas do mais alto

ńıvel cient́ıfico, que incluem, entre outras, [FV89], [LPV88], [Gom02],

[Eva99], [JKO98], [Vil], [Vil03].

Apesar desta disciplina não ser um estudo exaustivo de cálculo de

variações, ela trata um conjunto bastante vasto de problemas em tempo

reduzido. Deste modo, é indispensável a realização por parte dos alunos

de exerćıcios para a consolidação da matéria. Assim, existe uma ampla

selecção de exerćıcios, quer nas notas da cadeira [Gom03], quer na

bibliografia complementar.

A avaliação de conhecimentos é realizada em 5 testes ao longo do

semestre, sendo a nota final a média dos 3 melhores. Foram inclúıdos

nas notas da cadeira diversos exerćıcios modelo.

As datas previstas para os testes são as seguintes:

(1) 15 de Outubro

(2) 12 de Novembro

(3) 10 de Dezembro

(4) 17 de Dezembro (teste global)

(5) 19 de Dezembro (teste global)

Os testes, com excepção do último, serão realizados durante as aulas

práticas
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