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Prefacio

Os apontamentos que se seguem constituem uma introdugao ao calculo
diferencial exterior e foram coligidos durante um curso de Anélise Matematica
II1, leccionado em 86-87 a uma turma especial constituida por um grupo de
alunos que voluntariamente seguiram um curso mais extenso e aprofundado
que o curso habitualmente leccionado nas licenciaturas de engenharia. Um
curso semelhante anteriormente leccionado por Luis Magalhaes proporcionou
a experiéncia e as notas as quais estes apontamentos ficam a dever.

Tendo voltado a leccionar a turma especial em 91-92 verifiquei que estas
notas apods algumas adaptagoes continuam a ser de utilidade para os alunos
complementando em certos aspectos a descricao desta matéria que se encon-
tra actualmente feita nas folhas de Complementos de Célculo Diferencial de
Luis Magalhaes.

A bibliografia indicada neste capitulo do curso inclui os livros Calculus on
Manifolds de M. Spivak e Functions of Several Variables de W. Fleming.

Se estas notas ficam a dever muito ao apoio de Luis Magalhaes, nao ficam
a dever menos ao esforco e deliberacao semanal dos alunos que constituiram
uma fonte insubstituivel de motivacao. Ao primeiro agradeco, aos segundos
dedico estas folhas.



1. Introducgao - Vectores e Covectores

O espago vectorial linear R" munido do produto interno (-,-) diz-se um
espaco Euclidiano. Os elementos deste espaco vectorial dizem-se vecto-
res (contravectores). Sendo ey,...,e, uma base do espaco, qualquer vec-
tor v € IR™ se pode representar pelas suas componentes (contravariantes)
v=(v,...,v") = I v'e;, apresentadas matricialmente na forma de co-
luna.

Ao conjunto dos funcionais lineares definidos sobre R", ¢ :IR" — IR, da-se
o nome de espaco dual deIR" e denota-se por (R")*. Os elementos de (R")*
sao chamados covectores.

Sendo ¢ € (R™)* um covector fixo, é um exercicio simples mostrar que
existem (ay,...,a,), numeros reais, tais que para cada v € IR" temos
o(v) = 3" a;v’, podendo identificar-se ¢ com a = (ay,...,a,). Assim, o
espago dual (R")* é um espago vectorial linear isomorfo alR™ e os covectores
podem-se representar por matrizes linha a = (ay,...,a,) sendo a; as com-
ponentes (covariantes) de a € (R™)*, e introduzindo-se o produto escalar
entre elementos de R" e (R")*, a-v =31, a;v".

Define-se a base natural para o espaco dual constituida pelos funcionais
(e',...,e") satisfazendo e’ - ¢; = J7.

Dada uma transformacao linear L : R" — IR™ e sendo (ey,...,e,) e
(€1, .., em)' bases respectivamente deIR" e]R’.”, temos que t = 377 tle; € R",
v =3 2" €R™esex = L(t) obtemos 2" = >°7_; i’ onde ¢} sdo as com-

ponentes dos vectores v; = L(e;). Pode assim representar-se L pela matriz
cujas colunas sao os vectores v;, e as componentes do vector ¢ transformam-se

nas do vector & multiplicando matricialmente por L = [¢}] & esquerda.

1 1
c ... C
L=
n n
... c

Considerando agora os espacos duais podemos a partir de L definir uma
transformagao linear L* : (R™)* — (R")* da seguinte forma. Dado que
xr = L(t), temos que z° = L'(t) onde L' sdao funcionais lineares sobre R",

definindo covectores w?, ..., w™ de (IR")* representados pelas linhas da matriz
L =[c], L*(t) = w'-t, com w' = }J_, che/ onde (e, ..., e") é a base natural

de (R™)* referida.



Entao, dado um covector a = (ay,...,a,) € (R™)* definimos a trans-
formagao dual L* por L*(a) = 37", a;w’ € (R™)*. Sendo b = L*(a), temos
b= 37 bjel edew =37 cel obtem-se b = 37, a; >}, chel e por-
tanto b; = 321", a;cj. Conclui-se assim que as componentes do covector a se
transformam nas do covector b multiplicando matricialmente por L = [c}] &
direita.

b-t=a-v<= L*(a)-t=a-L(t)

No caso em que n = m e L é nao singular, se pretendermos identificar IR"
com o dual (R™)* verificamos que a transformagao induzida por L em (R")*
¢ (L*)"' e L* = LT e portanto os vectores e os covectores transformam-se
em geral de maneira diferente.

As formas diferenciais sao introduzidas pela necessidade de se conside-
rarem fungdes que associam numeros reais a certos tipos de variedades.
Apresentam-se seguidamente alguns exemplos extraidos do Electromagne-
tismo, onde a quantidade final (um nimero real) se obtem por integragao
das grandezas referidas sobre as variedades indicadas:

(1) Campo Eléctrico : curva — trabalho
(2) Corrente : superficie — intensidade de corrente
(3) Densidade de Carga : volume — carga
Acrescenta-se como caso especial a funcao escalar habitual
(0) Potencial Eléctrico : ponto — potencial

Tendo em consideracao os primeiros exemplos apresentados, é natural de-
finirem-se integrandas especiais (formas diferenciais de ordem k) a fim de
se obter o resultado final por integracao sobre a variedade (de dimensao k)
pretendida.

2. Definigoes e Exemplos
Designaremos seguidamente por V =1IR" o espaco vectorial de base, e seja
VE=V x...xV.

Defini¢oes: Uma funcao 7' : V¥ — R multilinear diz-se um tensor
(covariante) de ordem k em V| (tensor-k) ou covector-k. O espago das



aplicacoes multilineares de V* em R (conjunto dos tensores-k) designa-se por
TH(V).

Nota: 7%(V) é um espago vectorial linear (de dimensdo n*). Acordaremos
por tomar por definicio 7°(V) como o espago das fungoes escalares.

Exemplos:

(1) 7H(V) = V* é 0 nosso conhecido espago dual constituido por covectores.
Assim ¢! € TY(V), parai=1,...,n.

(2) Dados v,w € V a funcao ¢(v,w) = (v,w)(¢ = (-,-)) definida pelo pro-
duto interno em V é bilinear, e portanto ¢ € 7%(V).

(3) Dados vyq,...,v, € V a funcdo §(vy,...,v,) = det V onde V representa
a matriz v = [vq,...,v,] é multilinear e portanto § € 7"(V).

Nota: Os dois ultimos exemplos de tensores possuem uma propriedade adi-
cional. Além de serem funcoes multilineares sao alternados, isto é,

W(U1, .oy Uiy ooy Uy, V) = —W(U1, oo, Vg e, Uiy e, )
para todo vy,...,v, € V.

De igual forma se pode definir o conjunto dos tensores contravariantes
de ordem £ sobre V:

Definigao: As fungoes em 7%(V*) dizem-se tensores contravariantes
de ordem k ou vectores-k.

Sendo L : V' — W uma transformagao linear de V' =1R" para W =1R",
por extensao da definicao anterior, podemos definir a transformacgao L* :
TFW) — T*(V), da seguinte forma:

Definicao: Dada a transformacao linear L : V — W, define-se L* :
THW) — T*(V) fazendo corresponder a cada T € T*(W) o tensor L*T €
T*(V) dado por L*T(vy,...,v) = T(Lvy, ..., Lvg) paratodo vy, ..., v € V.

3. Algebra Multilinear

Entre os varios espacos tensoriais define-se uma operacao chamada pro-
. * ~
duto tensorial para estes espacos. Note-se que esta operagao se define

* ~ N . o . ~ 7 s . . .
Nesta seccdo, a referéncia aos produtos tensoriais nao é necessaria podendo eliminar-se
do encadeamento do texto.



entre varios espacos (® : TH(V) x THV) — T**Y(V)) nao sendo portanto
“interna”’a um so espaco.

Definigao: Sendo T € 7*(V) e S € T (V) definese R = T® S €
THUV) por: R(vy,. .., o6, wi,...,w) = T(vy,...,v)S(wy,...,w) para to-
dosvj,w; €V, 1 <1<k, 1<5<1.

Sao facilmente verificaveis as seguintes propriedades:
(a) S+T)eU=SU+TeU
(b) ST +U)=ST+SeU
(c) a(S@T)=(aS)®@T =S ® (aT)
(d) SeT)U=Se(T'aU).

Como sabemos os covectores €', ..., e" formam uma base de 7'(V'). Na-
turalmente ' @ ... ® e* € TH(V) e temos:

Proposicao: Os covectores-k €' ® ... ® e’*, em ntimero de n¥, formam
uma base do espago T*(V).

Demonstragao: (a) Dada a combinagao linear representando o covector
nulo:

.....

temos:

S(ejl,...,ejk):'z Qg ..., Zk(Sﬁ(S;z:O

e portanto € ® ... ® e sao linearmente independentes.

(b) Seja T € TH(V) e v; = X vie; € V; 1 < j < k vectores de V. Entéo:

n n
T(i,..oovp) =T ves, ..., Yo vke,) = > vf .. .vfT(ey,. .. e,)

i1=1 ip=1 i1,esik
' — b i1 ik _ (0 ;
Mas e'-v; = vj e portanto vi' ... v}f = (e1®...®e)- (v, ..., v;). Tomando
aiy . = T(€i, ..., €, ) temos:

T(vy,...,v5) = ( Z Qiy.oin €' @ ... @ €®) (V1. .., v8),

concluindo-se que € ® ... ® e'* geram T*(V).
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Na segao anterior, quando se definiram os espagos tensoriais, apresentamos
alguns exemplos de tensores com a propriedade adicional de serem alterna-
dos. Os exemplos apresentados relacionam-se naturalmente com a funcao V'
utilizada nos integrais de superficie para medir volumes de paralelipipedos.
Por estarmos interessados precisamente em estudar os varios volumes-n, tem
especial interesse estudar os tensores com aquela propriedade.

Recordamos da dlgebra linear que sendo o € [] (1, ..., k) uma permutacao
de (1,...,k) se define o sinal da permutacao por sgn ¢ = +1, com sinal
positivo se a permutacao for par e sinal negativo se a permutagao for impar.

Definigao: O tensor T € 7*(V) diz-se alternado se dada uma per-
mutacao o se tem:

T(Ug“...,l)o—k) =sgn o 'T(Ul,...,vk)

para todo vy,...,v, € V.
Nota: Esta defini¢ao é equivalente a definicao anterior.

Proposicao: O subconjunto dos tensores alternados de ordem k é um
subespago vectorial de 7*(V).

Nota: Para k£ > n o unico tensor alternado ¢é o trivial; T" = 0.

Definigao: Designa-se por Q¥(V) o espago dos tensores covariantes alter-
nados de ordem k. Andlogamente QF(V*) designa o conjunto dos tensores
contravariantes alternados de ordem k.

Com o objectivo de introduzir uma representagao para as formas diferen-
ciais, observamos que QF(V') sdo espagos vectoriais (de dimensdo menor ou
igual a n*) e procuramos uma sua base. Designando por A o multi-indice

A= (iy,..., i) seja e* a funcio definida por:
hi ... hyg
i (RY ... Ay
eMha, ..., hy) =det (hir) =det : | : o
i \h ... Rp
para hi,...,h; € V. Facilmente se verifica que e* é multilinear e alternada,

portanto e* € QF(V).



Exercicio: Verificar que sendo A = (i1,...,i), # = (J1,...,Jk) temos
A _ A CoSA ~ (o .
eMejy, ..., e5) = o, onde: 47 = sgn o, se A nao tem indices repetidos e
i € uma permutagao o de A; e (52 = 0, caso contrario.

Nota: Define-se ¢* =0 se k > n.

Definicao: O multi-indice A = (iy, ..., 1) diz-se crescente se satisfaz a
ordenacao i < ig < ... < ig.

A

Proposigao: Os tensores e* com \ crescente formam uma base de Q%(V).

Demonstragao: (a) Seja S uma combinacio linear de e* representando
o tensor nulo

S = Z an 6/\ =0 ,
(A
onde a notagao [A] designa que o somatério se extende apenas a A crescentes.
Entao, para u = (ji, ..., jk) crescente temos:

S(€jyy---5€5) :Za,\éﬁzauzo ,
(A]

A

e portanto os e” sao linearmente independentes.

(b) Seja w € QF(V) um tensor alternado e v; =
vectores de V. Entao:

n n
wvr, .., vp) =w( Y v, ..., Yo vke) = > vl vfw(es, ... eq)

i1=1 ip=1 )\Z(h,...,ik)
= Z( > sgnoovft.. v,‘i’“) wlei,. .. e;) =y det (Vi) wle;,. .., e;)
N oe]]A i

Mas e (v, . .., vx) = det (vie) e definindo wy = w(e;,, . .., €;,) temos:
W(Ul, s 7Uk) = Z(U)\ 6>\(,Ul7 s ,Uk;)
(Al

A

concluindo-se que os e com ) crescente geram o espago Q2%(V).

Notas: Tem-se dim Q¥(V) = (”) = % e naturalmente 7(V) = QY(V).

k kl'(n
Representacao: w=> wye
[A]



Definigao: Designa-se por dual do vector h = (h',...,h") de V o
covector-1 h* = (h},...,h}) com as mesmas componentes de h, hf = h’,
1=1,...,n.

Nota: Facilmente se verifica que a aplicagao h — h* corresponde a um
isomorfismo entre V e V*.

Entre os vérios espagos QF(V) | k = 1,2, ..., define-se a operacao produto
exterior. Sendo A = (i1,...,i) € u = (J1,-..,:) dois multi-indices define-
se o multi-indice Ay = (i1,..., %, j1,-..,51). Entdo, dados dois tensores
alternados, w € QF(V) e ¢ € QYV), define-se o seu produto exterior
wA ¢ € QYY) da seguinte forma:

Definicao: Paral <k <nel <[ <nesendo \e u crescentes, define-se:
ANt =M
e sendo w = >y wret e ¢ = >y Cue!' define-se:

wA( = Z w,\CMe’\/\e“
(A][u]

Exemplos: n =4

(a) e12 A o34 — 1234

(b) o3 A el24 — 3124 _ 1234

(c) el A 24 — 1424 _
Propriedades:

(1) (W+OAn=wAn+CAn

(2) (cw) A ¢ =c(wA ) onde w € Q¥(V), ¢ € QY(V)
3)  CArw=(-D"wA(

4)  (CAw)An=CA(wAn)

Observagao: Para demonstrar (4) considerar primeiro os tensores da base,

er.

Naturalmente, para tensores da mesma ordem define-se o seu produto
interno e a norma induzida, visto Q%(V) ser um espaco vectorial. Para



a,B € QFV) com a = D et B = > B e temos:

04'52204,\@
(Al

ol = (- o) = (X (an)?)? |

(A

Define-se uma estrutura analoga para os tensores contravariantes alterna-
dos QF(V*), onde os tensores da base ey sao agora definidos por:

ST 7%
a' [a}, a;,
ex(al,...,a") = det (af) = det :
a® \ af afk
para a',...,a* € V*. Tomando v = > eye & = > £* ey os produtos

exterior e interno sao dados por:
Y /\5 = ZP\][H] ’}//\fu ex N\ €u , COI €) VAN € = Exu
1
T E=Xw e s =017

Define-se igualmente o produto escalar:

w-ysz,\y’\.
(A

Nota: Podemos naturalmente identificar os espagos Q'(V*) = 71(V*) com
V. Assim os vectores de V sao tensores-1 contravariantes.

Exercicio: Verificar que o volume-k do paralelipipedo definido por
v, ..., €V é dado por:

Vk(vl,...,vk):|v1/\.../\vk| .

4. Formas Diferenciais

Podemos agora definir formas diferenciais como fungoes de R™ que tomam
valores em QF(V):



Definigao: Dado o conjunto aberto U CIR", uma funcao w : U — QF(V)
diz-se uma forma diferencial de ordem k em U. Assim, para p € U temos
que w(p) € QF(V) e w diz-se uma forma-k.

Utilizando a representacao introduzida anteriormente podemos escrever,

para cada p € U:
w(p) = wilp) e
(Al
onde os coeficientes w, sao fungoes reais definidas em U, wy : U —IR. Uma
forma diferencial diz-se de classe C", r > 0, se as suas fungoes componentes
forem de classe C".

No conjunto das formas diferenciais vamos de seguida definir a operagao
derivada exterior que nos permite obter uma forma-(k+1) a partir de uma
forma-k. Comegamos por definir este operador para formas-0.

Dada a forma-0 f (fungao escalar) de classe C' em U, Df representa
um operador linear de V' =1R" para IR, tratando-se portanto de um funci-
onal linear. Assim, para cada p € U temos Df(p) € Q' (V), e Df define
uma forma-1. Esta forma diferencial que representaremos por df diz-se o
diferencial exterior da forma-0f.

Definicao: O diferencial exterior da forma-0f de classe C! é a forma-1
df que para cada p € U tem por componentes as derivadas parciais de f em

p:
df (p) = (D1f(p),-- -, Duf(p))

Tomando como caso particular as funcgoes de projeccao que normalmente
designamos por z*,

V>R , 1=1,...,n

temos que dz' = (0,...,1,...,0) = €' e portanto obtemos uma nova forma
de representagao das formas-1:

df = Difdz* + ...+ D, fdx"
ou ainda df = %dwl +...+ %daz”.
Em completa analogia passaremos a usar a representagao:

w = Zw,\dx“ A A dxt
(Al



onde A = (iy, ..., ).

Notando que as componentes wy sao formas-0, podemos agora definir o
diferencial exterior para formas-k.

Definicao: Dada a forma-k w de classe C! define-se o seu diferencial
exterior dw como sendo a forma-(k + 1) representada por:

dw:Z dwy A dx™ A ... A dz
Ry

onde A = (iy,...,1).

Nota: Em R® é possivel estabelecer as seguintes correspondéncias entre as
formas (0, 1,2, ou3) e os campos escalares f ou vectoriais ae; + beg + ces:

forma-0 f < campo escalar
forma-1 adx +bdy+ cdz <« campo vectorial
forma-2 ady Adz+bdz Ndx+cdr ANdy <« campo vectorial
forma-3 fdx Ndy Ndz <« campo escalar

E possivel também estabelecer as seguintes relacoes simples entre o ope-
rador d e os habituais operadores grad, rot e div:

Campo escalar f — f
d]
grad f — (forma-1) df
Campo vectorial f = (a,b,¢) — w=adr+bdy+cdz
d]
(a parte um sinal) rot f = «— (forma-2) dw

Campo vectorial f = (a,b,¢) — &=adyNdz+bdzANdr+ cdx Ady
d|

div f — (forma-3) d¢
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Em conclusao os operadores lineares grad, rot e div sao casos particulares do
diferencial exterior d.

Exercicios: (1) A titulo de exercicio demonstra-se seguidamente a relagao:
a' A Na" (v, vp) = det (aP - vy).
Efectivamente

a' A NG (v, o) :Zajl-lejl/\.../\Zafkejk (U1, ..., k)
= Z (a}1 . .afk)ejl"“’j’“ (V1,...,0) = Z (a}1 . .afk)det (vg")
= > (aj,...a) > sgno (v RIALD

Jlyeesdk o€ell(l,...,k)

Z Y. sgno(a ... afk)(vi‘” RIALD

] 7jk UeH(l )

= Y sgno > (a}l...afk)(v{”...vig’“)

c€ll(l,....k) Jise-nsdk
= Y sgno > (a ajl . J%)(v{“1 VAL
c€ell(1,....,k) Jlsenk
= > s U(Z altvit . Za”’“ ““) = det(a? - v,).
o€ll(1,....k)

(2) Mostrar que w(hq, ..., hg) =w- (A A ... Ahy).

(3) Usar as expressoes anteriores para mostrar que

\hy Ao AN hi| = [RY A oA RE] = y/det (hy, - hy)

Propriedades do diferencial exterior:
(1) d(w + &) = dw + d€ , com w e ¢ formas-k de classe C.

)
(2) dwAE) =dwA&+ (—1)fw AdE, com w forma-k e £ forma-I de classe
Cvl

3) d(dw) =0, com w forma-k de classe C?.
4) d(fw) = fdw +df Aw , com f forma-0, e w forma-k, de classe C.

(
(

11



Demonstracio: (1) E elementar.
(2) Directamente

dwA Q) =d( > waluer net) =Y d(wr(e* Aet)
(Al[u] (Alu]

= > d(wr) At Aet =D [(dwy)C + wa(dC)] Aet Ae
N[ [A[x]

= )" (dwy A eM) A (Cue™) + (= 1) (wre*) A (dCu A e) = dw A ¢+ (—1) w A dC
BN

(3) De igual forma

d(dw) = d(Y" dwy A ) Zdz&”*dﬂ/\ ZZd &”dﬂA A

Ry,

A da? A
) dx’ Ne

_ O JA A Pwx g
_%;d(wmdx Ae _%;(’C oLl

2 2 '
— Z[Z(ail:g;j — aijg;k)dxk A da:f] Aer =0.

N i<k
=0
(4) Exercicio.
Dada uma forma-n nao nula w = wye* onde A = (1,...,n) e atendendo &
definicao de e* podemos concluir que sendo eq,...,e, abasede V eeq,..., €,

outra base com €¢; = Y ; a aje;, temos:

wler, ... 6) =det (ab)wler, ... e).

Assim w € Q"(V) separa as bases de V' em dois conjuntos: aquelas para as
quais det (aé.) > 0 (tais como (eq,...,e,)); e aquelas para as quais det (aé) <
0. Nesta distingao é muito importante considerar-se a ordem pela qual se to-
mam os vectores de base. Para salientar este facto designa-se por referencial
de V uma base ordenada de V.

A separagao indicada das bases de V nao depende da forma w consi-
derada, sendo assim natural introduzir-se um conceito de orientacao para
espacos vectoriais destinado a designar o tipo de referencial a considerar.

12



Para subespagos vectoriais de V' em geral define-se orientacao da seguinte
forma:

Definicao: Sendo vq,...,v, uma base de um subespaco vectorial V,
chama-se orientagao deste subespaco ao covector-k definido por:

I ARERAY
et AL A

(portanto |a| = 1).

Nota: Dado A = (i, ..., 1) sem repeticoes e considerando o espago vectorial
de base e;,, ..., e; temos que e* é uma sua orientagdo. Para k = n o espago
V = R" tem duas possiveis orientacoes: Zel~~". Chama-se positiva a
orientagao el" correspondente ao referencial {e1, s, ..., ¢e,}.

Facilmente se estende a definicao de orientacao a variedades-k por consi-
deracao em cada ponto do respectivo espaco tangente.

Definicao: A variedade de classe C! k-dimensional M é orientavel se
existe uma funcio continua o : M — QF(V) tal que para cada p € M, o(p) é
uma orientacao para o espaco tangente 7, M.

Exercicios: 1. k£ = 1: Neste caso, em cada ponto p de M o espaco
tangente é unidimensional e as duas possiveis tangentes unitarias fornecem-
nos duas possiveis orientagoes para 1,/ . Obtem-se uma orientacao para M
atribuindo a cada p € M o dual de uma destas tangentes de forma continua
em M.

Nota: Toda a variedade-1 é orientavel.

P M

2. k = n: Neste caso a variedade M é um subconjunto aberto de R". Para
cada p € M temos que T,M =1IR" e ja vimos que existem duas possiveis
orientagoes para T,M : el

Nota: Como no caso anterior, temos que é sempre possivel orientar M
tomando-se uma orientagao constante o(p) = tel" positiva ou negativa.

3. k. =n — 1. Este caso reveste-se de interesse especial e vamos considera-lo
com cuidado. Para cadap € M o espaco tangente 1,M é (n—1)-dimensional e

13



sendo vy, ..., v,—1 um referencial de T, M temos as duas possiveis orientacoes
para T, M:

ES
VIALLCAY

o(p) = £ .
lv A .../\vn,1|

Sendo av = hiA...Ah’_, um covector-(n—1) nao nulo define-se o covector
adjunto *a como sendo o covector-1 tal que:

1 *a é normal ao subespaco gerado por hj,..., h"_;.
1 n—1
(2) (*a, by, ..., h:_|) é uma orientagao positiva paraIR".

3)  [al=lal

Sendo h; =3, héei podemos escrever

A=A AR = 3 b b ieinn

U1 yeeesbn—1

= sgn o (hS ... ho"7t) e
=>. > )e

[Ai] o€ll);

e portanto a = Y7, ay,e* onde A; = (1,...,i — 1,i+1,...,n) e 0s ay, sdo
dados por
ay, = Y, sgno (h{*...h") .
oell);
Entao tomando *a = 31 | ¢;¢’ vamos verificar que (1), (2) e (3) sdo satisfeitos
se tomarmos
ci=(—1)""ay, .

7

Na verdade temos que para k =1,...,n — 1:

n

fa-hp =Y (-1 layh, = Zh’ )7t > sgno (A )

=1 o€ell)\;

= S sgnd (WAL hSm) =det [hyhy ... 1] =0,

o’€ll(1,...,n)

verificando-se (1). Quanto a (2) temos

faANa="aARA AR =D cpay ef At
k]
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n
= oy, (1) et = Keln
1

onde K = 37 ¢ ay, (1)1 = X (ay,)? = |a*> > 0 e finalmente (3)
resulta imediatamente de:

n n

al* =3 (i) = (an)* = lo*.

=1 i=1

| *

Poderia agora verificar-se que qualquer covector-(n—1) se pode representar
na forma de um produto de n — 1 covectores-1:

a=hiAN...\Nh_,.

Nota: Sendo « e w covectores-(n — 1) temos a seguinte relacao

Retomando o exemplo, para £k = n — 1 temos que o vector v tal que

v*(p) = *o(p) é uma normal unitdria a M em p. Entdo M serd orientdvel se
a normal unitaria a M em p pode ser escolhida continuamente em M.

Definigao: Sendo D um dominio regular em IR", a normal exterior
unitaria define uma orientagao para M = 9D designando-se por orientagao
positiva de M.

Nota: Em IR? facilmente se verifica a relacio (v; x va)* = *(vi A v}) para
3
V1, Ug cR’.

4. Consideramos agora o caso geral de uma vizinhanca de coordenadas para
uma variedade M de dimensao k. Sendo U C R", V C R* conjuntos aber-
tos, U N M uma vizinhanca de coordenadas de M e g : V — U N M uma
representacao paramétrica de U N M, para cada p € U N M temos que
Dyg(t),...,Drg(t) com t = g7'(p) formam uma base do espago T,M. As-
sim, podemos definir a seguinte orientagao para U N M:

o(p) = Dig*(t) A ... A\ Drg*(t)
|D1g*(t) A ... A\ Dyg*(t)]

Esta orientacao diz-se induzida em U N M por g a partir da orientacao
positiva em V.

15



Podemos finalmente definir integral de formas diferenciais sobre varieda-
des. Naturalmente, o integral devera depender da orientacao atribuida a
variedade, mudando de sinal caso a orientacao seja invertida.

Definicao: Sendo M uma variedade-k com orientacao o, A C M um
subconjunto k-mensuravel e w uma forma diferencial de ordem k continua
em M, define-se o integral de w sobre A com orientacao o por:

/Dw:/A(uwo)

sempre que w - o seja integravel em A.
Notas: Relembra-se aqui que:

(1) A é k-mensuravel se e s6 se A = ¢g(B) com B mensuravel, e entao :

(2) Entdo, sendo f : A —IR continua tem-se:
A A B

Aplicagoes: No caso particular de ser k = 1 obtem-se o integral de
linha em IR" de um campo vectorial. Designando por C° uma variedade-1
(curva) em IR" de orientagao o induzida por uma representacao paramétrica
g a partir da orientagdo positiva para o intervalo aberto I CIR, C' = g([), e
sendo w = Y, f; dz* uma forma-1 continua em C' temos:

/ow:/cw-OZ/Cf-T:/I(ng) |g1 ’V1(D19)
= JUes) D= [ o0y = [ 1-ds

onde o vector 7 definido por 7*(p) = o(p) é o vector unitario tangente a C'
em p.

Ainda como caso particular obtem-se o integral em IR" de uma funcao
escalar fazendo k = n. Designando por A" o conjunto A com orienta(;éo
positiva el deR" e tomando w = fdz! A ... Ada"™ temos w - el " = f e

portanto:
/A+w - /Af = /Af(ﬂﬁ)dvn(x) .



Estudando o caso k = n— 1, podemos reescrever o teorema da divergéncia
para formas diferenciais.

Teorema da Divergéncia: Seja D™ um dominio regular em IR" com
orientagao positiva, 0D a fronteira de D positivamente orientada e w uma
forma-(n-1) de classe C' em D. Entao:

dw = / w.
D+ oD+

Demonstracao: Usando a definicao e designando por o a orientacgao
positiva de D temos

*

/ W= w-0= w- o= (v
oD+ oD aD oD

onde se tomou ¢ = *w. Por outro lado, sendo w = 3°; wy,e uma forma-(n—1)
temos que a forma-n dw é dada por:

n
Wy, _ owy, .
—fe]AeAl:ZfelAeAl
o o

= Z E):ﬂi (—1) b = (Z 8:&)61""’” = (div {)da* A ... A da"
Portanto, temos

dw:/ (divC)dazl/\.../\dx”:/diVC
Dt D+ D

e o teorema da divergéncia na forma conhecida da-nos o resultado.

No caso geral de considerarmos variedades-k cuja fronteira relativa é uma
variedade-(k—1) e formas da mesma ordem, obtemos uma expressao anéloga,
conhecida por féormula de Stokes, contendo em si como casos particulares as
formas classicas dos teoremas de Green, Stokes e Gauss. Antes de iniciar o
seu estudo vamos considerar o comportamento das formas diferenciais com
as mudancas de coordenadas.

Seja w uma forma-k, com k > 1, definida num subconjunto aberto D CIR"
e g : B — D uma transformacao de classe C'! definida no subconjunto aberto
B CR™. Entao, define-se em B uma forma-k wg por transporte da forma w
por g (pull back na literatura anglo-saxénica).
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Definigao: Para todo t € B temos wi(t) = L*w(z) onde x = g(t) e
L = Dgy(t).

Nota: Pode naturalmente definir-se a mesma operagao para formas-0 fa-
zendo fi = fog.

Com base nesta definicao podemos estabelecer uma férmula de calculo de
wg. Dados vy, ..., v, €IR™ e tomando w = 3y wye temos:

wg(t) (V1 ..., v) = L'w(x) (vy, ..., v5)
=w(x) (Lvy,..., Ly) = Zw)\ MLwy, ..., Lu) = Zw)\ )ydet [L' - v,]
(A

com A = (iy,...,i). Mas, atendendo a que L = Dg(t) = [%(t)], temos

que a linha ¢ da matriz L é constituida pelos coeficientes da forma-1 dg’ e
portanto:

Wg(t) (Ulu ZWA dgll ARERWAN ngk (Ulu s 7Uk> :

Conclui-se assim que a lei de transformacao para formas diferenciais se
obtem formalmente substituindo z por g(t) e dz’ por dg'(t):

w:Zw,\dx“/\.../\dxi’“ — w Zw,\og dg™ A ... Ndg"™
(A] (A

Facilmente se demonstram as seguintes propriedades para esta lei de trans-
formacao:

(a) W+ E=wh+
(b) (w/\C)g:wg/\C};.

A propriedade mais importante é no entanto a invariancia da derivagao
exterior:

Proposicao: Sendo w uma forma-k de classe C! definida num aberto D C
IR" e g : B — D uma transformacao de classe C? definida no subconjunto
aberto B CIR™, temos que:

(dw)g = d(w?) .

g
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Demonstracao: No caso especial de formas-0, temos:

" oof . " Of -
ﬁ: v ri: g
(df)g (;8:@“ dx )g ;&ﬂ og dg

af o\ .
. ) dtd
or ot >

=25 ° gzawdtj_z<

=1 Y=

1

o0
= g o9 =df o) = d(F))
Para £ > 1 temos entao

d(wg) = d(Z(w,\ 0g)dg™ A ... A dgi’“) => dl(wyog)dg" A...Adg"]
(Al (Al

=D _d(wyog) Adg" A... Adg™ + (wyog)d(dg™ A... Ndg™) .
By

Mas sendo g de classe C? temos
d(dg™ A ... Ndg®) =3 (1) dg" AL Ad(dgh) A L. Adgt =0

e portanto:

d(wg) = d(wyog) Adg" A...Ndg* = d(u)ﬁ\g) Adgt A ... Adgh
(Al (A

= 3 (dwn)h A (da )l A A (da Yl = D (don Ada A A
(Al B

- [Z dwy Ndz™ A .. N dmi’“}i = (dw)!
By

Com esta lei de transformacao é possivel calcular os integrais de formas

diferenciais sobre variedades utilizando as representacoes paramétricas:

Proposicao: Dada uma variedade-k M, e sendo A um subconjunto de
uma vizinhanca de coordenadas S C M admitindo uma representacao pa-
ramétrica g : V. — S com V C IRF aberto, e sendo o a orientacao em S

induzida por g pela orientagao positiva de V', temos:

- i
Jow=, o
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onde A = g(B).

Demonstracao:

Dvg* AN... N Dypg*
= c0 = . Vi(Drg, ..., D
/Ow /Aw Y /B(Wog) ’Dlg*/\/\Dkg*‘ k( 19, ) kg)

:/B(wog)-Dlg*/\.../\Dkg*:/B(wog)(Dlg,...,Dkg)

:/(wog)(Leh...,Lek):/ L*'wog (el,,,,,ek):/wﬁ.el,...,k: o
B B B 9 g+ 9

E necessério igualmente considerar subvariedades, utilizando a sua re-
presentacao paramétrica, sendo agora necessario prestar maior atencao as
respectivas orientacoes. Seja M uma variedade-k, e S C M uma vizi-
nhanca de coordenadas com representacao paramétrica g : V — S, V C R".
Dada uma subvariedade m-dimensional P C V' de orientacao « definida por
a(p) =ui(p) A ... ANul,(p), o conjunto @ = g(P) é uma subvariedade-m de
S de orientacao ( que se diz induzida por g a partir da orientacao o em P
se 3 for dada por

_ Lui(p) Ao A Lug,(p)
Bla) = |Lui(p) A ... A Lut,(p)|

com = = g(p) e L = Dg(p), p € P. Obtemos entao a seguinte:

Proposicao: Sendo Y = ¢(Z) um subconjunto m-mensuravel de @ e w
uma forma-m definida em ) temos que

_ #
w = w
/yﬁ /a g

sempre que um dos integrais exista.

Demonstracao: Considera-se primeiro o caso em que existe uma vizi-
nhanca de coordenadas Y. contendo Z = ¢~ '(Y) com representagao pa-
ramétrica h : [' — ¥ onde I' é um subconjunto aberto de R™. Entao, sendo
f =goh temos que f : I' — ¢g(X) é uma representacao paramétrica para
uma vizinhanca de coordenadas contendo Y. Sendo «a a orientacao em X in-
duzida por h a partir da orientagao positiva (negativa) em R™, facilmente se
verifica que 3 é a orientacao em ¢(X) induzida por f a partir da orientagao
positiva (negativa) em IR™. Supondo entdo R™ positivamente orientado, e
sendo W = h=Y(Z) = f~1(Y) o subconjunto mensuravel de I' CIR™, temos:



AR™
>
h g
W
t M
|T

Para obter o caso geral recorre-se ao uso de uma particao de unidade da
forma habitual.

Podemos agora apresentar a férmula de Stokes. Para tanto, consideramos
a seguinte definicio. Sendo M uma variedade-k de classe C? orientdvel, e
A C M um subconjunto relativamente aberto, isto é, existe um aberto U tal
que A =UnNM, A diz-se um dominio regular em M se:

(1) A é compacto;
(2) 0A, a fronteira relativa de A em M, é uma variedade-(k — 1) de classe
C?
(3) A é o interior relativo de A em M.
Temos finalmente o celebrado

Teorema de Stokes: Sendo M uma variedade-k de classe C? e de ori-
entacdo o, A C M um dominio regular em M e w uma forma-(k—1) de classe

C' em A, temos:
dw :/ w ,
Ao 940

onde 0A° designa a variedade-(k — 1) 0A com a orientagao induzida a partir
da orientacao o.

Demonstracao: Tal como anteriormente, supomos inicialmente que A
estd contido numa vizinhanca de coordenadas U N M com representacao
paramétrica g : S — U N M onde S é um conjunto aberto de R*. Entéo
tomando B = g~'(A) C IR* que podemos assumir com orientacio positiva,
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temos:
_ P £y — f
/8Aow—/aB+wg—/B+d(wg)—/B+(dw)g— Aodw.

Finalmente, para o caso geral recorre-se a uma particao de unidade.

Exemplos: Vamos seguidamente ver casos particulares do teorema de
Stokes, elucidando a associacao feita anteriormente entre varios operadores
diferenciais e a derivacao exterior.

(1) [n = 3,k = 3] Seja D um dominio regular em IR? e D a fronteira com
orientacdo o induzida a partir da orientacdo positiva paralR®. Entdo, sendo:

w=PdyNdz+ QdzNdx+ Rdx ANdy

uma forma-2 de classe C? temos:

oP 0Q OR
dw_<07x+07y+872)dx/\dy/\dz

e tomando £ = *w = Pdx + Qdy + Rdz obtemos as relagoes:

OP 9Q OR oP 0Q OR
D+dw:/D+(ax+ay+az)dl’/\dy/\dZ:/D<ax+ay+az)

/ w= w-o= C-v.
oDe oD oD

Considerando o campo vectorial f = (P, Q, R) da forma-1 (, e transformando
o produto escalar num produto vectorial, obtem-se do teorema de Stokes a
forma classica do teorema de Gauss:

/de: fov
D oD

(2) [n = 3,k = 2] Seja agora M uma variedade-2 em R*, A um dominio
regular em M com orientagao o induzida a partir da orientagao positiva de
R? e w a forma-1 w = Pdx + Qdy + Rdz. Entdo,temos:

(8R 0Q oP 3R) (862 oP

7——)dy/\dz+(——— 7—7)dxAdy-

dw = dy 0z Jz Oz or Oy

Considerando o campo vectorial f = (P,Q, R) dual de w e tomando ( =
*dw, o dual de ( designa-se por rot f. Entao, sendo JA° a variedade-1 0A
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com a orientagao induzida a partir de o e r uma parametrizacao de JA
correspondente a esta orientagao obtemos as relacoes:

Aodw:/Adwﬁ:/ACu:/Amtfw

onde se transformou o produto escalar em vectorial. Obtemos, assim, a forma
classica do teorema de Stokes:

/Arotf-V:]gAf-dr

Nota: E também habitual a seguinte notacao para o integral de linha

wzj{ w:% Pdzx 4+ Qdy + Rdz.
D Ao DA DA

(3) [n = 3,k = 1] Seja C uma variedade-1 de IR* com uma representacao
paramétricar : [ —R3, [ = (a,b) CIR, e orientagao o induzida por r a partir
da orientacdo positiva deIR. Seja também w = ¢ uma forma-0 em IR?. Entao

dg dg dg
= ot g, Wt 50

e o vector dual designa-se por Vg. Assim, tomando 0C = {A, B} onde
A =r(a), B=r(b), como anteriormente, temos:

dw:/dw-o:/Vg-OZ/Vg-dr
co c c c

| =9(B) — g(4)

obtendo-se o conhecido resultado, generalizacao do teorema fundamental do
calculo para integrais de linha:

[ Vg-dr=g(B) - g(4).

dw dz

(4) [n = 2,k = 2] Neste caso, seja A uma regido regular deR* positivamente
orientada e A" a sua fronteira positivamente orientada. Entao, dada a
forma-1 w = Pdx + Qdy, temos dw = (a(i P) dx A dy e portanto:

fom 2%
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/ w = Pdx + Qdzx.
DA+ dA

Assim, do teorema de Stokes obtem-se o teorema de Green no plano:
0Q 0P
— - )= Pd dy .
/A(ax 8y) ng T Qdy

5. Formas Fechadas e Formas Exactas

Defini¢ao: Uma forma-k w de classe C! diz-se fechada se dw = 0. Uma
forma-k w diz-se exacta se existe uma forma-(k — 1) ¢ de classe C* tal que
w =d(.

Vimos anteriormente que sendo w exacta, w = d¢ com ¢ de classe C? entao
w ¢é fechada, dw = 0. Apresentamos agora uma reciproca parcial dada pelo
Lema de Poincaré.

Vamos inicialmente introduzir um novo operador sobre as formas diferen-
ciais que contrariamente ao operador d estudado transforma formas-k£ em
formas-(k — 1). Seja n uma forma-k de classe C' definida em I x S C

R"", onde I = [0,1] e S C R". Designaremos as coordenadas de R"**
por (2% x',... 2"). Continuaremos a designar por A qualquer permutagao
dos simbolos (1,...,n) e passaremos a designar por A as permutagoes de
0,1,...,n).

Entao a forma 7 pode decompor-se na soma de duas formas ¢ e & da
seguinte maneira:

n = ZnAeA = Zm\oeo A et + Z??AOeAO =yY+£.
(A] [Mo] [Ao]

Dada esta decomposicao podemos definir um operador que designamos por
J3 transformando a forma-k n numa forma-(k — 1) [y 7 :

Definicao: Dada a forma-k 1 define-se fol n como a forma-(k — 1) repre-
sentada por:
1 1
/ n= Z(/ Moda’)e .
0 0
[Ao]

Temos assim que fol ¢ linear e fol n = [, ¥ enquanto que f01§ =0, e da
aplicagao sucessiva dos operadores fol e d obtem-se o seguinte:
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Lema: Dada uma forma-k 1 de classe C!' com a decomposicao indicada,

temos: . .
| dn+d [ n=e0) - ¢
0 0

Demonstragao:

/dn—/ A + de = /deer“O+/ deo/\e

[Po]

= [Ty Do ety [ zz Pl o

[Mo] ©=0
877 0 ,A0 877 0 0
:_/%z:l A0/\,\_1_/238;20/\/\
— 87])\0 z)\o a77/\0 Ao
__g:];/ 8xzd +[%:]/ (9de
Z dx ) et A et + Z Mo (1) — 1a, (0)] eho
[Ao] [Ao]
1
=~ d([ m, de)AeA0+s<1>—5<o> =—d [} /0 o d2°) €] +£(1) —£(0)
[Mo] [Ao]

= [ +e(1) - €(0)

Necessitamos em seguida da seguinte:

Definicao: Um conjunto S C IR" diz-se em estrela se existe a € S tal
que para todo x € S o segmento de recta que une = a a esta contido em S.

Podemos agora apresentar o seguinte:

Teorema: (Lema de Poincaré) Seja S um conjunto em estrela e 1 <k <
n. Entdo, toda a forma-k de classe C! fechada em S é exacta.

Demonstracao: Sendo a € S um ponto em relacao ao qual S é em
estrela, podemos definir a seguinte transformacao h: I x S — S, I =0, 1]

h(2z°,2) = a+ 2%z — a) .
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Esta transformacao diz-se uma homotopia e simplesmente contrai o con-
junto S linearmente até ao ponto a, no sentido em que h(1,S) = S e
h(0,S) = a.

8

Sendo w uma forma-k de classe C'! em S, temos que n = w}; é uma forma-k
de classe C! em I x S, cuja decomposicao é n = &, 1 = 0. Entao, pelo lema
anterior temos:

/01 d(wh) + d/o1 wh = wh(1) —wi(0) .

Mas wi (1) = w, w!(0) = 0, e sendo w fechada d(w?) = (dw)?, = 0. Fazendo
(= fol wg temos finalmente que w = d( e w é exacta.

O Lema de Poincaré estabelece apenas uma condigao suficiente S para que
toda a forma-k fechada seja exacta. Uma condi¢ao necessaria e suficiente foi
estabelecida por de Rham.

Seja D¥(M) o conjunto das formas diferenciais de ordem k de classe C>
definidas sobre a variedade m-dimensional M. O conjunto D*(M) é um
espaco vectorial sobre R e tem-se D*(M) = {0} se k > m. Seja Z¥(M) C
D*(M) o subconjunto das formas fechadas, e B¥(M) c D¥(M) o subconjunto
das formas exactas. Facilmente se verifica que Z*(M) e B*¥(M) também sao

espagos vectoriais sobre IR e como toda a forma exacta é fechada tem-se
BY(M) c Z¥(M).

Entao, define-se o espaco vectorial H*(M) = Z*(M)/B*(M) identificando
os elementos de Z¥(M) que diferem de uma forma exacta (a classe residual
de Z*(M) com respeito ao subespago B¥(M)). Os elementos de H*(M) sao
classes de equivaléncia de formas-k fechadas, e w,w’ € Z¥(M) pertencem a
mesma classe de equivaléncia se w—w’ € B¥(M). O espago H¥(M) é o grupo
de cohomologia k de de Rham e depende essencialmente da topologia da

variedade M. A dimensao dj, do espaco H*(M) chama-se niimero de Betti
de ordem £ da variedade M.

Exemplos: (1) Sendo D C IR" um subconjunto aberto simplesmente
conexo entao toda a forma-1 em D fechada é exacta, e portanto H'(D) =

{0}.
(2) Sendo p o nimero de componentes conexas de M tem-se que HO(M) ¢

um espago vectorial de dimensdo p. Na verdade, como B°(M) = {0} tem-se
que H(M) = Z°(M) e sendo f uma fungdo de classe C*° definida em M
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tal que df = 0 (uma forma-0 fechada) tem-se que f ¢é constante em cada
componente M;, j =1,...,p, de M.

Tomando as fungoes f;, 7 = 1,...,p, iguais a 1 em M; e 0 nas outras
componentes de M, tem-se que {fi,..., f,} forma uma base de Z°(M).

(3) Do Lema de Poincaré conclui-se que
H*R™) ={0} , k>0.

O teorema de de Rham afirma que toda a forma-k em M fechada é exacta
se e s6 se H*(M) = {0}.

6. Exemplos de Aplicagao: Campo Electromagnético
Relativista

Temos vindo a considerar como espaco de base o espaco euclideano V
identificado com IR" e vimos recentemente alguns exemplos de aplicagao das
formas diferenciais & Mecanica Classica, tomando n = 3. Em Fisica é natural
privilegiar as transformagoes de coordenadas (mudangas de referencial) que
preservam as normas. Assim, na Mecanica Classica é natural considerarem-se
no espaco euclideanoR? as transformacoes galileanas da forma = = Qz’+vt’,
t =t onde @) é uma transformagao ortogonal (rotacao).

Na Relatividade Restrita considera-se o espaco-tempo pseudo-euclideano
V identificado com IR*, de componentes (2!, 22, 2%, ), com z* = ct sendo
c a velocidade da luz, e de “norma”|| ||?= Y7, (2%)? — c*?, identificando-se
o instante presente com um cone de luz. As transformacoes que preservam
esta “norma’sao as transformacoes de Lorentz.

Utilizando varidveis complexas pode-se identificar V' com um espaco eu-
clideano V de componentes (2!, 22, 23, iz*), passando as transformacdes uni-
térias em V a representar simples rotacoes. No caso de ser usada apenas a
coordenada de espaco z = z', podemos identificar o angulo de rotacao com
tg ¢ =i% = 12. Assim, neste caso particular, a transformacao de Lorentz
serd dada por:

'+ ot

02

c2

x=a"cos ¥ —ict'sen ) =
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o ¢ 2
t="sen ¢+t cos i) = —=— .
ic 1_%

&

A titulo de exemplo podemos deduzir a lei de composicao das velocidades.
Sendo ¢ = 1)1 + 1) a aplicagao de duas rotagoes sucessivas, temos:

t t
te (1 -+ ) = 7ot E L

e portanto:
V1 + U9

viv
I+ =52

A forma mais simples de se considerar o campo electromagnético na re-
latividade especial é estabelecer como ponto de partida a existéncia de uma
forma-1 I (o quadrivector potencial) que, quando integrado sobre uma vari-
edade-1, nos da o trabalho executado pelo campo Electromagnético no even-
tual deslocamento de uma carga ao longo desta variedade. Designando por
(x!, 2% 23, ) as coordenadas de V(z! = ct) temos:

II= Z Aydzt + Vdat

onde os somatdérios apenas abrangem ¢ = 1, 2, 3.

Entao o campo electromagnético obtem-se a partir da forma-2:

O =dll = (ZEiei)Ae4+ZB,~e’\i

onde \; designa uma permutagao de (1,2,3). A expressao anterior corres-
ponde em notacgao classica a

10A
FE = dV — ———
grad V e

B=rot A.
Em consequéncia, sendo ® exacta, também é fechada:
d® =0,
obtendo-se assim o primeiro conjunto das equagoes de Maxwell:

10B
t E+—-— =0
ro +08t
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div B=0.

Por outro lado, comegando por tomar como ponto de partida a existéncia
de uma forma-3, o campo relativista de cargas e correntes ¥, que quando
integrado em volumes-3 adequados, nos dao as cargas e as correntes eléctricas

7
\I/:Z?Z e Net —qgel? .
(2

A equacao de continuidade é equivalente a equacao:
AV =0

ou seja

gz+diVJ:O.

Sendo ¥ uma forma fechada, e considerando uma regiao do espaco sim-
plesmente conexa temos pelo lema de Poincaré que ¥ é exacta:

1
U =_—dI
47

onde I' é uma forma-2 representando o potencial relativista associado as carga
e correntes:

F:ZHZ-ei/\e4+ZDie’\i

obtendo-se assim o segundo conjunto das equacoes de Maxwell

rotH—la—D:Zl—WJ
c Ot c
div D =4nq .

Finalmente, uma relacao entre estas duas formas-2 designa-se natural-
mente por relagao de constituicao do meio:

= K(®) .
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