Grupos de Lie

Ficha 4

. Mostre que o conjunto das matrizes ortogonais O(n) C GL(n,R) e o conjunto
das matrizes unitarias U(n) C GL(n,C) sdo grupos de Lie.

. Mostre que U(n) C SO(2n) e que GL(n,C) C GL*(2n,R), onde C" é visto
como um espago vectorial real (GL*(2n,R) é o conjunto das matrizes reais de
determinante positivo). Prove que GL(n,C) N SO(2n) = U(n).

. Seja D C GL(n,R) o grupo de matrizes triangulares superiores com nimeros
positivos na diagonal. Mostre que a multiplicacdo de matrizes D x O(n) —
GL(n,R) é um difeomorfismo e deduza que GL(n,R) é uma variedade difeo-
morfa a O(n) x Rz"" 1 (Use o processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt).

. Seja CP! o espago projectivo complexo de dimensdo um (o espago das rectas
complexas que passam pela origem em C?). Mostre que as transformacoes de
Mobius dadas por

a b

T([z:w]) =laz+bw : cz+ dwl; (c d) € GL(n,C)

estdo bem definidas como aplicacdes 7' : CP' — CP' (onde (z,w) # (0,0)),
e que o grupo de todas as transformages de Mobius (com a composigio) é
isomorfo a PSL(2,C) = SL(2,C)/(£I), onde I é a matriz identidade.

. Mostre que um homomorfismo bijectivo de grupos de Lie ¢ um isomorfismo.

. Mostre que a algebra de Lie de PGL(n,C) = GL(n,C)/C* (onde C* designa
o subgrupo das matrizes escalares ndo nulas) é isomorfa a sl(n, C)

. Mostre que a aplicag@o exponencial do grupo SL(2,R) ndo é sobrejectiva.
Calcule a imagem desta aplicagao e determine quais os valores possiveis de
tr(exp(A)) para matrizes A € sl(2,R).

. Mostre que a representacao adjunta define um homomorfismo sobrejectivo
SU(2) — SO(3) com nucleo {£1}.



9. Prove que qualquer grupo de Lie complexo (variedade com estrutura complexa)
compacto e conexo é abeliano (Sugestdo: mostre que a representagao adjunta
é trivial usando o facto de que funcoes holomorfas numa variedade complexa
compacta sdo constantes).

10. Prove que R? com a multiplicacio
(a1,b1) - (az,b2) = (a1 + " az, by + by)

é um grupo de Lie e mostre que ha um integral invariante & esquerda que nao
é invariante a direita e nao é invariante por conjugacao.

11. Sejam «, (3 os subgrupos a um parametro de SO(3) dados por

cost —sint 0 1 0 0
aft)= | sint cost 0 |, pB(t)=| 0 cost —sint
0 0 1 0 sint cost

Mostre que a aplicacao 7 : (S1)? — SO(3) definida por v(p, 9, ¢) = a(p)B(9)a(i))
é sobrejectiva, sendo ¢, ¥, € [0, 27]|. Prove que

sin ¢
72

vxdg ==+ de N\ dv N dy

e conclua que o integral invariante em SO(3) é dado por

27 T 27
fHLz/ // (Fony) sind dpdddi,
812 Jo o Jo
R

para fungées f: SO(3) —

12. Seja f : G — H um homomorfismo sobrejectivo de grupos de Lie compactos
da mesma dimensao. Mostre que qualquer outra aplicacao homotoépica a f é
ainda sobrejectiva.
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