Algebras de Lie

Ficha 3

Nestas questdes, ¢ é um sistema de raizes (abstracto) num espaco euclideano
real F/, com grupo de Weyl W.

1.

Seja o' = (3"&) onde o é uma raiz de . Prove que o conjunto

Y = {a¥ : a € P} é um sistema de raizes em F, cujo grupo de Weyl
é naturalmente isomorfo a W e que verifica < o', ¥ >=< «a, 3 >. De-
senhe @Y nos casos em que ® é um dos sistemas da figura da péagina
44.

. Prove que, dadas duas raizes nao proporcionais «, 3 € ®, a ordem do

elemento 0,03 € W s6 pode ser 2, 3, 4 ou 6.

. Mostre que o grupo de Weyl de um sistema de raizes de rank 2 é um

grupo diedral (o grupo de simetria de um poligono regular de n lados).

. Sejam « e 3 elementos de ® que geram um subespaco £’ (de dimensao

2) de E. Prove que tanto ® N E’ como ® N (Za + Z[3) sao sistemas de
raizes em £’, mas que, em geral, ndo coincidem.

Se A é uma base de ® e oy, ..., a,, elementos distintos de A, mostre que
o conjunto ® N (Zay + ... + Zav,) € um sistema de raizes de dimensao
m no espago gerado por ay, ..., .

. Mostre que os tinicos sistemas de raizes de rank 2 sao os descritos no

texto na pag. 44.

Mostre que a funcao sinal sn : W — {£1} é um homomorfismo de
grupos. Por definicdo, sn(o) = (—1)?) onde I(c) é o comprimento de
o € W (o namero minimo de factores no produto o = []; 0,,, onde
todos as raizes a; sdo simples).

. Dado o € E seja ®T(a) == {y € E : (v,a) > 0} o semi-espago

positivo relativo a . Prove que a interseccao dos semi-espacos positivos
relativos ao elementos de uma base A = {ay, ..., @, } de ® é ndo vazia,
isto €, que

C(A)=dT (o) N---NOH(a,) # 0.



9. Mostre que se \ pertence ao conjunto C'(A) definido acima, e oA = A
para algum o € W, entao o = 1.

10. Calcule o determinante das matrizes de Cartan dos sistemas de raizes
do tipo A,,.

11. Mostre que o grupo de Weyl de um sistema de raizes é isomorfo ao
produto directo dos grupos de Weyl das suas componentes irredutiveis.

12. Mostre que a inclusao de um diagrama de Dynkin noutro induz uma
inclusao de sistemas de raizes.
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