
���������
	���
���� �����

�����������

 "!$#&%(')#+*-,.!/#0%213!$#/4
Φ 5 ,.67#98:#0%9!$6�'<;.!>=2')?:@$!/#�A�')BC#0%2=9')D/%9E-FHG-,.6I!/#9JK'�L$EM!$,.D/NO8:;.!�')GCE

=9!�'�N
E
4KD$E)6QPR=9,CJSET;.!VUW!/X3N

W Y
Z Y�[ !]\9' αv := 2α

(α,α)

ERG.;.!
α 5 ,.6�'^=2')?:@_;.! Φ Ya` =0Ecb)!�*-,.!�EdD$ERGc\0,.Ge%2E

Φ f = {αv : α ∈ Φ} 5 ,.6�#08O#&%2!$6�'g;.!h=2')?:@$!$#i!$6
E
4SD$,j\0EkPR=0,.JlEm;.!hUW!/X3N

5 GK'�%9,.=2')N:6�!/Ge%2!<8:#9ER6nER=0opEq' W
!V*-,.!<bR!/=98srKD�'

< αv, βv >=< α, β > Y+t !�u#9!/G.v.!
Φ f G.ER#�D�'�#9ER#w!$6�*-,.!

Φ 5 ,.6�;.E)#w#08O#0%9!$6�')#�;K'xrKP),.=2'x;K'xJ.y)PR8OG.'
zRz Y

{ Y�` =9E|bR!}*-,.!�4~;K');K')#i;.,K')#<=9')?O@/!$#<G.�)EmJ.=0ERJSE)=9D$8:ERGK')8:# α, β ∈ Φ
4~'gER=0;.!$6�;.E

!$N:!$6n!$Ge%2E
σασβ ∈ W

#9�nJSE3;.!V#9!/= { 4��C4 z ER,�� Y
� Y�� ER#&%2=9!}*-,.!}EkP)=9,.JlEm;.!qUW!/X3N�;.!h,.6�#08O#0%9!$6�'g;.!}=9')?O@/!$#<;.!h=2')G.� { 5 ,.6PR=9,CJSEw;.8O!/;.=2')NHApEhPR=0,.JSEw;.!i#08O6n!/%9=98�'V;.!",.6�JSE)NO?OP)ERG.EM=9!/PR,.N�'�=�;C!

n
NO');.ER#2F Y

z Y�[ !]\9'�6 α
!

β
!/NO!/6�!/G-%9ER#�;C!

Φ
*-,.!"PR!$=9')6�,.6�#9,.Bl!$#0JK')L$E

E ′
Ap;.!i;.8:6�!/G.#2��E

{ F�;.!
E Y+` =0Ecb)!w*-,.!V%2')Ge%2E Φ ∩ E ′

D$E)6�E
Φ ∩ (Zα + Zβ)

#2�)En#98:#0%9!$6�')#>;.!
=2')?:@$!/#�!/6

E ′
4K6g'�#>*3,C!)4K!$6�P)!$=2'�N�4CG.�)ETD$ER8:G.D$8:;.!$6 Y

� Y�[ ! ∆ 5 ,C6g'<BK'�#9!>;.! Φ
!

α1, ..., αm

!$NO!/6�!/Ge%2ER#�;.8:#0%98OGe%2ER#�;.!
∆
4e6�ER#&%2=0!�*-,.!

EgD/ERGj\0,.Ge%2E
Φ ∩ (Zα1 + ... + Zαm) 5 ,.6�#08O#0%9!$6�'n;C!h=2'�?O@$!/#";C!w;.8:6�!/G.#2��E

m
G.En!$#0JK')L/E�PR!/=2');CEnJlER=

α1, ..., αm Y
� Y�� ER#&%2=9!}*-,.!TER#i�.G.8OD/ER#<#08O#0%9!$6�')#<;.!}=9')?O@/!$#<;C!}=2')G.� { #2�)EkE)#V;.!$#0D$=98s%2ER#iG.E%2!���%9E�G.'nJKy�P Y zRz Y
� Y�� ER#&%2=9!x*-,.!x'�op,CG.L��)E�#08OGK')N sn : W → {±1} 5 ,.6�vCER6�E)6�ER=&rK#96nE�;.!
PR=9,CJSER# Y�` ER=�;.!�rKG.8OL$�)E.4 sn(σ) = (−1)l(σ) ERGC;.! l(σ) 5 EnD$ER6nJ.=98:6�!/Ge%2En;.!
σ ∈ W

A�E
G-�.6n!$=0E�6�?:G.8O6nE�;C!go�')D/%9ER=9!/#}G.E�J.=0E�;.,�%2E
σ =

∏
i σαi

4�ERG.;C!
%2E3;.ER#�')#>=9')?O@/!$#

αi

#9�)Ek�����i�l O¡(�jF Y
¢ Y�t ');.E α ∈ E

#9!£\9'
Φ+(α) := {γ ∈ E : (γ, α) > 0}

E¤#9!/6�8¥u£!/#9JK')L/E
JSE)#98:%98:b)E�=0!$NO'�%28sbRE�'

α YH` =0E|bR!�*3,C!�'�8OGe%2!/=9#0!$D$L$�)Ei;CER#¦#9!$6n8su§!$#0JK')L$E)#¨JlER#08:%28sbRER#=9!/N�'�%98:bRE)#�')ET!$NO!/6�!/Ge%2ER#�;.!�,.6�'TB.')#9!
∆ = {α1, ..., αn}

;.!
Φ 5 GK��ETb�')@/8�'C48O#&%2E 5 4K*-,.!

C(∆) ≡ Φ+(α1) ∩ · · · ∩ Φ+(αn) 6= ∅.

Z



© Y�� ER#&%2=9!h*3,C!q#9! λ
Jl!$=&%2!$GCD$!}')E�D$ERGc\0,.Ge%2E

C(∆)
;.!/rKGC8O;.Ek'�D$8O6�'C4K!

σλ = λJK')=9'n'�NOPR,.6
σ ∈ W

4.!$Ge%(��E
σ = 1 Y

Z�ª Y�« ')NOD/,.NO!�Eg;C!/%2!/=96n8OGK'�G-%9!w;.')#i6�'�%2=08O@/!$#�;.! « '�=0%('�G
;.ER#�#98:#0%2!/6g'�#";.!w=2')?:@$!/#;.ET%28OJlE
An Y

Z)Z Y�� ER#&%2=9!x*-,.!xE¬P)=9,.JlE�;.!xUW!/X3N>;.!x,.6�#08O#&%2!$6�'�;.!­=2')8:@$!/# 5 8:#9ER6nER=0opE�'�EJ.=9E3;.,C%9Ew;C8O=9!/D/%9E�;CER#®P)=9,.JlER#+;.!>U_!�X3Nl;.')#+#9,K')#�D$E)6�JlERG.!/G-%9!$#�8O=0=9!$;C,C%2?sbR!$8:# Y
Z|{ Y�� ER#&%2=9!n*-,.!m'­8OGCD$NO,C#2�)E­;.!T,.6�;.8O')PR=9')6g'm;C! t X3G.�-8:G_G.ER,�%2=9Ex8OGC;.,.@T,.6�'8OG.D/NO,.#9�)ET;.!M#98:#0%2!/6g'�#>;.!M=2')?:@$!$# Y

¯Q°>±�°�²H³�´­µ�¶$·�¸

¹»º�¼q½ Y º ,.6nJ.v.=0!/X3#$4l¾�¿KÀ�Á2Â$Ã)ÄKÅ�À���Âj¿
À£ÂqÆH��¡"Çi ÉÈ3¡$Ê$Á0Ëj��Ë)¿lÃqÌ�¡£�lÁ(¡(�|¡�¿KÀ�Ë)À���Âj¿¤ÍÏÎK¡(ÂjÁ�Ð�4
[ J.=98:G.PR!$=]u§Ñ+!/=9N�'�PnÒMÓ � © 4 Z|© � { Y

{


