Algebras de Lie

Ficha 1

Salvo quando explicitamente mencionado, todas as algebras de Lie sao com-
plexas e de dimensao finita. A notagdo segue o livro |H|, com as modificagoes:
Fr— C,[]+— [] e os caracteres goticos passaram a sans-serif.

1. Seja L o espaco vectorial R? com o comutador dado pelo produto ex-
terior entre dois vectores:

[z, y] =z xy,  x,yeR’

Verifique que L é uma algebra de Lie e determine as suas constantes
de estrutura relativamente a base can6nica de R3.

2. Seja (x,h,y) a base ordenada de sl(2,C) dada por

S () ()
00 0 -1 10
Calcule as matrizes de ad,, adj e ad, nesta base.
3. Seja L a algebra de Lie de dimensao 2 dada por
[z,y] =

onde (z,y) constitui uma base de L. Determine uma &lgebra de Lie
linear (subalgebra de gl(V'), para certo espaco vectorial V') isomorfa a
L. |Sugestdo: considere a representacio adjuntal.

4. Seja x € gl(n,C) um endomorfismo com n valores proprios distintos
ai, as, ..., a, € C. Prove que os valores proprios de ad, sao precisamente
os n? escalares a; — a;, 1 <1i,j <n.

5. Seja s(n,C) o subconjunto das matrizes escalares (multiplos escalares
da identidade) em gl(n,C). Prove que gl(n,C) = sl(n,C) 4+ s(n,C) e
que [gl(n, C),5(n, C)] = 0.

6. Prove que [gl(n,C), gl(n,C)] = [sl(n, C),sl(n,C)] = sl(n, C).
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Seja L uma 4algebra de Lie. Prove que o conjunto {ad, : x € L} é um
ideal de Der(L) C gl(L).

. Mostre que sl(2,C) é simples. Mais geralmente, mostre que se L ¢é

uma algebra de dimensio 3 igual a sua derivada L = [L, L], entdao L
é simples [observe que qualquer imagem homomorfa de L também é
igual & sua derivadal.

. Mostre que t(n,C) e d(n,C) coincidem com o seu normalizador em

gl(n,C) e que Ngn,c)(n(n,C)) = t(n,C).

Prove que sao ideais todos os termos da série derivada e todos os termos
da série central descendente de uma Aalgebra de Lie.

Prove que qualquer 4lgebra nilpotente tem um ideal de codimensao 1.

Mostre que uma algebra de Lie L é resolivel se e s6 se existe uma
cadeia de subalgebras

L=LyD>L;{D>..DOL,=0

tal que L;;; é um ideal de L; e todos os quocientes L;/L;; sdo abeli-
anos.

Prove que L é resoluvel se e so se ad(L) é resoluvel.

Seja V' um espago vectorial de dimensdo finita e L = sl(V'). Prove que
Rad(L) = Z(L) e conclua que L é semisimples.

Se z,y € End(V) comutam prove que (x+y)s = z5+ys e que (x+y), =
Tn + Yy, [Sugestdo: mostre primeiro que se = e y sdo semisimples (resp.
nilpotentes) entdo z + y também é semisimples (resp. nilpotente)].
Mostre que estas propriedades falham se x e y nao comutam.

Seja V um espaco vectorial de dimensao finita e L uma subélgebra
resoluvel de gl(V). Mostre que Tr(zy) = 0 sempre que = € [L, L] e
ye L.

Encontre um exemplo de uma élgebra de Lie que verifique [L, L] = L
e que nao seja semisimples.
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