Analise Numérica Funcional e
Optimizacao. Teoria

Carlos J. S. Alves

Instituto Superior Técnico

2012



Sumario

1 Espacos funcionais e Método do Ponto Fixo

1.1
1.2

1.3

1.4
1.5

1.6
1.7
1.8

2.1

2.2

3.1

3.2

Motivagao . . . . . . . . L
Espacos Normados . . . . . . . . . ...
1.2.1 Nogoes Topologicas em Espacos Normados . . . . . . . . . .. .. ..
1.2.2 Normas equivalentes . . . . . . . . ... ... ... ... ... ...,
Espacos de Banach . . . . . .. . ..o
1.3.1 Operadores Continuos . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ....
1.3.2 Operadores Lineares . . . . . . . . . . . ... ... ...
Método do Ponto Fixo e o Teorema de Banach . . . . . .. ... .. ... ..
Derivacao de Fréchet . . . . . . . . . ..o oo
1.5.1 Corolario do Teorema do Ponto Fixo . . . . . . ... ... ... ...
1.5.2 Comportamento assimptético da convergéncia. . . . . . . . . . .. ..
1.5.3 Convergéncia de ordem superior . . . . . . .. .. ... ... ... ..
Método de Newton . . . . . . . . . ..
Ponto Fixo - Complementos . . . . . . . . . .. ... 0oL
Métodos Iterativos para Sistemas de Equacoes Nao Lineares . . . . . . . ..
1.8.1 Método de Newton para Sistemas de Equagoes . . . . . . . . . .. ..
1.8.2 Complementos . . . . . . . . .. ...
1.8.3 Quasi-Newton usando diferencas divididas . . . . . . . ... ... ..
1.84 Métodode Broyden . . . . . . .. ... oo

Espacgos Funcionais

Resultados em Espacos de Hilbert . . . . . . . ... ... ... .. ... ..
2.1.1 Sistema Normal . . . . . . ... ...
2.1.2  Derivada generalizada . . . . . ... .. ... ... ... ...
2.1.3 Espagos de Sobolev (em R) . . . .. ... ..o
Teorema de Representacao de Riesz . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
2.2.1 Transformada de Fourier e solu¢oes fundamentais . . . . . . . . . ..
2.2.2  Solugao Fundamental . . . . . . .. .. ... oo

Optimizacao nao linear sem restricoes

Nogoes bésicas e resultados . . . . . . . ..o
3.1.1 Aspectos gerais . . . . . ...
3.1.2 Convexidade . . . . . . . . ...
Equacoes com pontos criticos . . . . . ...

10
11
14
16
17
18
21
24
25
27
28
29
31
33
35
36
37

40
40
41
42
44
46
49
49



3.2.1 Exemplo - Minimos Quadrados . . . . . .. ... ... .. ...... 55

3.2.2  Exemplo - dimensao finita . . . . ... ... 55
3.3 Limitacao computacional na optimizacao global . . . . . . . .. .. ... .. 56
3.4 Problemas de optimizac¢ao unidimensional . . . . . .. ... ... L. o7
3.4.1 Pesquisa seccional . . . . . ... ... Y
3.4.2 Aproximacao Quadratica . . . . . .. ... 59
3.5 Métodosde Descida . . . . . . . . . . 59
3.5.1 Método do Gradiente . . . . . . . ... ... 61
3.5.2 Métodode Newton . . . . . ... ... .. ... ... ... 61
3.5.3 Método de Levenberg-Marquardt . . . . .. .. ... ... ... ... 63
3.6 Pesquisa Linear Inexacta . . . . . . . . . .. ... ... ... ... . ... 63
3.6.1 Regrade Armijo . . . ... ... 63
3.6.2 Testede Wolfe . . . . . . . . . . . . . ... 65
3.7 Sistemas lineares e Direcgoes Conjugadas . . . . . . . . . .. ... ... ... 65
3.7.1 Método do gradiente para sistemas lineares . . . . . . . . .. ... .. 65
3.7.2 Método das direcgoes conjugadas . . . . . ... 66
3.8 Métodos dos Gradientes Conjugados . . . . . . .. ... .. ... ... ... 68
3.8.1 Métodos de Fletcher-Reeves e Polak-Ribiére . . . . . . .. ... ... 68
3.8.2 Implementacao como métodos de descida . . . . . . . ... ... .. 68
3.9 Métodos Quasi-Newton . . . . . . . . . .. . 69
3.9.1 Meétodos BFGSeDFP . . . .. ... ... 69
3.9.2 Método de Gauss-Newton (minimos quadrados nao lineares) . . . . . 70
Optimizacao com restrigoes 73
4.1 Condigoes KKT . . . . . .. o 74
4.2 Casos Especiais . . . . . .. .. 7
4.2.1 Restrigoes lineares de igualdade . . . . . . . .. ... ... 7
4.2.2 Caso quadratico com restricoes de igualdade lineares . . . . . . . .. 78
4.3 Métodos para optimizagao com restricoes . . . . . . . . .. ... ... 78
4.3.1 Métodos de Penalizacao . . . . . . . .. .. ... 78
4.3.2 Métodos de Barreira . . . . . . ... 79
4.3.3 Lagrangiano Aumentado . . . . . . . . ... .. ... ... ... ... 79



Prefacio

Estas folhas seguem essencialmente os cursos de Analise Numérica Funcional e Opti-
mizacgao leccionados entre 2010 e 2012.






Capitulo 1

Espacos funcionais e Método do Ponto
Fixo

O Método do Ponto Fixo é talvez o método numérico mais simples e eficaz para a resolucao
de quaisquer equagoes, dado o seu ambito generalizével.
Ao escrever uma equagao na forma

r = g(x),

a ideia do método do ponto fixo consiste em considerar apenas a iteracao

Tpi1 = g(Tn)

partindo de um valor inicial x.
A validade do método resultaré da continuidade da funcao g, e da unicidade do limite,
porque existindo limite da sucessao, x,, — 2 entao

Tny1 — 2, g(zn) — g(2) = 2=g(2)

Uma solucao z é assim designada ponto fizo de g porque se mantém invariante perante
a aplicacao da funcao iteradora g. A convergéncia deste método depende muito da escolha
da fungao g. Com efeito é importante notar que podemos escrever z = g(x) com diferentes
fungoes, bastando ver que

r 1
r=g(z) e r= 5T 59(95) = G(),

e a aplicagao do método do ponto fixo a nova fungao iteradora G = § + % g(x) nao produzira
os mesmos resultados que g.

A teoria para resolucao de equacgoes algébricas em R faz parte de cursos introdutorios
a métodos numéricos.

Exemplo 1. Podemos lembrar, como exemplo, a resolucao de uma equacao 22 = a, que

pode ser reescrita de forma equivalente como x = ¢ (se x # 0), ou ainda

a
4+ —

x
v=9@ =5+ g



e daqui definir o método do ponto fixo

Ty a

xXr +1 —
" 2 2z,
comecando com xg = 1. Automaticamente teremos

a+1 a+1+ a
2 7 77 4 a+1’

T =

e para certos valores de a esta sucessao converge para ++/a. Por exemplo, se a = 2, temos

3 17 17
= - =1. = — = 1.4166.. = — =1.4142..
T 5 5, i) 12 66 , I3 12

e ao fim de 3 iteracdes temos uma aproximacao de /2 com 5 digitos correctos, usando
apenas somas e divisoes.

No entanto se esta escolha de g permite estes resultados notéaveis, se tivessemos deixado
a equacao apenas na forma equivalente z = g(x) = 2, o método x,,41 = * levaria de 2y = 1
a xr; = a, e de novo x5 = 1, x3 = a, nao se saindo deste ciclo. Ou seja, ha escolhas de g que
funcionam e outras nao.

O que determina o sucesso do Método do Ponto Fixo é o comportamento da funcgao
g escolhida. Para a resolugao de qualquer equacdo algébrica f(x) = 0, uma das melhores
escolhas, quando possivel, é a utilizacdo da funcdo iteradora g(z) = = — f(x)/f (), que
leva ao chamado Método de Newton (que é um caso particular de método de ponto fixo):

f(xn)

et = T )
n

e foi essa escolha que fizémos no exemplo anterior, em que f(z) = 2 — a.

Idealmente, o método de Newton procura que ¢'(z) = 0, para obter convergéncia mais
rapida (quadratica), mas sabemos que o Método do Ponto Fixo converge localmente quando
a funcao g é contractiva no ponto fixo, ou seja, quando

9'(2)] <1,

se a derivada estiver definida.
Comecamos por generalizar a aplicagao do método do ponto fixo a resolucao de equagoes
num contexto geral em que as incognitas nao sao apenas nimeros reais.

1.1 Motivacao

Tomemos como exemplo uma equagao em que a incégnita é uma funcao f continua tal que
fl)=1-— / F(t)dt
0
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Figura 1.1:

podemos pensar em aplicar o método do ponto fixo comegando com fy = 0, fazendo
x
funse) = 1= [ 0,
0

oqueda fi(z) =1, folz)=1—2, fs3(x)=1—2x+ %, etc... Neste caso, curiosamente, a
sucessao de fungoes f,, vai reproduzir a expansao em série de Taylor da funcao e™*, ou seja,
a sucessao de fungoes f, vai convergir para a solugao f(z) =e*=1—x+ ...+ % + ..

Vemos na figura seguinte o resultado das 5 primeiras iteragoes, onde é visivel a aproxi-
macao das fungoes fi, fo, fs,... (representadas a tracejado) a fungao limite, que neste caso
é f(x) = e™" (representada a cheio).

Por outro lado, sendo e ponto fixo da derivagao, pois e* = (e”)’, e comegando com
fo =0, ao efectuarmos f,,.1 = (f,)" vamos obter sempre 0, que é um outro ponto fixo. Nao
¢é dificil ver que fungoes do tipo Ce” serao os pontos fixos operador derivacao. Portanto,
podemos ter sucessoes que convergem para os diferentes pontos fixos se fizermos fy =
pr(z) + Ce®, onde pi(z) é um polindémio de grau k, ja que ao fim de k + 1 iteragdes as
derivagbes sucessivas anulam o polinomio. No entanto, se comecarmos com fy = sin(x)

vamos ‘orbitar’ entre co-senos e senos, nao havendo convergéncia!

Interessa pois saber sob que condigoes poderemos garantir convergéncia, considerando
equacoes mais gerais, em que as incognitas podem ser niimeros, vectores, sucessoes, fungoes,
etc... A liberdade para as incognitas nao é total! Para garantirmos a existéncia de um
teorema do ponto fixo, num contexto tao geral, precisamos de ter uma estrutura (...um
espago) com propriedades minimas que permitam um resultado de existéncia construtivo,
como seré o teorema do ponto fixo de Banach que iremos apresentar.

2

Uma estrutura suficientemente geral que permite obter esse resultado é a nogao de
Espago de Banach (que sao espagos vectoriais normados e completos), nogao que iremos
definir neste capitulo. Também poderiamos obter o teorema do ponto fixo de Banach para
espagos métricos completos (como foi originalmente apresentado), mas preferimos consid-
erar apenas espacos de Banach, ja que a dedugao ¢ semelhante e mais simples, permitindo
ainda apresentar resultados relativos a derivacao de Fréchet.

1.2 Espacos Normados

Comecamos por recordar a no¢ao de espago normado. Um espago vectorial normado é, como
o nome indica, um espacgo vectorial a que associamos uma norma. A norma, sendo uma
aplicagao que toma valores reais, vai permitir introduzir no espaco vectorial uma topologia
que resulta indirectamente da topologia de R. Assim, a nocao de norma, que é crucial neste
contexto, vai generalizar o papel desempenhado pelo médulo nos reais (ou nos complexos).

Definicao 1. Seja E' um espacgo vectorial, em que o corpo dos escalares é R ou C.
Uma aplicagao ||.|| designa-se norma se verificar:

8



o ||| + E—0,+00)

e |laz|| = |a ||z||, Vo € E, Ya €R ou C,

o ||z + vyl <|lz|| + ||yl|, Vz,y € E (desigualdade triangular),

o [lz]| =0 2z =0.

A um espago vectorial F munido de uma norma ||.||, chamamos espaco vectorial normado

e indicamos (£, ||.||) apenas em caso de ambiguidade. Normalmente apenas indicamos F,
subentendendo qual a norma em questdo. Quando indicarmos ||.||g referimo-nos & norma
no espago (E,||.[]).

Observagao 1. (i) A partir de uma norma, podemos definir imediatamente uma distancia
d(z,y) = ||z — y||, que nos permite quantificar uma certa proximidade entre dois elementos
do espago vectorial (beneficiando da relagao de ordem existente nos reais). Consequente-
mente, fica estabelecida uma nocgao de vizinhanga, que definiré a topologia.

(ii) E importante notar que estando definidas varias normas sobre um mesmo espaco
vectorial, elas podem estabelecer um critério de proximidade diferente (ou seja, € importante
estar subjacente qual a “norma” usada! Quando, ao longo do capitulo, escrevemos x,, — x,
¢ fulcral termos presente sequndo que morma isso acontece). Iremos ver que se o espago
vectorial tiver dimensao finita, todas as normas ai definidas sao equivalentes, mas isso nao
é valido para espacos com dimensao infinita... poderé acontecer que uma sucessao convirja
segundo uma norma, mas nao segundo outra!

(iii) Se no espago vectorial estiver definido um produto interno z - y, entdo a norma
natural associada a esse produto interno ¢ ||z|| = /r -z, e podemos usar a importante
desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[z -yl < l=[] [yl

(iv) Reparamos que a generaliza¢ao da no¢ao de modulo é explicita na propriedade
azl|| = |al ||z]|, pois precisamos da no¢ao de modulo no corpo, para que esta propriedade
po1s p G po, p q prop
se verifique.

Exercicio 1. .
a) Mostre que em RY ou CV sao normas as aplicacoes

[|#]]oc = max{|z1], ..., [en]}

1]l = (Jal” + ... + Jan])'?

b) Verifique que se considerarmos u = (uy,,)neny Uma sucessao de reais (ou complexos), a
aplicagao
lully = (| + ..+ Jwal” + )Y

¢ uma norma no subespaco das sucessoes
P = {(un)nGN : ||u||p < ""00}7
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e que a aplicacao
[|ulloo = sup{|ual, .- |tnl, .-}

¢ uma norma no sub-espago das sucessoes

1% = {(un)nen : [[ufloo < +o0}.

¢) Da mesma forma, considerando o espago das fungoes f definidas num intervalo I, a
menos de um conjunto com medida de Lebesgue nula (i.e: conjunto numerével), mostre que

a aplicacao )
1/p
_ rq
151l = ( [ o)

LP = {f() - |[f]lp < +oo},

¢ uma norma no subespacgo

e que a aplicagao

1l = sup (o)

¢ uma norma no espago das fungées continuas C'(I) quando I é compacto.
(No contexto das fungoes LP, a norma ¢é definida usando o supremo essencial).

Nota: Admita a desigualdade triangular para as normas ||z||, (conhecida como desigual-
dade de Minkowski).

1.2.1 Nocgoes Topologicas em Espacos Normados

A norma define uma certa topologia num espago normado. Devemos ter presente que num
mesmo espaco vectorial podemos trabalhar com varias normas, e consequentemente com
nocoes de proximidade diferentes, ou seja com topologias diferentes! A nocao fundamental
que define a topologia do espago é a nogao de vizinhanga.

Definigao 2. Designamos por e-vizinhanga de = ao conjunto V.(z) = {y € E : ||z—y|| < €}.

e Um conjunto A é aberto em EseVr € AJe>0:V.(x) CA

e Um conjunto A é fechado se E\ A for aberto.

Exercicio 2. Mostre que os conjuntos B(a,7) = {z € E : |[x — a|| < r} sdo conjuntos
abertos, designados por bolas abertas, e que sdo conjuntos fechados B(a,r) = {x € E :
||z — a|| <}, chamados bolas fechadas.

Observagao 2. Para além disso, reunioes de abertos sao abertos e interseccoes de fechados
sao fechados, mas s6 podemos garantir que interseccoes de abertos sao abertos, ou que
reunices de fechados sao fechados se forem em nimero finito. Os conjuntos E e () sao
simultaneamente abertos e fechados!
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e Um conjunto A diz-se limitado se 3R > 0:Vz € A, ||z|| < R.

e Um conjunto A é compacto se toda a sucessao em A tem uma subsucessao convergente,
com limite pertencente a A.

Num espaco de dimensao finita, se um conjunto for fechado e limitado é um compacto, mas
em espacos de dimensao infinita isso nem sempre acontece!.

Definigao 3. Uma sucessao (x,,) num espago normado F converge para x € F, e escrevemos
Tp — T, S€

|2 — ]| == 0
Observacio 3. E claro que o limite, a existir, é inico. Basta reparar que se z e y fossem
limites da sucessao (z,), entdo para qualquer ¢ > 0 existe um n suficientemente grande
tal que ||z — zn|| <0, [[zn —yl[ <6, logo [z —y|| < ||z — zn|| + [|2n — yl| < 20. Ou seja,
Vo >0, ||z — y|| < 26, o que implica z = y.

1.2.2 Normas equivalentes

Duas normas distintas dao geralmente valores diferentes para um mesmo elemento do es-
paco, no entanto, esta diferenca quantitativa pode nao reflectir uma diferenca qualitativa,
j4 que as propriedades topologicas podem revelar-se equivalentes. E neste quadro que ire-
mos introduzir a noc¢ao de normas equivalentes e verificar que as normas em espagos de
dimensdo finita (p. ex. RY ou CV) sdo equivalentes.

Defini¢ao 4. Duas normas ||.|| e |||.|||, num mesmo espago vectorial F, dizem-se equiva-
lentes se existirem C, Cy > 0 tais que:

Cillz|l < [l2lll < Collz]] , Vo € E (1.1)

Observagao 4. Como é claro, esta nocao de equivaléncia entre normas significa que as
topologias também serao equivalentes, ou seja, que os abertos e fechados serao os mes-
mos, que um conjunto sendo limitado para uma norma também o serd para outra, que a
continuidade numa norma implica continuidade na outra, etc. (exercicio).

Lema 1. Seja E um espaco normado de dimensao finita. Entao, qualquer que seja a norma
[.]|| em E, existe R > 0:

|l < R, Vo € {[[z]| <1}

1Basta pensar na bola B(0,1) no espaco 1. As sucessdes u® = (u{) tais que

u®) = 5, = 1 sen=k
0 sen#k

pertencem a B(0,1) mas nao é possivel extrair nenhuma subsucessdo convergente da sucessao u® porque
os elementos constituem uma base do espago [*°.
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Figura 1.2:

Demonstracao. Seja e, ..., e™) uma base do espaco vectorial E, sabemos que sendo z =
zre™ + ..+ z,eM™ entdo

] = [[lz1® + ... + axe®™ ||| < ([[le]]| + ... + [[I™]]]) max |z,

i=1,...,

Como ||z||s = max;—;,_n|2i| < 1 basta tomar R = |[leM||| + ... + [[e™]|| > 0. O
Teorema 1. As normas em espacos de dimensao finita sao equivalentes.

Demonstrag¢ao. Basta ver que qualquer norma |||.||| é equivalente & norma ||.||s, devido &
transitividade da rela¢do de equivaléncia. Consideremos o conjunto S = {z € F : ||z||c =
1}. S é um compacto na topologia de |||.|||, porque no lema anterior vimos que era limitado
e, sendo fechado, isto é suficiente, num espac¢o de dimensao finita.

Como a norma é um operador continuo, e S é compacto, vai existir um maximo e um
minimo (generalizagdo do T. Weierstrass):

01 < |||I||| < 02, VeelS

e Cy > 0pois |||z]|]| =0ssex =0 ¢& S.
Ora, qualquer que seja y € E,y # 0 podemos escrever y = HyHmm, onde x = | b ¢
S. Portanto:

Cr < Il < G, Wy € B\{0)
[1ylloo
e obtemos, como pretendiamos,
Cillylloe < MMylll < Collyllos , Yy € E,

incluindo trivialmente o caso y = 0. [

#, n?—;) cujos pontos representamos nas
trés figuras em baixo. E 6bvio que esta sucessdo tende para o ponto z = (1,1), o que
se pretende por em evidéncia é que isso acontece segundo qualquer uma norma em R?,
ja que foi isso que acabou de ser demonstrado. Consideramos trés normas diferentes (a
que correspondem as trés figuras), a norma euclidiana ||.||2, a norma do maximo ||.||« € a
norma da soma ||.||1, que sdo as mais usuais, e em torno do ponto limite z = (1,1) foram
consideradas bolas (0 nome nao se aplica apenas a primeira... B(a,r) = {x : ||z —a|| < 1})
com raios entre 0.5 e 0.1. E facil perceber que qualquer que seja a norma, por mais pequeno
que seja o raio, € sempre possivel encontrar um dos elementos da sucessao dentro dessa bola
(vizinhanga). Isto significa que a sucessao converge segundo qualquer uma das normas.
Por outro lado, também é claro que estabelecer a equivaléncia entre as normas ||.||2 e
||-]]oo, € facil, podemos mesmo explicitar as constantes. Com efeito, como (dimensao=NN)

Exemplo 2. Consideremos a sucessio x, = (1 —

lzll; = =1 +...+ 2} > max{|n ], ., lon|*} = |2]I%,

||xH§ = x% + ..+ x?\, < Nmax{|x1|2, e |xN|2} = N||x||§o,

12



concluimos que

[2]oo < llz]l2 < VN2l oo-

Isto corresponde a dizer, em dimensao 2, que se um quadrado contém o circulo com o
mesmo raio, um circulo com v/2 vezes esse raio ja ira conter o quadrado. A equivaléncia
é simplesmente isto, e permite concluir que bolas numa certa norma vao estar incluidas
em bolas noutra norma e vice-versa?. Para terminar, referimos que explicitar as constantes
para a equivaléncia entre ||.||; e ||.||oo € igualmente facil. Como,

lzlly = fea] + o+ Jon] = max{fa ], ..., Jon]} = [|2]|o,
lzlls = fea]+ o+ fon] < Nmax{|zi], ... o]} = N[z]]o,

concluimos que
12lloe < [2][s < N[

(o que significa que o losango iréa estar incluido num quadrado com o mesmo raio e que esse
quadrado estara incluido num losango com o dobro do raio).

Exemplo 3. No caso em que trabalhamos em espacos de fungoes, as bolas tomam um
aspecto menos trivial, porque o espaco deixa de ter dimensao finita.

Na figura seguinte, a esquerda, representamos a funcao f(z) = 2cos(x) (curva a cheio)
no intervalo [0, 2]. A bola centrada em f e de raio 1, segundo a norma das fungées continuas
||-][o, serd o conjunto das fungoes g tais que || f — g||oc = maxp g |f(x) — g(z)| < 1, ou seja
sera definida pelas fungbes g que verifiquem 2 cos(xz) — 1 < g(z) < 2cos(x) + 1, limites que
estao representados por curvas continuas mais finas e que formam uma banda em redor de
f. Um exemplo de fungdo g que pertence a essa bola ¢ g(z) = 2cos(x) + 3 sin(3z), fungao
representada a tracejado. No gréafico da direita, voltamos a considerar as mesmas funcoes f
¢ g e uma outra, h(z) = 2cos(x) + = sin(3z) + 2e~200m@=1)* "com m = 5 (em que a wltima
parcela, uma gaussiana pronunciada, é responsével pelo pico visivel no grafico). Mesmo néao
estando representada a banda, é perceptivel que o pico estara fora dos limites, e portanto
fora da bola de raio 1 definida pela norma do méaximo.

No entanto, este exemplo foi escolhido por outra razao. Se virmos a diferenca entre f e h
em termos de area, ou seja em termos da norma L', ||.]|1,essa diferenca ¢ menor do que
a diferenca entre f e g. Mais, podemos mesmo considerar uma sucessao de funcgoes h que,
quando o parametro m tende para infinito, ird aproximar-se da funcao f. Bom... excepto
no ponto x = 1, ja que o pico ird persistir. O limite pontual serd uma funcao f , idéntica a
f, mas que no ponto z = 1 ird valer 2cos(1) + 2 ~ 3.08. Do ponto de vista da norma ||.||,
a sucessao nao converge, porque o pico ird sempre ficar fora de qualquer bola de raio menor
que 1. Do ponto de vista da norma ||.||; (definida pelo integral do modulo) a diferenca
entre as areas ira tender para zero, pelo que a sucessao iré convergir. Isto é bem conhecido
da teoria do integral de Lebesgue, que identifica f e f a menos de conjunto de medida nula

(neste caso, o ponto z = 1).

2Refira-se a este propésito que quando a dimensao do espaco aumenta, seria necessario uma hiperesfera
com VN vezes o hipercubo para que ele estivesse contido nela. Isto indicia que em espagos de dimensao
infinita as coisas irdo passar-se de forma diferente. Com efeito, quando a dimensao tende para infinito os
hipercubos unitérios serao infinitamente maiores que as hiperesferas unitarias.
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Figura 1.3:

Este exemplo torna também claro que nao hé equivaléncia entre as normas .||« € ||-]]1,
o que também podera ser compreendido se pensarmos que a fungao f(x) = \/LE que esta na

bola B(0,2) definida pela norma em L'(]0, 1[), ja que o integral existe, tendo-se || f]|; = 2.
No entanto, sendo uma fungao ilimitada nao ha qualquer bola definida pela norma ||.||«
que contenha essa fungao.

Também fica claro que, para desenhar os limites duma bola para a norma ||.||« basta
considerar uma banda circundante, mas para desenhar os limites duma bola para a norma
||.|]1 é-nos simplesmente impossivel...

1.3 Espacgos de Banach

O facto de introduzirmos uma topologia num espago normado nao significa que exista um
elemento (pertencente a esse espaco) que seja limite de sucessoes de Cauchy (... como no
exemplo anterior). E nesse sentido que iremos introduzir a nocio de espaco completo, e
consequentemente a nogao de espago de Banach (espago normado completo). Comegamos
por ver que as sucessoes convergentes sao sucessoes de Cauchy, mas que o reciproco pode
nao ser valido.

Definigao 5. Uma sucessao (z,,) num espago normado E diz-se sucessio de Cauchy em E
se

m,n— 00

0.

Proposicao 1. Se x,, — x em E, entdio (x,) € sucessao de Cauchy em E.

@ — 2|

Demonstragao. ||z, — .|| < ||zm — || + ||z — 2,|| — 0, quando m,n — oo. O

Observacao 5. O reciproco desta proposicao nem sempre serd valido. Ou seja, podemos ter
sucessoes cujos termos se aproximam indefinidamente, mas que nao tém limite em E. Isto é
analogo ao que se passa com os racionais... uma sucessao de Cauchy de racionais pode nao
ter limite nos racionais, basta pensar na sucessao ro = 1, x,41 = %2 + t cujos termos sao

sempre racionais, mas que converge para V2, ou na sucessao definida pory, = (1+ %)" cQ
e cujo limite é e3.

A solucao foi considerar essa sucessoes como sendo numeros, constituindo os nimeros
reais, completando assim o espago dos racionais, como vimos no inicio do texto. A partir
dai o nosso espaco comum de trabalho é o dos ntmeros reais. No caso das fungoes ira
passar-se algo semelhante, mas com a grande diferenga de podermos num mesmo espago
considerar véarias normas. Assim, se sucessoes de Cauchy de fungoes continuas segundo a
norma do méximo sao ainda fungoes continuas, devido a continuidade uniforme, o mesmo
nao irad acontecer se considerarmos outra norma, por exemplo a norma L!.

Isto poderia significar que tendo obtido uma sucessao de Cauchy com o método do ponto
fixo, esta nao teria ponto fixo num simples espago normado. Torna-se por isso conveniente
trabalhar num espago em que isso nao aconteca - num espaco de Banach:
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Definicao 6. Um espacgo vectorial normado E diz-se espaco de Banach se for completo,
ou seja, se toda a sucessao de Cauchy em E for uma sucessao convergente para um certo
re k.

Exemplo 4. Os exemplos mais simples de espacos de Banach, sao os proprios corpos R
ou C, ou ainda RY ou CV. Um espaco vectorial com produto interno que seja completo é
normalmente designado espago de Hilbert. Como é 6bvio, usando a norma ||z|| = (z.7)"/2,
um espaco de Hilbert serd sempre um caso particular de um espaco de Banach, sendo vélidas
todas as propriedades que iremos deduzir de seguida.

Num espago normado, um conjunto fechado tem a importante propriedade de conter o
limite de qualquer sucessao convergente, cujos termos lhe pertencam.

Proposigao 2. Se o conjunto A € fechado em E entdo
V(z,) CA: z, >0 = z€A

Demonstragao. Se, por absurdo, x ¢ A, teriamos x € F\A que é um aberto, existindo
assim uma vizinhanga V.(x) C F\ A e portanto ||z —z,|| > € para qualquer n, contrariando
a hipotese de convergéncia. O]

Portanto um subespaco vectorial fechado de um espaco de Banach, é ainda um espaco
de Banach para a mesma norma.

Exercicio 3. Mostre que o espago de fungoes C™[a, b], munido da norma

1 flloom = sup |f(2)|+ sup [f'(z)| + ... + sup | (x)]
z€a,b] z€la,b] z€la,b]
é um espago de Banach. Se m = 0, temos a norma ja apresentada para as fun¢oes continuas,
e a completude resulta do facto da convergéncia uniforme de fungoes continuas ser uma
funcao continua.

Exercicio 4. Verifique que qualquer um dos espacos normados apresentados no exerciciol
¢ um espaco de Banach.

Observagao 6. (incompletude das fungdes continuas em LP). Retomamos a ideia enunciada
no ultimo exemplo da seccao anterior, que iremos agora analisar mais detalhadamente, num
exemplo classico. Consideremos a sucessao de func¢oes continuas em [0, 2]

2™ sexe]0,1]
f”(x)_{l se x € [1,2],
Vemos que f, € C([0,2]) é uma sucessdo de Cauchy para a norma L', porque
1
1 1 m,n—0o0
N - B}
= fall = [ o™ =l = | g = 5 ™
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No entanto verificamos que, pontualmente, a sucessao (f,,) converge para uma funcao
que é nula em [0, 1] e é igual a 1 em [1, 2], ou seja, uma func¢ao que é desconti nua! Conclui
mos que C([0,2]) ndo é completo para a norma L'. Vejamos que para a norma habitual de
Cla,b] que é ||.||s, a sucessao em causa nao ¢ de Cauchy. Com efeito,

[ = falloo = sup [2™ — 2"
z€[0,1]
e se considerarmos m = 2n, temos (z*" — 2") = 0< v =0 ou 2" = % O maximo é assim
atingido no ponto ()", logo

1 1 1
2n n| __ —
sup |2 —a"| = |7 —5[=7 /40
z€[0,1]
portanto, como se previa, a sucessao nao ¢ de Cauchy para a norma ||.||s.
Concluimos assim que o espago das fungoes continuas nao ¢ completo para a norma L'
(nem o serd, para nenhuma das outras normas LP).

1.3.1 Operadores Continuos

Como um espago normado é uma estrutura muito geral, que pode ter como elementos
funcoes, é costume designar as funcoes definidas em espagos normados por operadores.
Como abreviatura, é também habitual designar a imagem de = pelo operador A por Az,
ao invés de A(z). Na realidade, este tipo de notagao serd também coerente com a notagao
matricial®>, quando os operadores a considerar forem operadores lineares em espacos de
dimensao finita.

Definicao 7. Sejam FE, F' espacos normados. Dizemos que um operador A : X C E — F
é continuo em X, se para qualquer x € X tivermos

V(z,) C X, 2, 2 = Az, — Ax.

Exemplo 5. A propria norma é um operador continuo de E em R. Com efeito, se x,, — x
em F, entao

|l = ][ | < [len — [ — 0,
porque se ||x,|| > ||x|| temos
Hznll = V2l = {lzn + 2 = 2| = [[2]] < [lzn = 2[| + |l2|] = []].
Da mesma maneira, se ||z,|| < ||z]|, temos |||z.|| — ||z]]] = ||z — zn + x0l| — ||z0]] <

3Com a precaucdo devida, encarar os operadores como matrizes pode também ser uma boa maneira
de olhar para esta teoria pela primeira vez. De facto os resultados obtidos para operadores em espagos
de Banach serao em particular validos para matrizes (que sdo operadores lineares e conti nuos em espagos
de dimensao finita)... o contrario nem sempre serd valido — essa é a principal precaucdo que se deve ter
sempre!
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Exercicio 5. Sejam FE, F, G espacos normados. a) Mostre que se A, B: X C E' — F forem
operadores continuos, A + B é um operador continuo, e que para qualquer a € R ou C, o
operador oA é continuo. b) Mostre quese A: X CE —-Y CF, B:Y C F — G sao
operadores continuos, entdo B o A também ¢é continuo (em X).

(Quando nao ha perigo de confusdo, é normalmente adoptada a nota¢ao multiplicativa
para designar a composi¢ao, ou seja BA = B o A, tal como nas matrizes)

1.3.2 Operadores Lineares

De entre os operadores continuos, sao especialmente importantes aqueles que sejam lineares,
ou seja, que verifiquem as propriedades

Alx +y)=Ar+ Ay, Vo, y € E
Alar) = aAx, Vx € E,VYa € R (ou C)

4

Os operadores lineares® sao continuos se e s6 se forem limitados, ou seja, se verificarem

sup ||Az||r < 400.
llzllz<1

Como se tratam de operadores lineares, isto significa que transformam qualquer conjunto
limitado num conjunto limitado®.

e Sejam F, F' espacos de Banach. Podemos considerar um espaco associado aos oper-
adores, o espago dos operadores lineares continuos, L(F, F'), que com a norma

Ax F
Aller = sup |JAd]]r = sup 1Al (1.2)

2] | <1 w0 ||2||E
é um espaco de Banach. E claro que, para qualquer z € E,
Azl < | Allees.ml2]]s
Exercicio 6. Mostre que se A, B € L(FE, E), temos

|AB||ze.6) < |Allce)||Bllce.B)-

A introducao de operadores lineares é importante ja que, em muitos casos tenta linearizar-
se o operador para simplificar o seu estudo. Em certos exemplos esta técnica pode ser vista
como uma generalizacao da aproximacgao local de uma fun¢ao através da tangente, que
utilizaremos quando falarmos de derivacao de Fréchet.

4Esta propriedade é valida apenas para operadores lineares!

SReparamos que se A for linear e continuo em 0, entdo A é continuo em qualquer x, pois z,, — = =
Az, — Az = A(zy, — ) — 0.

Logo, quando o operador ¢ linear e limitado, se considerarmos ||z||g < € temos ||Az||r < Ce, logo se
z, — 0 temos Ax, — 0, o que significa que A é continuo em 0.
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1.4 Método do Ponto Fixo e o Teorema de Banach

Iremos agora concretizar a generalizacao do método e do teorema do ponto do fixo a espagos
de Banach.
Seja A um operador qualquer definido num subconjunto X (designado dominio) de um
espago de Banach F,
A XCFE—E.

Pretendemos encontrar os pontos fixos de A, ou seja z € X :

z= Az

e para esse efeito vamos usar o método do ponto fizo (também designado método de Picard),

g € X
Tpy1 = Axn

Como o método implica repetigoes sucessivas do operador A, é natural exigir que imagem
ainda esteja no domi nio, ou seja A(X) C X.

Como vimos em R e em C para assegurar a convergéncia do método foi usada a nocao
de contractividade, que neste contexto se define da seguinte forma:

Definicao 8. Um operador A : X C F — FE, num espaco de Banach E diz-se contractivo
em X, se existir 0 < L < 1 (denominada constante de contractividade), tal que

|Az — Ayl < Lz =yl , Yo,y € X.

Proposicao 3. Se A ¢ contractivo em X, conjunto fechado, entao A € continuo em X.

Demonstragao. Com efeito, basta considerar (z,,) € X tal que z,, — x

||Ax, — Az|| < L||z, — z|| = 0 = Az, — Ax.

Estamos agora em condigoes de demonstrar o teorema do ponto fixo de Banach.

Teorema 2. (Teorema do ponto fizo de Banach).
Seja X um conjunto fechado ndo vazio® num espaco de Banach E, e seja A um operador
contractivo em X tal que A(X) C X.

Entao

i) Eziste um e um so ponto firo z € X : Az =z

i1) A sucessao x,1 = Ax, converge para o ponto fixo z, qualquer que seja xo € X.

6Uma precaucdo... por vezes podem demonstrar-se todas as hipéteses e esquecermo-nos de mostrar que
o conjunto X tem elementos. Isso acontece quando X n&o é um conjunto concreto, e é definido de forma
a verificar certas propriedades... que por vezes nenhum elemento verifica.
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iii) Verificam-se as desigualdades:

[z — || < Ll[z — 2pal] < L[|z — 2ol
1

l|z —x,|| < EHJJnH—InH,
Ln

Iz =aall < —llon =z,

onde L <1 € a constante de contractividade.

Demonstracao. 1°) Prova-se por indugao que qualquer z,, € X, porque assumimos xy € X,
ese x, € X, temos x,,1 = Az, € X, pois A(X) C X.
2°) (z,,) € sucessao de Cauchy. Como A é contractivo em X e z,, € X,Vn € N temos

||xn+1 - xn“ = ||Axn - Axn—lH < L||xn - xn—1||a

portanto ||z,+1 — 2, || < L™||x1—x¢]|, e introduzindo somas e subtragoes sucessivas, obtemos
assim:

1Z0m =@l < N@nsm—Tnpm-rl |+ AT —@all < L7 H 21— o+ 4+ L7 |21 — ol| =

1—-Lm L

= L"(L™ ™+ 4+ D)||ey — mo|| = L 1 |21 — @o|| < -1

||5L“1—l’0||

que converge para zero quando n,m — oQ.

3°) Existéncia e convergéncia.

Como E é completo e (x,) é sucessao de Cauchy, existe z € E tal que x, — z. Por
outro lado, como X é fechado, concluimos que z € X. Como z,, — z e A continuo (porque
é contractivo), entao x,,1 = Az, — Az. Pela unicidade do limite, temos z = Az, o que
prova a existéncia de um ponto fixo em X.

4°) Unicidade.

Supondo que existiam z,w € X tais que z = Az e que w = Aw, entao

|z = wl| = [|[Az = Awl[ < L||z = wl|| = (1 = L)[|z —w|| <0

ora como L < 1 temos ||z — wl|| <0, ou seja, ||z —w|| =0 2z =w.
5°) Estimativas:

2 = @all < |4z = Az || < Lllz = 2pcal < o < L1z — o]

12 = zall < |z = |l + [[2n41 = 2l < Lllz = 2ol + |21 — 20|

e daqui saiem facilmente as restantes. O
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Observagao 7. (i) Nesta demonstragao, ao provarmos que a sucessao é de Cauchy, assegu-
ramos imediatamente a existéncia de ponto fixo o que difere da demonstragao apresentada
para o caso de intervalos limitados em que asseguramos existéncia através do teorema do
valor intermédio”.

Observagao 8. Note-se que ainda que esteja estabelecida a equivaléncia entre normas (como
entre todas as normas no caso de dimensao finita), provar a contractividade para uma norma
nao significa que ela seja valida para as normas equivalentes. A contractividade é uma
propriedade quantitativa e nao qualitativa, e podera haver diferengas. Por exemplo, em
dimensao finita, é muitas vezes possivel demonstrar a contractividade, num certo conjunto,
para a norma ||.||s € nao para a norma ||.|[; ou vice-versa. E claro que isso néo invalida
que haja convergéncia nas duas normas, e se considerarmos um conjunto mais pequeno sera
mesmo possivel mostrar a contractividade em qualquer das normas equivalentes.

Exemplo 6. Consideremos o operador

Af@) =1~ [ fo

no espago de Banach E = C0, 4] com a norma ||f||« = max|f(z)], em que R > 2. O

subconjunto fechado que consideramos ¢ X = {f € C[0, %] : || f||sc < R}, constatando que,
sendo f continua em I = [0, %], Af é ainda uma fung¢ao em continua em /. Vejamos que
A(X) C X. Ora, supondo || f||ec < R,

v 1
=m — <l4+ —=m <
1Af[loc = max|1 /Df(t)dt\_l 7 max|f(z)] < 2.

Para assegurarmos a convergéncia, falta apenas verificar a contractividade:

. 1 1
- = —1- — <= — < —||f = .
1Af = Aglloe = max|1 —1 /0 F(t) = g(B)et] < 7 max max |f(t) = 9(t)] < B = gll

Estao assim asseguradas as hipoteses do teorema do ponto fixo de Banach, e a convergéncia

para o ponto fixo esta provada. Como ja tinhamos mencionado, trata-se da funcao e™*.

Exemplo 7. Consideremos o sistema em R3

31’1+ZE2:1 1'1:]_/3—1'2/3
21 +dxo+ 13 =0 & 29=—11/2 —13/4
$2+2$3:2 IE3:1—33'2/2

"Em espacos de dimenséo finita podemos usar o teorema do ponto fixo de Brouwer para garantir ex-
isténcia em conjuntos convexos e limitados. Em espacos de dimens&o infinita é utilizado um teorema de
Schauder que exige que o operador seja ‘compacto’.
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Podemos pois considerar A : R?* — R? definido por
A(ZL’l,ZEQ,I‘g) = (1/3 - .I‘Q/?), —ZE1/2 - I3/4, 1— 1'2/2)

Vejamos que A ¢ contractivo em R? para a norma ||.||« :

%(372 )
1Az = Aylloo = [1] 3001 =) + (03 — 1) | [l
5(132 — 2)
designando M = ||z — y||e = max{|z1 — y1|, |x2 — y2l, |z3 — y3|}, obtemos assim
1 3 1 3
[|Ax — Ayl|eo < max{gM, ZM’ §M} < é_lM

e portanto uma constante de contractividade é %, e sendo contractiva em IR?, que é fechado,

qualquer aproximacao inicial permite, através do método do ponto fixo, obter a solugao
tnica x ~ (0.5294, —0.5882,1.2941).

Vemos assim que o teorema do ponto fixo é tao geral que pode ser aplicado a equagoes
que envolvem integrais, a sistemas de equagoes, ou simplesmente a equacoes em R ou C.

E claro que quanto mais pequena for a constante de contractividade L, mais rapida sera
a convergéncia. Como no caso real, podemos falar em ordem de convergéncia. Convém
assim restabelecer a defini¢ao

Definicao 9. Dizemos que z, converge para z com pelo menos ordem de convergéncia
linear na norma ||.|| se existir K < 1:

Kn: ||€n+1|| S K
|lenl]

Quando K,, — 0, diremos que a ordem de convergéncia é supralinear.

No caso de aplicagao do teorema do ponto fixo, como mostramos que ||e,.1|| < L||en]],
com L < 1, podemos concluir que a convergéncia é pelo menos linear. Para prosseguirmos
com a analise, avaliando se o limite de K, existe, precisamos de introduzir a nocao de
derivacao aplicada aos espagos de Banach. Havendo duas possibilidades, optamos por in-
troduzir a nocao de derivacao de Fréchet e nao a de Gateaux, que nos parece mais adequada
para os nossos objectivos. Essa nocao de diferenciabilidade permitira estender muitos dos
critérios observados no caso real, e apresentar o método de Newton.

1.5 Derivacao de Fréchet

A derivagdo em espagos abstractos tem aspectos nao triviais, que omitiremos deliberada-
mente (para uma compreensao aprofundada ver, por exemplo |?]). Iremos concentrar-nos
no objectivo principal que é estabelecer resultados analogos aos que existem em R e que
depois possam ser aplicados em RY. Estas nocoes sao imediatamente reconhecidas no caso
em que o calculo diferencial em R” foi apresentado recorrendo & nocao de forma diferencial.
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Definicao 10. Sejam E, F' espagos normados e A um operador A : X C E — F, cujo
dominio X é um aberto®. Dizemos que A é Fréchet-diferencidvel (ou F-diferencidvel) no
ponto x € X, se existir um operador linear 7' € L(FE, F') tal que:

||A(z + h) — Az — Thl||r = o(||h||g) quando ||h||g — O (1.3)
Caso o operador T exista, ¢ chamado derivada de Fréchet em x, e escrevemos A’ , tendo-se

A X — L(E,F)
r+—— A :E— F (operador linear)

Se A for F-diferencidvel em todos os pontos x € X diremos que A é F-diferenciavel em X.

Definicao 11. Uma funcao f: I CR — R é diferencidvel em x € I, se existir o limite

fly) = f(x)

)

lim
yel,y—x y—x
que designamos por derivada de f de x, ou abreviadamente f’(x). Reparamos que fazendo
h =y — x, isto é equivalente a

flx+h) - f(x)

- — f'(z), quando h — 0.

Ou seja, é equivalente a dizer que existe um ntmero f'(z) :
|f(x+h) = f(z) = f'(x)h| = o(|h]), quando [h] — 0,

o que corresponde a nog¢ao de derivagao de Fréchet.

Proposicao 4. Se Al existir € unico.

Demonstracao. Seja A, =T e consideremos outro operador U nas condi¢oes da definigao.
Entao terfamos, para qualquer y € E\{0},

(T —=Uyllr _ [IT(ey) — Uley)llr
lylle leylle
< (ey) — Al +ey) + Azflr | IAlz +ey) = Av = Uley)llry =
- leylle leylle

(somando e subtraindo A(z +ey) — Az com € > 0), onde £y corresponde ao h da defini¢ao.
Usando a definicdo de norma em L(E,F), concluimos que ||T" — Ul|zr) = 0, ie:
T=U. [l

8Quando X é fechado, diremos que A é F-diferenciavel em X se existir um aberto X O X onde A é
F-diferenciavel. Para esse efeito, € claro que é necesséario que A esteja definido em X.
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Exercicio 7. Verifique que se A é Fréchet-diferenciavel, entao A é continuo.

Exemplo 8. O exemplo mais simples, para além da derivacao vulgar em R ou C, aparece
em RV,

Com efeito, se considerarmos uma funcao f : RY — R¥, a derivada de Fréchet corre-

sponde a considerar a matriz jacobiana®,

g—ﬁ(m) %(I)
%’%(:c) g—x(:c)

que é uma aplicacao linear RY — R¥. Isto ¢ uma consequéncia da férmula de Taylor em
RY,
fy) = f(x) + Vf(2)(y —x) +o(lly — «])

— Por exemplo, se A(x1,z3) = (22 + 29, 71€*2) temos
p I ’ 1 I

’ o 2$1 1
(z1,22) — er2 et |

Observacgao 9. A derivada de Fréchet de qualquer operador constante é o operador nulo.

- Sendo A um operador linear, a sua derivada de Fréchet em qualquer ponto = é sempre
o proprio operador linear (sendo assim constante em x). Convém interpretar correctamente
esta afirmac¢ao. Como A(z + h) — A(z) — Ah = 0, para qualquer ponto z, a derivada é
sempre A/, = A, ou seja é constante relativamente a x. Assim a segunda derivada seria o
operador nulo, ji que A, — A7 = A — A = 0. Vemos assim que tudo se mantém coerente
com as propriedades habituais.

- A derivacao, assim definida, possui algumas das propriedades habituais, como a lin-
earidade: (A+ B) = A"+ B’ e (0A)’ = aA’; ou a propriedade para a composigao:

Exercicio 8. Sendo F, F, G espacos de Banach,e A: X CFEF —-Y CF, B:Y CF — G,
diferenciaveis, a aplicagcao Bo A : X C E — G é diferenciavel e temos

(Bo A), = By, 0 A, (1.4)
onde (Bo A), € L(E,G). Para além disso, é claro que

I(BA)|zea) < |1Bhullemal| Ayl 2oz, r)-

9Por vezes também é designada matriz jacobiana a transposta desta. Essa escolha implicaria escrever
[V f]Tv, quando quisessemos efectuar o produto por v, o que tornaria as notagdes mais pesadas.

23



1.5.1 Corolario do Teorema do Ponto Fixo

Com o intuito de aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, reparamos que se exigirmos
que o conjunto seja convexo'? podemos obter um resultado, semelhante ao do caso real (ou
complexo), que relaciona a norma da derivada inferior a L < 1 a contractividade.

Definicao 12. Um conjunto nao vazio X C FE diz-se convexo se verificar

r,ye X =>Vtel0,1], +t(y—z) € X. (1.5)

Observagao 10. Usando a definigao, é facil ver que as bolas sao conjuntos convexos: porque
se 2,y € B(a,r) ={w € E: ||w—a|| < r}, entdo

lz+t(y—2) =al| = [|(1=t)(z—a) +t(y—a)|| < (1=1)||z —al[+t|ly—al| < A=t)r+1r =1

Teorema 3. Sejam E,F espacos de Banach e seja A um operador Fréchet-diferencidvel

num convexo X
A: XCFEF - F

Se tivermos
ALl ey <L <1, VeeX

entao
||Az — Ay||r < L||lx — y||g , Vz,y € X.

Demonstragao. Consideramos B(t) = A(x + t(y — x)), com t € [0,1]. Se x,y € X, como é
convexo, temos x + t(y — x) € X. Usando a regra de derivagao da fungao composta (1.4),
obtemos:

B = /x+t(y—x)(y — )

e vamos usar uma generalizagao da formula dos acréscimos finitos Aplicando este resultado
a B:[0,1] — F, como

1Billcw.ry = 1A ip—ay (¥ — Dl ey < AL i llczm |y — 2l cr.m)

/

e sendo X convexo temos x + t(y — x) € X, logo ||A:p+t(y7x)||£(E:F) < L.
Portanto, ||By||zm.r) < L|ly — x||p (reparando que ||y — z||zwm,z) = ||y — z||g). Isto
implica
1B(1) = B(O)[|r < L[ly — z||g
e como B(1) = Ay, B(0) = Az, o resultado fica provado. O

Lema 2. Seja F um espago de Banach e f : [a,b] — F tal que ||f{||zr.p) < K, Vt € [a,b].
Entio |[£(0) — f(@)llr < K(b— a).

10Mesmo no caso de R nao basta que o médulo da derivada seja inferior a 1. A convexidade é garantida
nesse caso porque trabalhamos com intervalos (contendo eles proprios os segmentos que definem a con-
vexidade). Refor¢amos assim a observacao de que a passagem de contractividade para norma da derivada
menor que 1 é aqui obtido usando a hipétese de que o conjunto é convexo.
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Figura 1.4:

Demonstragao. (e.g. ?]). O

Corolario 1. (do Teorema do Ponto Fizo de Banach). Seja A um operador Fréchet-
diferencidvel em X, um conjunto nao vazio, convexo e fechado num espaco de Banach E.
Se A(X) C X e tivermos

HA;H£(E7F) <L<l1l VreX

as condi¢oes do Teorema do Ponto Fizo de Banach estio verificadas.

Observagao 11. (i) Se considerarmos os espagos RY ou CV e se o conjunto X for limitado
entdo, sendo fechado, é um compacto (porque sdo espagos de dimensao finita) e basta
exigir ||A%|] < 1. Com efeito ||AL|| ¢ uma fung¢ao continua de R em R e pelo teorema de
Weierstrass atinge um maximo L < 1. No caso de se tratar de um conjunto ilimitado, exigir
||AZ]| < 1 nao bastal Podemos pensar como contra-exemplo a fungao A(x) = 1+22/(z+1)
que verifica |A’(x)| < 1 no intervalo X = [0, +o00[ e A(X) C X, no entanto, esta fun¢ao nao
tem qualquer ponto fixo em X. Se tracarmos o grafico,

reparamos que a bissectriz ¢ uma assimptota do grafico de g, e portanto, apesar de
se aproximar da bissectriz, nunca a intersecta. Isto ja nao acontece para uma fungao que
verifique |A'(z)] < L < 1, pois esta condigao obriga a que haja intersec¢ao! (Este foi um
exemplo que encontrdmos no inicio do capitulo 2, ficando agora claro que o método do
ponto fixo nunca poderia convergir).

(ii) Mesmo ao aplicarmos este resultado em R vemos como a convexidade é importante.
No caso de R a convexidade traduz-se em conexidade e significa podermos aplicar o resultado
a um unico intervalo fechado (que pode ser ilimitado), ja que se considerassemos X como
sendo a reuniao de dois intervalos fechados, em que o médulo da derivada era inferior a 1,
poderiamos ter um ponto fixo em cada um deles, contrariando a unicidade.

(iii) Se considerarmos uma fun¢ao g(z) definida em R tal que |¢'(z)] < L < 1 entdo
existe um e um s6 ponto fixo em R. Um exemplo consiste em considerar g(x) = acos(z)
com |a| < 1.

1.5.2 Comportamento assimptoético da convergéncia.

Estamos agora em condic¢oes de estudar o comportamento do erro obtido pela iteracao do
ponto fixo.

Proposicao 5. Seja A um operador F-diferencidvel numa vizinhan¢a do ponto fixo z. Se
(xn) € a sucessao obtida pela aplica¢iao do método do ponto fixo convergente para z, entdo
0 erro e, = z — x, verifica

en+1 / €n
—A 0
llenll  llenl|
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Demonstracao. Sendo z = Az, x,.1 = Ax,, temos
|2nt1 — 2 — Al(@n — 2)|| = |[Azy — Az — Al(2n — 2)|| = o(||za — 2]]),
portanto ||le 11 — Aley|| = o(||en]|), 0 que significa que

||6n+1 - AlzenH

[lenll

]

Observagao 12. Este resultado mostra que a razao ﬁ"*h se aproxima de A’ (Henll) Se, no
caso real, foi imediato estabelecer que o coeficiente assimptotico de convergéncia era |¢'(z)],
aqui nao poderemos dizer que é ||A’||.

Com efeito, o limite de % pode nao existir. Isto compreende-se pois pode acontecer

que a sucessao e "H nao convirja. Qual a diferenca com o caso real? No caso real, quando
temos convergéncia alternada, o valor = também nao converge, pode ser £1, mas ao

calcular o modulo, o valor |¢’ (z)é—:‘\ seria sempre |¢'(z)|. No entanto, podemos retirar

algumas informacoes acerca do comportamento de —Hﬁz*h".
n

Corolario 2. Nas condicoes da proposicao anterior, temos

tim sup Lt <.

leal]
Se A =0, entao o método do ponto fixo tem convergéncia supralinear.

Demonstragio. Usando a proposigao anterior, é imediato que se A’ = 0, entao a convergén-
cia é supralinear. Para obter a estimativa, designamos

_ llents — Alen||
L=
[len]|

Y

que tende para zero, de acordo com a proposicao anterior, e obtemos

lentall _ [lents — Alen|l + [[Aen]|

||€n|| N ||6n||

= en + [[AL (I < en + (1AL

€n
[lenl]
[l

Observagao 13. Concluimos assim que a razao K, = Hez_+|1||| pode oscilar, mas no limite os
n

seus valores nao devem ser superiores a ||A’||. A no¢ao de coeficiente assimptotico de con-
vergéncia pode ser generalizada considerando K., = limsup K,, e assim podemos concluir
que no método do ponto fixo, quando ha convergéncia linear, K., < [|AL]].

Exemplo 9. Consideremos a fungao g(zy,xs) = 0.9(cos(xz),sin(x;)), que tem apenas um
ponto fixo z = (0.7395,0.6065). Comecando com x(*) = (0, 0), colocamos no grafico seguinte

os valores de K,, = % e verificamos que eles oscilam entre os valores 0.513 e 0.665.
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Figura 1.5:

Figura 1.6:

Este exemplo ilustra o facto de nao se poder falar no coeficiente assimptotico de con-
vergéncia como o limite, mas apenas como o limite superior. Reparando que

IV 9(2)]| 00 = max{0.9 |sin 0.6065| , 0.9 |cos 0.7395|} = max{0.513,0.665} = 0.665...

concluimos que a estimativa para K., coincide com o valor da norma.

e Num outro exemplo consideramos g(z1,x2,73) = i(cos(z123), sin(zs), sin(z1 + x3)),
com ponto fixo z = (0.4911,0.1872,0.3837). Comegamos com x(® = (1,0,0) e reparamos
que a razao K, fica constante, proximo de 0.27 até n < 12, depois sofre um incremento
subito e para n > 18 vai ficar proximo de 1 (ver figura em baixo, curva continua). Quando
temos convergéncia linear e o valor K, fica muito préoximo ou maior que 1, significa que
o método deixou de convergir, normalmente porque foi esgotada a precisao nos calculos.
Aumentando a precisao, verificamos que o salto desaparece (curva a tracejado), tendo sido
corrigida a imprecisao numeérica.

Neste exemplo K, — 0.2727, valor que é mais baixo que ||Vg(2)||ooc = 0.641, como
previsto pela teoria.

1.5.3 Convergéncia de ordem superior

Pelo que vimos no paragrafo precedente,
lent1 — Alenl] = o(|[enl]),

e assim, quando a F-derivada A’ é nula no ponto fixo z, obtivémos % = o(1),0 que
n
significa que a convergéncia é supralinear. Resta saber se podemos especificar essa con-

vergéncia em termos de ordem p, definindo:

Definicao 13. Dizemos que x,, converge para z com pelo menos ordem de convergéncia p
se

Kv[Lp] — ||€n+1|| S K

[len] [P

Quando K nao tende para zero, podemos dizer que a ordem de convergéncia é exac-
tamente p. No entanto, o que nos interessa neste momento saber é se o facto de A, = 0
implica uma convergéncia pelo menos quadréatica, como acontecia no caso real, quando a
fungao era regular.

Aqui também sera necessario considerar uma maior regularidade para A, de forma a
que possa ser estabelecido um desenvolvimento de segunda ordem,

1
A(x+h)= Az + A h + éAg(h, h) + o(]|n|[?),
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em que A” é uma fungao bilinear continua correspondente & segunda derivada (no caso de
RY corresponde a considerar as matrizes hessianas).
Desta forma, obtemos

1
Tpy1 — 2= Az, — Az = Al(z, — 2) + EA;’(xn — 2,20 — 2) + o(||zn — 2[?),

e portanto, como supémos A, = 0,

1 €n+1 1 n; €En En
llent1 + 5 A%(en, en)l| = o(len] *) < || + 5A )| =en=0(1),
2 lenl* 27 lenl] [lenl|

o que significa que!?

e 1
lewnll o Ly amy 4o, < &,
Teal]

ou seja, a convergéncia ¢ pelo menos quadratica e temos Ko, < 1||AZ]].

1.6 Método de Newton

Neste contexto geral dos espacos de Banach, apenas fazemos uma breve referéncia ao método
de Newton, ji que iremos ver a aplicacao a sistemas nao-lineares, que nos ird interessar
particularmente.

Tal como vimos, no estudo em R ou em C, o método de Newton aparece como um caso
particular do método do ponto fixo, tendo uma convergéncia quadratica desde que a fungao
seja diferenciavel e que a derivada nao se anule.

No caso dos espacos de Banach, fazemos aparecer de forma semelhante o método de
Newton, exigindo que o operador seja F-diferenciavel, e que a derivada de Fréchet seja inverti
vel numa vizinhanca da solugao. Nessas condigoes, podemos estabelecer a equivaléncia:

Az =0 (A)'(Az) =0,

porque o inverso do operador linear conti nuo A/, serd um operador linear conti nuo, e
portanto s6 sera nulo quando o seu argumento for nulo (neste caso o argumento é Ax).
Assim, Az = 0 é equivalente a

v=x—(A)"'(Az)

e, dado zg, obtemos o método de Newton
Tpyr = xn — (A, )7 (Azy), (1.6)

que nesta generalizagao também é designado como método de Newton-Kantorovich.

1A norma ||A?|| ¢ a norma das aplicagoes bilineares continuas, definida por

B(v,w
1Bl = sup 1B@I
v, w#0 ||U|| H’UJ”
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Observagao 14. Podemos verificar que o método de Newton-Kantorovich tem convergéncia
supralinear.
Sendo Gz = x — (A!)"'(Az), e como z = Gz, podemos ver que G, = 0. Com efeito,

G(z+h)—G(z)=z+h—(A,) "(A(z + h)) — z,
e reparando que A(z + h) = A(z) + AL, b+ o(||]]) = AL, + o||B]]), temos
G(z+h) = G(z) = h— (AL,) " (A(z + h)) = h = (AL,) 7 (ALl + o[ [R]])).
Usando a linearidade de (A,,,)~",
G(z+h) = G(2) = h—h— (AL,,) " (o(l|R]]) = o[[All),

porque [|(AL,) " (o([[INI] < [[(AZy) " o(l[2]]) = o([|A]]), admitindo que (A%,)~" sdo
limitados.

Podemos mesmo ver que se trata de convergéncia quadratica, se admitirmos que o(||h||) =
O(||h||?), o que poderia ser obtido considerando um desenvolvimento de segunda ordem em
A, como referido antes.

1.7 Ponto Fixo - Complementos

O método do ponto fixo de Banach, quando enunciado para espagos de Fréchet (espagos
métricos completos), assume a seguinte forma:

Teorema 4. Seja K C E um subconjunto nao vazio e fechado de um espaco de Fréchet E.
Sendo G : K — K uma aplicagao contractiva, isto é, existe uma constante L € [0, 1[:

d(G(u),G(v)) < Ld(u,v) Yu,v € K,

entdo existe um e um sd ponto firo z € K : z = G(z), e sdo vdlidas as estimativas de erro
do método do ponto fizo:

1
d(Z7 xn) < Lnd(za I'0)7 d(Z, xn) < ﬁd(l‘n-‘rl? Z‘n)-
Demonstragao. Exercicio (é semelhante a& demonstra¢ao do método do ponto fixo em es-

pagos de Banach), usar a desigualdade triangular para métricas: d(a,b) < d(a,c) + d(c,b).
[l

Observagao 15. Para verificar que um conjunto K é fechado, é util usar a propriedade das
fungoes continuas que estabelece que se a imagem é um fechado a pré-imagem é também
um fechado.

Por exemplo, sendo a norma uma aplicagao continua ||.|| : K C E — I C R] entdo se a
imagem [ é um fechado, a pré-imagem K = f~1(I) também ¢ um fechado.

Teorema 5. (de Brouwer). Seja K C RN um conjunto homeomorfo a bola unitdria B(0, 1),
e seja G : K — K uma func¢ao continua, entao existe pelo menos um ponto fixo de G.
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Demonstracdo. O teorema original de Brouwer foi estabelecido em 1912 para B(0,1) e a sua
demonstracao nao é construtiva. Apresentamos apenas a justificagdo de que é extensivel a
conjuntos homeomorfos a essa bola, que é simples.

Nesse caso, existe um homeomorfismo H : K — B(0,1), tal que 5(0,1) = H(K). Consid-
eramos por isso G = Ho G o H ™!

G: B(0,1) - K — K — B(0,1)
H g H

A aplicagao G é composicao de fungoes continuas, logo é continua, e aplica-se o teorema
original de Brouwer na bola unitéria, existindo um ponto fixo z = G(z) = HoGoH (2) €
B(0,1). Resta agora notar que x = H~'(z) € K, é ponto fixo de G em K, pois

Gz)=GoH (2) =H 'oHoGoH '(z) =H (G(2)) =H '(z) = x.
O]

Observagao 16. Muitas vezes o teorema de Brouwer é generalizado apenas para convexos
de RM, o que é um caso particular, ji que todos os convexos de R siao homeomorfos &
bola unitaria. Esta outra formulacao inclui outro tipo de conjuntos, por exemplo, todos os
estrelados.

Observagao 17. No caso em que o conjunto K nao é homeomorfo & bola unitaria, por
exemplo no caso da circunferéncia, ou de uma coroa circular (em R?), podemos definir uma
rotacao dos seus pontos de forma a excluir o seu centro, que seria o ponto fixo, nao sendo
valido o Teorema de Brouwer.

O resultado de Brouwer é apenas aplicdvel a dimensao finita. Para estendermos o
resultado a outros espacos, de Banach, ou mesmo apenas normados, necessitamos de uma
hipotese de compacidade, que permite essa reducao a dimensao finita. Comegamos por
recordar a defini¢ao geral de conjunto compacto, aplicada a cobertura por bolas.

Definicao 14. Seja K C E um subconjunto de um espaco normado E. Dizemos que K é
compacto, quando dada uma qualquer cobertura infinita por bolas abertas B(z, €), ou seja
K C UgegB(x,€) é possivel extrair uma cobertura finita

Num espago normado, isto é equivalente a exigir que as sucessoes em K tém subsucessoes
convergentes cujo limite estd em K. Diz-se que o conjunto é relativamente compacto se o
fecho for compacto.

Observagao 18. Note-se que as bolas s6 sao compactas quando o espaco é de dimensao
finita. Basta reparar que a sucessdo definida pelos vectores da base canénica em RY esta
na bola unitaria, no entanto quando N — oo isso continuaria a sucessao, nao podendo ser
extraida uma subsucessao convergente.
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Teorema 6. (de Schauder). Seja K C E um conjunto compacto e convexo de um espago
normado E. Seja G : K — K uma funcao continua, entao existe pelo menos um ponto fixo

de G.

Demonstracao. A demonstracao usa o teorema de Brouwer, reduzindo a dimensao finita
pelo ntmero finito de bolas que cobrem o conjunto compacto K. Apenas notamos que

definindo N
> =1 %595()

N
> j=195(x)
em que x¢é a fungao caracteristica, trata-se de uma funcao continua de K para o envelope
convexo definido pelo ntmero finito de centros na cobertura das bolas, sendo possivel reduzir
a um problema de dimensao finita no envelope convexo definido pelos centros das bolas. Ai
é possivel aplicar o teorema de Brouwer.

g(r) =

com g;(x) = (€ = ||z = z[[)X B, 0 (%)

]

1.8 Meétodos Iterativos para Sistemas de Equacoes Nao
Lineares

Iremos agora apresentar métodos iterativos que permitem aproximar a solugao de sistemas
de equagoes. Comecamos por apresentar o caso geral, em que se supoe que o sistema
pode ou nao ser linear. No caso de se tratar de um sistema linear, os métodos iterativos
constituem apenas um complemento aos métodos directos conhecidos da Algebra Linear.

Através das normas matriciais em R”, estamos nas condicoes de aplicar o corolario do
teorema do ponto fixo usando a matriz jacobiana, que corresponde a derivada de Fréchet
em RY . Sendo assim, dado um sistema de equacoes em RY

fl(l‘l, Ce ,[L’N) = 0,

fN(iL’l, Ce ,.CL'N) = O,

que podemos escrever abreviadamente F'(x) = 0, estabelecemos uma equivaléncia com o
sistema na forma z = G(z), ou seja,

T = 91(901, . aJTN),

ry = gn(T1,. .., TN),

Sendo VG (x) a matriz jacobiana de G calculada no ponto x,obtemos como consequéncia
imediata do que vimos no capitulo anterior, o seguinte teorema do ponto fixo em R" :

Corolario 3. (do Teorema de Ponto Fizo de Banach). Seja D um conjunto nao vazio,
fechado e convexo de RY.
Se G € CY(D) e||.|| € uma norma qualquer em RY, tal que:
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i) ||VG(z)|| <L <1, Yxe D

it) G(D) C D

entao estamos nas condi¢oes do Teorema do Ponto Fixo de Banach, logo:

i) Existe um e um sé ponto firo z € D : z=G(z2) (& F(z) =0)

it) O método do ponto fizo () = G(a;(”)) converge para z, qualquer que seja oy € D.
iii) Sao vdlidas as estimativas

|z = 2™ < Lllz = 2" V|| < L]z — 2|
1
|z — 2] < ﬁ“f(nﬂ) — M|
L’n
o=l < e -2
Exemplo 10. Consideremos o sistema linear
3$1+ZE2:1 1'1:]_/3—1'2/3
21 +dxo+ 23 =0 & w9=—11/2—123/4
$2+2$3:2 $3:1—$2/2

em que consideramos G : R? — R? definido por

1/3 0 -1/3 0 1
Gxz)y=| 0 |+ -1/2 0 —1/4 ro | =b+ Ax
1 0 -1/2 0 23
temos ||[VG(X)||o = ||Allooc = 5/6 < 1, e garantimos a existéncia e unicidade de solugao em

R3, bem como a convergéncia do método. Alternativamente, com a norma ||.||;, também
obteriamos a contractividade, pois ||A||; = 3/4 < 1. Mas como ja foi referido, pode haver
casos em que seja possivel obter contractividade com uma das normas e nao com a outra,
o que nao impede haver convergéncia em ambas.

Exemplo 11. Consideremos agora o sistema nao-linear:

20 —cos(z +y) =2
3y —sin(zx +y) =6

W~

.

Vamos ver que existe uma e uma s6 solugao em R? e que ela estd em X = [3, 23] x [2,
Com efeito, se considerarmos

G(z,y) = (cos(z +y)/2+ 1,sin(z +y)/3 +2),
a matriz jacobiana de G' vem

—sin(zx +y)/2 —sin(z +y)/2

VG(z,y) = cos(z +y)/3  cos(z +1y)/3
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Aplicando o corolario do T. Ponto Fixo, vemos que || VG(z,y)||1 < 5/6 < 1 e concluimos que
existe uma e uma s6 solugao em R? (repare-se que se escolhessemos a norma ||.||s terfamos
apenas ||[VG(z,v)||l < 1, 0 que revela bem que as condigdes sdo apenas suficientes e nao
necessérias). Por outro lado, reparando que G(R?) C X porque

1/2<cos(x+y)/2+1<3/2, e5/3<sin(z+vy)/3+2<7/3

concluimos que a solucao estda em X. Com efeito, poderiamos aplicar directamente o
corolario usando este X, que é fechado e convexo, mas nesse caso apenas concluiamos
a existéncia e unicidade em X e nao em R?. Ao fim de algumas iteragoes (~ 40) obtemos
como solu¢ao aproximada (0.549322733,2.144360661).

1.8.1 Meétodo de Newton para Sistemas de Equacoes

Como ja referimos, uma possivel escolha de funcao iteradora do método do ponto fixo em R
(ou em C) é a do método de Newton, que tem de um modo geral convergéncia mais rapida,
sendo necessério que a funcao fosse diferenciével e que a derivada nao se anulasse.

No caso de R, vamos estabelecer um método semelhante, exigindo que a funcao seja
C! e que a matriz jacobiana tenha inversa, numa vizinhanca da solucdo. Assim, podemos
estabelecer as equivaléncias

Fz)=0< [VF(2) 'F(z) =0 r=1— [VF(2)] 'F(x)

e a fungao iteradora seré, portanto, G(z) = x — [VF(z)] "' F(x).
Dado z(® € RY, o método consistiria na iteracio

2D = ) _ [V F(2)]) F (™). (1.7)

No entanto, como iremos ver, o célculo de uma matriz inversa é mais moroso que a
resolucao de um sistema, pelo que o método de Newton para sistemas nao lineares consiste
em, dada uma iterada inicial z(® € RY, resolver, em cada iterada n, o sistema linear:

[VF(z")]v = —F(z™) (1.8)

e definir a proxima iterada z"*Y) = 2" 4 .
Desta forma, a resolugao de um sistema nao-linear pode ser conseguida (... se o método
convergir!) através da resolucao sucessiva de sistemas lineares.

Exemplo 12. Consideremos o sistema do exemplo anterior. A matriz jacobiana de F' vem

2+sin(z+y)/2  sin(zr+y)/2

VF(z,y) = —cos(r +y)/3 3—cos(z+y)/3

inicializando com z(® = (1,1) ao fim de 10 iteracdes obtemos um resultado com uma
precisao semelhante ao obtido no exemplo para o método do ponto fixo.
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Proposigao 6. (convergéncia local). Seja F € CY(V,), em que V, é uma vizinhanga de
uma solugdo z, onde det(VF(x)) # 0, Y € V,. Entao o método de Newton converge para
z, desde que a vizinhanga seja suficientemente pequena e xo € V.

Demonstracao. Exercicio. O

Teorema 7. Seja F' € C*(V,), em que a solugdo z nao é um ponto critico'*. O método
de Newton quando converge para z tem convergéncia pelo menos quadrdtica, ou seja, existe
um K > 0 tal que

I = 20| < K|z = 2

Demonstragdo. Relembramos a formula de Taylor para uma funcao f : RY — R :

flx+h)=flx)+Vf(z)-h+ %h~V2f(x+§h) h, para um certo £ €]0, 1]

onde V2f(y) = [ af;a]; j] ¢ a matriz Hessiana de f calculada no ponto y.

No caso de uma fungio F: RY — RN F = (fy,..., fy) obtemos
1
F(x+h)=F(z)+VF(z)-h+ §h V2 fi(x + &h) h, para certos & €]0,1],

onde o termo %h -V2fi(x + &h) - h & um vector, que esta apresentado na componente i.
Aplicando este resultado ao método de Newton, obtemos

1

em que e = z — z(™ & o erro na iterada n. Reparando que, no método de Newton,

VE(@@™) . (x0+) — 2y = —F (™) a0 somar e subtrair z, ficamos com
—F(z™) = VF (™). (™Y — 2 4+ 2 —20™) = —VF(z™) . e £ VF (™) . M)

obtendo-se

1

Como f € C?*(V,), supomos agora que ||[V2f;(z)|| < My, e que || [VF(x,)] 7| < M%, numa
vizinhanca da solugdao!®. Obtemos a estimativa pretendida,

< Mo

) < eI

le

]

120u seja, det(VF(z)) # 0.
13Como assumimos F' € C?(V,), e como VF & invertivel em z (que ndo é ponto critico), entdo, por
continuidade, o determinante de VF também nao é nulo numa vizinhanca suficientemente pequena de z.
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Observagao 19. (estimativa de erro). No resultado do teorema nao explicitamos que a
constante K seria 2]\]\4421, como foi deduzido na demonstragao, porque na préatica nao é um
valor facilmente calculavel. No entanto, quando se executa o método de Newton procedendo
ao calculo de [VF(x,)]™!, a sua norma pode ser facilmente calculada, e nesse caso podemos

escrever a estimativa

n 1 - n
[0 < 5 max [ V2R @) [ [VE ()] ] [le™ ]I, (1.9)

tendo em atencao que a estimativa faz apenas sentido quando estamos muito proximo da
solucdo, e portanto a vizinhanga V' devera ser uma bola B(z, ) com ¢ pequeno. Por outro
lado o valor da norma ||[V2F(x)|| deve ser entendido como o méximo das normas matriciais

max; [|V2£i(2)]].

1.8.2 Complementos

H4 ainda a possibilidade de apresentar uma condic¢ao suficiente para a convergéncia, semel-
hante & obtida no caso escalar, e que também podera servir de critério em R. Enunciamos
apenas o resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [?]:

Teorema 8. (Kantorovich). Seja D C RN um conjunto aberto e convezo e F € C1(D).
Se
(i) 3IMy > 0 || [VF(2)] 7| < 7,
(it) AMy > 0 : ||VF(x) — VFE(y)|| < M|z — yl|, Yx,y € D,
(111) eiste xo € D, tal que g9 = 2 || [VF(x0)] ' F(x0) || verifica %50 <1,
(iv) B(zg,g0) C D, )
entdo hd uma unica solugio z € B(xg,€0), para a qual o método de Newton converge
(comegando com a iterada inicial xo), e verifica-se a estimativa de erro a priori,

Ve e D,

1 n
)] < - (K=)®",

Mo
2M

em que escrevemos K = (para por em evidéncia a semelhanga com o caso real).

Observagao 20. Notamos que a condigao (i) implica a existéncia de inversa para a matriz
jacobiana (equivalente no caso real a f'(x) # 0), e serve ao mesmo tempo para definir M
(que corresponde no caso real a min |f/(x)|). A condi¢ao (ii) implica a limitagao dos valores
da matriz Hessiana (caso f € C?) e define My (que corresponde no caso real a max | f”(x)|).
A terceira condicdo permite garantir que as iteradas vao ficar na bola B(zg, £g), note-se que,
por exemplo, ||z1 — zo|| = 3e9 < €o (e corresponde a condigao no caso real |f(zo)/ f'(20)] <
|b —al). A quarta condic¢do é 6bvia, e podemos mesmo considerar D = B(zg, &¢)-

Observagao 21. (métodos quasi-Newton) No caso de sistemas, ha ainda um maior niamero de
variantes do método de Newton que podem ser utilizadas. Um dos objectivos destes métodos
é evitar a repetida resolucao de sistemas (ver observacao seguinte), outro é evitar o calculo
da matriz jacobiana. Uma maneira de evitar esse calculo é considerar uma aproximacao das

35



derivadas parciais usando um calculo suplementar a uma disténcia ¢ (para cada derivada)
tal como foi feito no caso unidimensional. E ainda possivel generalizar o método da secante

(cf. [7)).

Observagao 22. (tempo de célculo) Enquanto que no método do ponto fixo, o tempo de
calculo serd apenas T'= ntqg, em que tg é o tempo médio necessario para avaliar a funcao
G, no caso do método de Newton, devido a forma particular de GG, h&4 que considerar nao
apenas o tempo de calculo de F, ou o tempo de céalculo de VF, como se passava no caso
real, mas também devemos considerar um novo tempo de calculo em cada iteracao, tg, o
tempo médio para a resolucao de um sistema linear. Assim teremos

T:n(tp—i-tvF—i-ts).

e Pode acontecer que o tempo de resolucao do sistema seja muito maior que o tempo do
calculo da funcao e das suas derivadas, pelo que é habitual implementar técnicas alternativas
que podem consistir em manter a matriz VF(2(™) durante algumas iteradas subsequentes,
actualizando-a espagadamente. Isso permite reduzir consideravelmente o tempo de calculo,
j& que sendo a matriz a mesma, podemos guardar a sua factorizagao para resolver mais
rapidamente o sistema, como veremos na seccao seguinte.

Observagao 23. O Mathematica implementa o método de Newton na rotina FindRoot, desde
que se inclua uma lista com as equagoes e se prescreva o valor inicial para cada componente.

1.8.3 Quasi-Newton usando diferengas divididas

A computagao do Método de Newton envolve calculos morosos quando o valor da fungao
tem um tempo de célculo longo, e para além disso exige-se a computacao da derivada,
o que pode ser inexequivel, bem como a resolugdo de um sistema linear (ou a inversao
da matriz jacobiana) que também pode ser moroso para dimensao grande. Assim foram
surgindo métodos que procuram aliviar esse cédlculo, substituindo principalmente o calculo
das derivadas na computacao de

Jf(a:n)Axn = —f([Bn)

Um processo simples de evitar o calculo da matriz jacobiana em R” & considerar a aproxi-
magao (egsdo os vectores da base canonica)

oh of

9z dan fl[x*%el’:wr%eﬂ e fl[zfgeN’er%eN]
Jf(x) = : ) : ~

0 o)

BLzT e % fN[z—%eha:—i-%eﬂ s fN[:c—%eN,:c+%€N]

usando diferencas centradas, que converge em O(h?) quando h — 0, podendo escolher-
se h proximo da precisao da maquina, desde que nao afecte demasiado os calculos por
arredondamento. No entanto reparamos que isto exige um ntmero de novas avaliagoes da
funcdo exagerado (2N?), o que torna a sua aplicabilidade reduzida em grandes matrizes. E
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preferivel recorrer as diferencas progressivas ng’; ~ filz,z + hej] ja que apesar da aproxi-
magao ser apenas O(h), requer metade dos célculos, ou seja N2, que seria também o nimero
de calculos a efectuar para as derivadas na matriz jacobiana.

Ainda que a resolucao do sistema seja preferivel & computagao da inversa, podemos usar
uma aproximagao da inversa iterativamente (usando o Método de Newton). Comegamos

com Xo = [Jy(z,_ )]~ " e iteramos
X1 = 22X — XiJ () X

0 que nos garante convergéncia quadratica Xy — [J4(,)] ™" quando |[I — XoJi@,)|| < 3, 0
que acontece se Jy(z,) [, )] T & I, ou seja quando , A z,_1.

Vemos de seguida um outro método, de Broyden, que generaliza o método da secante,
a fim de evitar estes problemas.

1.8.4 Meétodo de Broyden

O método de Broyden é uma implementacao alternativa do método de Newton, apenas
valido para sistemas, em dimensao finita. O método pode evitar o sucessivo célculo da
matriz jacobiana, bem como o da sua inversa aplicando a identidade de Sherman-Morrison.

Lema 3. (Fdrmula de Sherman-Morrison). Seja A uma matriz invertivel, e u,v vectores
quaisquer (todos com a mesma dimensao), temos:

o o, AtuwrAl
Demonstracao. Basta confirmar que é a inversa:
A typ* AL Aty A1
A NA - —— ) =T *ATt— (A N
(A+ur) < 1+U*A—1u> tuy (A+u )1+U*A_1u
Tdur A - AA T A + wor A AT
1+v*A-1u
u(l+v* A ) A!
=1 AT - =17
+ uv T r oAy
O

Consideramos a aplicacao desta formula & expressao do método de Newton para sis-
temas:

Usamos a notacao abreviada .J;, para designar a aproximacao que fazemos de Jf_(lxk).

Assim, com wuy e v, s&@o vectores convenientemente escolhidos, de forma a que
*
Jpr1 = Jk + vy,
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e podemos escrever J,_ 431 a partir da inversa de J; usando a féormula de Sherman-Morrison.

Como explicaremos na Observagao 25, Broyden propds usar u, = % e v = Axy,
(abreviamos fr = f(z1)) o que corresponde a escrever
Afy — JyAzy,

Jog1 = Jp + = (Axy) " 1.11

k+1 k ||Al‘k“2 ( k) ( )

1

e usando a formula de Sherman-Morrison, esta aproximagao permite calcular J ! ~ J Fan)

a partir de J,_1, que depois substituimos na expressao do método de Newton:
Tptl = Ty — J;lf(l‘n)

Através desta aproximacao, é possivel reduzir significativamente o nimero de operagoes.

Observagio 24. Podemos explicitar melhor a inversa J, ! obtida pela formula de Sherman-
Morrison, usando os u; e v apresentados por Broyden:

Jk—l Afr—JpAzy (Axk)T(]k—l

T = (e +uvy) = Jt — ET e -
’ RIS =
_ gt T (Afe = Jelag) (Azy) T
T A+ (Az) T, A — (Aw) T, Ay
simplificando,
J_lAfk — Al’k
e =9 = 7a Aag) " T 1.12
k1 = Jk (AQ%)TJ;;lAfk( ) Jy (1.12)

Observagao 25. A expressao (1.11) pode ser justificada pela semelhanga com o Método da
Secante.

No caso do método da secante escolhiamos x, 1 de forma a que f,,1 = 0, logo Af,, = —f,,
escolhendo-se J tal que Az, = J 'Af, de onde J = % (a razao incremental).
De forma semelhante, para substituir a iteragao exacta de Newton Jy(,,)Azy = — fi, quer-

emos encontrar agora uma matriz Ji 1 tal que
o que ¢ verificado pela expressao (1.11), pois

Afk — JkA.I‘k

Jer1 Az = | Ji +
k+18Tk (k 1Az

(A%k)T) Axy = LAz + Afy — oAz = Afy.

Notamos ainda que ha outras variantes do método de Broyden.
Exemplo 13. Aplicamos o Método de Broyden ao sistema

.CE% —|—2.CE1 +x3 = 1
T1To + 23 =1 — 23
T1ToT3 = T3 — Tg
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com a fungao f(x) = (23 + 211 + 23 — 1, 2109 + 23 + 23 — 1, 212023 + 19 — 23) = 0.
Comecando com x(® = (0,0, 0), calculamos a matriz jacobiana s6 na 12 iterada (que é
igual & do método de Newton)

221+ 2 0 1 2 01
Jf(m(o)) = ) T 21’3 +1 = 0 0 1 == J()
Tol3 r1T3 — 21‘2 + 1 T1T9 x—x(0) 010
— Lo [t o
— Jy'=10 0 1| = xV=xOJ'fx"=0-10 0 1 -1 |1=10
0 1 0 0 1 0 0 1

A 2% iterada e restantes serdo diferentes, como f; = f(x(V) = (0,1,0) e Ax® = (0,0,1)

1 2 0 1 0 0
Afy — JoAx©
W= g — = | 2 00 1||o|=]1]|, vg=[00 1]
1A 0 010 1 0
portanto
2 0 1 000 2 0 1
J=Jo+uOvNT =100 1|+|001|=|002
010 000 010
e pela formula de Sherman-Morrison
I -l ojfooo]ri =30
0 0 1][001[[0 0 1
5 3201 o 1 0ol/looollo 1 o 3 i
_ _ 71,0 v(o))'r' —1 2 2
Jll‘]kl]lk+(v(o)§TJk1u](g)[0 0 1|— T 0770 [0 (1)
2 2 2
o0 w00 1]]0 0 1|1 0 3
0 1 0]l0
assim, obtemos
0[5 -io)o] T
x@ =xW - Jgtfx)y=10|-0 0 1 1|=]0
1 0 3 0 0 z

Na terceira iterada obteriamos x®) = (55,0, %) ~ (0.17647,0,0.59804) o que ja é um valor

proximo da solucao z =(0.17557..,0,0.618034..), valor que seria obtido (nesta precisdo) na
42 iterada do Método de Newton, mas apenas na 62 iterada do Método de Broyden.
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Capitulo 2

Espacos Funcionais

O contexto de espacos de Banach é adequado a espagos de func¢oes continuas ou difer-
enciaveis no sentido classico, mas os espagosC™|a,b] sendo completos para a norma do
maximo
ullomagy = lalloe + [ lloe + - + [[u¢™ e,

nao sao completos quando se considera o produto interno classico, definido em L?(a, b) pela
integragao de Lebesgue. Af é possivel obter completude para essas fungoes, mas perdemos
a possibilidade de considerar derivadas classicas. E nesse sentido que vamos rever alguns
resultados em espagos de Hilbert, e introduzir espagos de Sobolev, H™(a,b) que estao
definidos através de uma nocgao de derivacao generalizada.

2.1 Resultados em Espacos de Hilbert

Um espago vectorial com produto interno (., .) ¢ denominado pré-hilbertiano (ou euclidiano),
notando que no caso em que o corpo de escalares é complexo temos
(au, vy = a(u,v) e também (v, u) = (u,v),
por isso convencionamos que a conjugacao se efectua no primeiro termo. Associa-se a norma
definida por ||u||*> = (u,u), e temos (caso complexo)
[lu+vl[* = [Ju|[* + 2 Re (u, v) + |[v]|* (2.1)

e se (u,v) = 0 obtemos o teorema de Pitagoras |lu + v||*> = [|u||* + [|[v|]?, e daqui &

consequéncia imediata a igualdade do paralelogramo:
U+v, 9 u—v,,, 1 9 9
22 4 12 = Sl + el ).

A existéncia de produto interno num espago normado pode ser avaliada pela igualdade
do paralelogramo!. Outro resultado conhecido do produto interno é a desigualdade de

LA igualdade do paralelogramo néo é verificada para a norma do méximo, basta ver este contra-exemplo
em R2, como u = (1,0),v = (0,1)
|| u-+v

2

2 U—179 9
I+ 155212 =

1
# 1= (lullX +lvll%).

DO | =
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Cauchy-Schwarz
[(w, 0)| < [ful] [[v]].

Na teoria de fungoes considera-se muito habitualmente o produto interno e a norma asso-
ciada em L?*(a,b),

b b 1/2
.9) o = [ S0t Wl = [ r0%ar)

Quando o espago pré-hilbertiano é completo (as sucessdes de Cauchy convergem), designa-
se espaco de Hilbert H. Relembramos que este é o caso de todos os espacos de dimensao
finita (isomorfos a R™), ou das fungoes em L*(a,b). No entanto, se considerarmosCl|a, b],
e apesar do produto interno L? estar bem definido, as sucessoes de Cauchy nessa norma
L?(a,b) podem convergir para uma fungao L?(a,b) que nao ¢ continua...

2.1.1 Sistema Normal

Consideramos a aproximacao num subespaco vectorial de H gerado por funcoes base,

S ={(p1, -+ ,pn), que tem dimensao finita n, onde esta definido um produto interno. Rel-
ativamente a distancia definida nesse espago de Hilbert, pelo produto interno dist(u,v) =
llu — v|| = (u—v,u—v)"?, a melhor aproximacio que ¢ neste caso tnica, ¢ dada pela

resolucao do sistema normal. Relembramos que dado f € H isso corresponde a encontrar
g tal que

1/ = gll = ik |If =l

como S tem dimensao finita existe um minimo, podemos encontrar uma condicao para
minimo através da derivada de Fréchet de d(g) = ||f — ¢||?, fixo f. Usando (2.1),

dlg+h)—dlg) = llg+h—fI"=llg— fI" =2Relg— f.h) + ||1]F,
(Inl)

no caso real conclui-se que d; (h) = 2(g — f, h) . Procurando g tal que d;, = 0, e restringindo
o problema a S (subespago fechado), trata-se de encontrar g € S tal que

(f—g,h)=0,YheS

De facto, escrevendo g = ajp1 + ... + a,p, basta verificar a condigao para as fungoes base
e assim (g, f — g) = 0 leva ao sistema normal

<9017 §01> o <901, Spn> ai <§01, f>
(@ 9) = (on: [) & S D= :
(Prrp1) o+ {PnsPn) Qn (@ns f)
notando que a matriz ® = [(¢;, p;)];; € simétrica (hermitiana) e definida positiva (pois

a*ba =), da.(vr, 9) = (9,9) = |lg]| > 0, para qualquer g # 0).
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A fungao g € S obtida pela solugao do sistema normal ¢ denominada projecgao de f
sobre S, escrevendo-se

g =Projs(f) = Zakz%@k-
k=1

O erro da aproximagao || f—g¢||, ¢ determinado imediatamente pela norma, com a solucao
g obtida.

O espago de Hilbert é separavel se admite uma base ortonormada numeravel ngﬁl, cee gzgn, e
e assim podemos escrever qualquer f € H através da expansao de Fourier

=3 (s
k=1

uma generalizacao da expansao em série de Fourier. Este é o limite da sucessao de somas

finitas
n

fnzz<$kuf>¢;k

k=1
que correspondem a solugao do sistema normal limitando a base, ja que no caso de base

ortonormada <gz5l, ¢j> = 0;; e a matriz do sistema normal seria a identidade.

Teorema 9. Num espago de Hilbert definido pela base ortonormada (gzgn), temos a desigual-

dade de Bessel
2 . 7 2 2
1717 = 2 [(d £)] =112l
k=1

verificando-se || f — fulI* = || fI|* = || fall?; 0 que no caso limite dd a igualdade de Parseval
2 _N\~|/4 2
T
k=1

2.1.2 Derivada generalizada

Quando f nao é diferenciavel, podemos definir uma generalizacao da nocao, usando um
formulacao fraca em L2. Para esse efeito consideramos funcoes teste que sao diferenciaveis,
e tém suporte compacto, por exemplo v € CP(a,b)

v € CP?la,b] = {v € C?la,b] : supp(v) C (a,b)}

onde supp(v) = {z € (a,b) : v(z) # 0}.

Observagao 26. Definimos também C?(R) = {v € CP(R) : J(ay, b,), supp(v) C (ay,by,)},
generalizando o caso anterior para um intervalo infinito. Desta forma, como como o suporte
esta no interior de um intervalo [a, b], serd nula nos extremos v*)(a) = v®(b) = 0 (com
k < p).
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Assim, para v € C!(R), obtemos pela regra de integracio por partes

(o) = /f )t = /f
_ /f t:—/abf(t)v’tdt

= —(f,v).

Reparamos que a expressao — (f,v’) tem sentido classico, qualquer que seja f localmente
integravel. Isto permite generalizar a nogao de derivada, mesmo para fungdes nao diferen-
ciaveis. De forma recursiva, definimos as restantes derivadas. Para simplificar usamos o
contexto generalizado apenas em L*(a,b) porque é esse que nos interessa no contexto dos
espagos de Sobolev que sao espagos de Hilbert.

Definigao 15. Dizemos que ¢ € L?(a, ) é derivada generalizada de ordem p de f € L*(a, b)
se verificar

(¢, v) P (f,o®Y . Yo e C2(a,b).

Esta derivada estd bem deﬁmda, a menos de conjunto de medida nula.

Exemplo 14. Calcular a derivada de f(z) = |z| em R. Esta fungao nao ¢ diferenciavel em 0,
por isso vemos como pode ser definida a derivada generalizada. Dado qualquer v € C°(R),
com supp(v) C (—r,r), para r suficientemente grande, temos

(f, 0"y = /_: |z|v'(x)dz = /_i(—x)v’(:c)d:v + /07‘ xv'(z)dz

(e prosseguimos no sentido classico da integragao por partes)

= [zv]°, — /_0(—1)v(x)dx — [xv]p — /Or(—l—l)v(:z:)da:,

T

como [zv]°, = 0, [zv]; = 0 (porque v(&r) = 0, j4 que o suporte estd dentro do intervalo
(—r,7)), obtemos
() = [ se(opl)ds = (s

em que sign é a funcao sinal (sign(z) = £1 se =z > 0), observando que o valor no ponto zero
é irrelevante (conjunto de medida nula). Concluimos assim que no, sentido generalizado, a
funcao sinal é a derivada do moédulo, o que alias coincide com a derivada em cada um dos
trocos diferenciaveis.

Podemos prosseguir para uma segunda derivada? De forma semelhante obtemos

~(sgn,0) = — / 0(—1)v’(:1:)d:1:— /O (1) (2)de

T

= [0(0) —v(=r)] = [v(r) = v(0)] = 2v(0),
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o que nao pode ser escrito na forma de um integral no sentido cléassico?. O resultado pode
ser expresso através de um funcional que é o delta de Dirac § centrado em zero.

Definigao 16. Definimos o funcional linear delta de Dirac, §(v) = v(0), para v € C°(R),
ou simplesmente para v € C(R). Este pode ser representado na forma(d, v), entendendo
o integral neste sentido generalizado [, d(t)v(t)dt = v(0). Por translagao definimos ainda
d.(v) = v(z), notando que deve considerar-se f; d:(t)v(t)dt = v(x) apenas quando = €
(a,b), se x ¢ |a,b] o valor do integral deve ser considerado zero.

Pela defini¢ao, acabamos por determinar que |z|” = sgn’ = 24, generalizando a nogao
da derivada ainda para além das funcoes L2, introduzindo funcionais lineares em D =
C>(R). Esses funcionais lineares quando continuos (na topologia adequada a C°(R)) sao
denominados distribuicdes (que estao assim no dualD’).

1 >
Exercicio 9. Verificar que a derivada da funcdo de Heaviside H,(z) = { (x2y) éo

delta de Dirac 9.

Resolugao: Para qualquer v € C°(R)
(Hypv) = = {Hyo') = = [ (0t = —0(r) +0(0) = 0(0) = 6, (0).
]

Observagao 27. Quando trabalhamos com funcoes descontinuas, neste contexto, o valor
pontual tem um significado desprezavel. Assim, por exemplo, a aplicacao da féormula de
Barrow

b
/ Pt = £(6) - f(a)

deve ser entendida usando a noc¢ao de trago, ja que o seu valor nos extremos é irrelevante
na medida de Lebesgue, por se tratar de um conjunto de medida nula. A igualdade pode
ser entendida no sentido limite, pela densidade das fungoes C*° em L'(a,b) podemos con-
siderar os diversos valores da funcao ou das derivadas na fronteira enquanto limite dessas
aproximacoes.

2.1.3 [Espagos de Sobolev (em R)
Definicao 17. Definimos

H™(a,b) = {v € L*(a,b) : v'"(a,b) € L*(a,b)}

2Nio existe nenhuma fungao § integravel que permita a igualdade para qualquer v € C°(—7, 1), podemos
ver pela desigualdade de Cauchy-Schwarz que nao ha em L2, pois isso implicaria v(0) = 0,

S

lv(0)| = |/R§(:E)v(x)dw| <| d(x)v(z)dz| < |[6]2(—e0)||V]|L2(—c,c) — 0,

—€

notando que Hv||%2(76 o = [7 . v(@)?dz = 2ev(¢) — 0, quando e — 0. Ha vérios exemplos de fungdes

v € C(—r,r) que ndo sdo nulas em zero, por exemplo v(x) = e =27 para lz] < p <.
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trata-se de um espaco de Hilbert onde podemos definir o produto interno

(s V) pron (o) = /abu(t)v(t)dt + ...+ /ab ul™ (t)v™ (t)dt,

1/2

a que se associa a norma ||u||gm () = (u, u>Hm(a b) -

Teorema 10. As fungoes H'(a,b) sio continuas. A aplicagdo identidade de Cla,b] —

H'(a,b), é denominada injeccio, e é compacta.

Demonstragio. Considere-se f € H'(a,b), entao || f'||12(ap) = C' < 00, usando a formula de
Barrow(*)

Y
[f(y) = f(@)] = |/ FOdt = 1{f 1) 200y | < N l2ep 2y < Cly — ]2

o que significa que f é uniformemente continua em [a, b].
(*) A utiliza¢do da formula de Barrow pode ser feita no sentido que explicamos de seguida. Consider-
emos x,y € (a,b), podemos escrever

fy) = fl@) = 6,(f) = d:(f) = (f. H, — Hy)
= <f/’ H, — Hy>L2(a,b) = <f/7 ]‘>L2(z,y) :

Para evitar deltas de Dirac podemos ainda alternativamente considerar fungdes teste w. € C*°(a,b) que
aproximem H, — H, quando ¢ — 0, a relacao é entdo obtida no limite, pois

| (o wl) [ =1 we) | < Cllwe|lz2(ap)

por um lado (f,w.) — f(y) — f(z), e por outro, ||we|z2(ap) — |y — z[*/2.

]

Observacdo 28. As funcoes H' sao continuas em dimensao 1, mas ndo é assim em dimensao
superior. Sendo continuas o seu valor nas extremidades do intervalo estd bem definido
enquanto limite, e por isso definimos adicionalmente um seu subespaco fechado:

Hj(a,b) = {v € H'(a,b) : v(a) = v(b) =0},

esta nocao pode ser estendida para dimensoes superiores, usando a nocao do traco.
O dual do espago H}(a,b) designa-se H '(a,b), sendo o espago das formas lineares
continuas, munido da norma associada

[F(v)]
1l = 1P ey = sup A
(a.b) (Ho @b R) =0 0]l a1 (ap)

Exercicio 10. Escreva o problema de Sturm Liouville, um problema de valores na fronteira
em equacoes diferenciais ordinarias de 2% ordem:

{—(W)’ +qu=f, em (0,1)
u(0)=u(1)=0

(em que p, g € C[0, 1], sao fungoes positivas), no sentido generalizado em que u € H}(a,b).
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Resolugdo: Consideramos v € C°(R), e aplicamos as regras de derivagao generalizada:

(=(u) + qu,v) = (f,0) & (=), v) +{qu,v) = (f,v)
& (pu,v') + (qu,v) = (f,v)

desta forma a igualdade fica estabelecida mesmo para funcdes u € H'(a,b), pois como p, ¢ sdo continuas,
temos pu/,qu € L*(a,b). Quanto a f, notamos que basta estar definido {f,v) o que se verifica quando
f € L*(a,b).

Iremos ver, pelo teorema de representagdo de Riesz, que qualquer forma linear se pode identificar com
uma fungdo pelo produto interno, e por isso podemos considerar mesmo f € H*(a,b).

2.2 Teorema de Representacao de Riesz

Teorema 11. Seja M C H subconjunto (nao vazio) convexo e fechado num espago de
Hilbert H. Dado y ¢ M, existe um e um sé x € M que minimiza a distancia

—_ = 1 f —_ p—
ly —2ll = inf lly - =[] = 4,
e habitualmente escrevemos x = Projy,(y).
Demonstracao. Consideramos uma sucessao minimizante (z,) de elementos de M tal que
dp = ||y — zn|| = d

aplicando a igualdade do paralelogramo, obtemos com a =y — z,, b =y — z,,

(y —20) — (Y — 2m) (Y —20) = (Y — 2m) 1 2 +d2
| 1+ 1l 1) = 5 (ly = 2l + ly = zl[?) = =57
. 2 | \ 2 2
y*%(szan) %(szzn)
e como ||y — 2=t || > d (porque 2222 € M), obtemos

ez |12 _ d2+d2, Zm Tt Znyo _ d24d2, 9
[Feg= " = =g |ly - =5 —[F = 25 —d” — 0
ou seja, a sucessao (z,) ¢ de Cauchy, logo converge no espago de Hilbert H, e como M é
fechado, o limite da sucessao ainda pertence a M. Portanto z, — x € M.
Este valor = é denominado a projeccao de y sobre M, escrevendo-se x = Proj,,(y).
Até aqui apenas demonstra a existéncia. Para demonstrar a unicidade recorremos a um
lema:

Lema: A tese do Teorema ¢ equivalente a I'x € M : (y —z,v —z) <0 (Vv € M).
demonstragdo: (=) Seja v € M, como M é convexo, a linha de pontos entre v e x também pertence a
M, ou seja, para t € [0,1]
w=zc+tlv—z)eM

cuja distancia a y serd maior que x (ponto de minimo):
lly —2ll? < lly —wel? = lly — 2 — tlv = )|* = |ly — 2| = 2t {y — z,v — 2) + |0 — 2] |?

portanto 2t (y — z,v — z) < t?||v — z||> 0 que implica

t
(y— 2,0 —2) < Zllo—al> — 0.
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porque a desigualdade foi demonstrada para um v qualquer, e t €]0, 1] (o caso ¢t = 0 seria trivial).

(<) Inversamente, para qualquer v € M : |[[y—z|]?—|ly—v|[? = ((y —v) + (v —2), (y —v) + (v — x)) —
(y —v,y—v) =2y —x,v — ) — ||z — v||* <0 (verificar a igualdade), e portanto ||y — z|| < ||y —v||. O

Resta demonstrar a unicidade, o que fazemos com base no lema. Supondo haver dois
pontos de minimo 1, xo € M terfamos:

(y—x,v—x) <0ANv=100EM = (y— 21,00 —21) <0

(y—xo,0—x9) <OANv=2x1 € M = (y—a9,71 —x3) <0, e somando obtemos
(x1 — x9, 11 — 22) < 0, 0 que implica z1 = xs. O

Corolario do Lema

Corolario 4. Seja S C H subespago fechado num espago de Hilbert H. Dado y ¢ S, o
unico x € S que minimiza a distdncia de y a S € dado pela condigao

(y —x,v) =0, Yv €S,
ou ainda (y — Projs(y),v) =0, Vv € S.

Demonstrag¢ao. O subespago vectorial é convexo, logo pelo teorema anterior, existe x o
ponto de minimo, e temos pelo Lema: (y —x,w —x) < 0, pelo que consideramos w =
v+ ax € M, obtendo (y —x,v) < 0 e da mesma maneira, tomando w = = —v € M,
retiramos (y — x, —v) < 0, ou seja, juntando ambas, 0 < (y — z,v) < 0. ]

Proposicao 7. Seja M subespaco vectorial de um espaco de Hilbert H, entdo H = M & M.

Demonstracao. (Exercicio). Dado y € H, consideramos = = Proj,,(y) € M (que é tnico),
logo pelo corolario (y — z,v) = 0, Vo € M, e assim y — x € M*. Ou seja, estabelecemos a
soma directa
y = Projy(y) +y — Projy(y).
—_——— — (——
eM eM+

O

Proposigao 8. Seja M subespago vectorial de um espaco de Hilbert H, entdo (M*)*+ = M.
Em particular, se M+ = {0}, como {0}* = H, temos M = H. Este resultado permite
estabelecer que um subespaco vectorial € denso no espaco todo, verificando a ortogonalidade
de cada elemento.

Relembramos que um funcional é um operador que transforma elementos de um espaco
de Hilbert em valores no seu corpo de escalares (consideramos normalmente ser R), quando
se trata de um funcional linear continuo F' € L(H,R) = H' (H' designa-se dual topologico
de H), tem associado a norma habitual

F
1Pl = sup L
w0 |[v]|m

relembrando que como |F(v) — F(w)| < ||F||g/||[v — w|| g se for limitado, essa limita¢ao da
norma implica a continuidade.
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Teorema 12. (de Representa¢io de Riesz). Seja H um espag¢o de Hilbert. Dado um
funcional F € H', existe um e um sé f € H :

F(v)={(f,v) YveH,
e esta correspondéncia € uma isometria, ou seja ||f||lg = ||F||u.

Demonstragio. Seja M = Ker(F) = F~'({0}) € H, como F ¢ continuo M seré fechado
(pré-imagem do fechado {0}), e como F' é linear M sera um subespago vectorial. No caso
em que M = Ker(F') = H isto significaria F' = 0, e o resultado ¢é trivial com f = 0. Caso
contrario, dado g ¢ M (logo nao é nulo), definimos

. A g
gl:g_PrOJM(g>7 gJ—: || L||

E claro que para qualquer w € M, <gL, w> = (g — Proj,,(g), w) = 0, pelo corolario anterior,
e portanto gt € M*.
Dado qualquer v € H, definimos A = F(v)/F(§*) e w = v—\g+ € M, podemos escrever
trivialmente
v= A" +w,

e como, 0 = <§L,w> = <gi,v — )\gl> = <§L,v> — X (porque ||g*|] = 1), ou seja

F(v)

Fgh) — 2 = (05 0) & Flo) = F@H) (g5 )

e portanto definindo f = F(§1)g* temos F(v) = (f,v) (notando que isto foi demonstrado
para qualquer v € H).
Finalmente, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz | (f,v) | < ||f||z||v||a

F@I _10)]

||F|[r = sup = < |If1lu
oo |[0lle wzo [lla
e por outro lado (tomando v = f € H) temos
| (s )] | {f,0) |
il = D] < 2Ly
e~ w0 [lvlla
juntando as desigualdades ||f||g < ||F||gr < ||f||az conclui-se a isometria. O

Exercicio 11. Mostre que o problema de Sturm-Liouville

{—(pu’)’ +qu=f, em (0,1)
u(0)=u(1)=0

(em que p,q € C[0,1], sao fungoes positivas), tem solugao tnica em u € H}(0,1), qualquer
que seja f € H71(0,1).
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2.2.1 Transformada de Fourier e solucoes fundamentais

A transformada de Fourier continua é definida em todo R como um integral

F()E) = / f(x)e " de

e a sua inversa ¢ dada de forma semelhante,

1 T
=§Aﬂwﬂﬁ

Verificando-se propriedades semelhantes para o produto de convolucao continuo,

FHF)(x)

F(fxg)=F(HF9)
Proposicao 9. F(0) = 1, e o delta de Dirac é o elemento neutro do produto de convolugao.

No caso de derivadas temos ainda a importante relagao

F(f™) = ()" F(f),

o que permite retirar a seguinte propriedade da Transformada de Fourier para operadores
diferenciais da forma
Du = agu + ayu’ + ... + ayu™,

na forma da multiplicacao por um polinémio semelhante:

F(Du) = pp(i&)F(u)
= (ap+ a1(i&) + ... + 4, (i)™) F(u).

2.2.2 Solucao Fundamental

Associada a um operador diferencial D, definido atras, designamos que ¢ é uma solu¢ao
fundamental de D se verificar

Do =4,

onde 0 é o delta de Dirac.
Em particular ja vimos que ¢(x) = |z|/2 é a solugao fundamental de Du = u”.
Notamos que em termos da Transformada de Fourier isto significa F(D¢) = 1 <
pp(i€)F(¢p) = 1. Portanto uma solucao fundamental pode ser obtida pela inversao

¢ = F(pp(i§) ™),

quando estiver definida.
Quando pretendemos apresentar uma solucao de uma equacao diferencial, com o termo
nao homogéneo:

Du=f
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basta fazer a convolugao com a solugao fundamental, ou seja

u=¢x*f,
pois Du = f implica

F(Du) = F(f) = ppF(u) =F(f) = ppF(9) F(u)
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Capitulo 3

Optimizacao nao linear sem restricoes

3.1 Nocoes basicas e resultados

3.1.1 Aspectos gerais
Estamos interessados na minimizagao de um funcional

f: H—R

onde H & espaco de Hilbert (ou de Banach).

Focaremos o problema de minimizacao, porque o problema de maximizacao é o mesmo,
substituindo f por —f.

No caso de minimizagao sem restri¢oes, o minimo é procurado em todo o espaco funcional
H, mas comegamos por definir as nogoes fundamentais para um conjunto 2 C H. Estas
nocoes sao em tudo semelhantes as existentes quando H = RV,

Definicao 18. Dizemos que z € H é um ponto de minimo absoluto de f em Q2 C H se

f(2) < fly), vyeQ

(dizemos ainda ser estrito se f(z) < f(y), Vy € Q, y # z). Neste caso escreve-se

z = arg 17}161%21 f(y), (quando f(2) = min f(y)) .

yeQ

Por outro lado, dizemos que z € H é um ponto de minimo relativo de f se existir uma
vizinhanca V, 3 z, tal que
f(z) < fly), VyeV.CH

(da mesma forma, dizemos ser estrito se f(z) < f(y), Vy € V., y # 2).

Observagao 29. Recordamos a expansao generalizada de Taylor em temos das derivadas de
Fréchet em x

fl@+h) = f(x) + fu(h) + 5 £ (h.h) + o(||R]|*),  quando ||h][ — 0, (3.1)
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onde f! € L(H,R) é a derivada de Fréchet, uma forma linear, e onde f” € B(H x H,R) é
a segunda derivada de Fréchet, uma forma bilinear.

Quando H = RY temos f.(h) = h'Vf(z) (a derivada ¢ o gradiente) e f7(h,h) =
hTV?f(x)h (a segunda derivada ¢ a matriz Hessiana V2 f(z)), ficando

fla+h) = fx) +hV f(x) + 50" V2 f(2)h + o(||h]]*)

Definigao 19. Dizemos que z é um ponto critico de f se f. = 0.

Definicao 20. Dizemos que a forma bilinear b é semidefinida positiva se
b(h,h) >0, VYhe H.

e dizemos que é definida positiva se b(h,h) > 0 para h # 0.
Se existir a > 0 tal que b(h,h) > «||h||?, diz-se que b é coerciva (todas as formas
bilineares coercivas sao definidas positivas).

Teorema 13. (condicao suficiente para ponto de méaximo relativo estrito)
Seja f duas vezes Fréchet-diferencidvel em V, vizinhanca num ponto critico z, tal que
f! € uma forma bilinear definida positiva. Entdo x é um ponto de minimo relativo estrito

de f.

Demonstra¢ao. Como z é ponto critico f/ = 0, e temos da expansao de Taylor (3.1), para
h eV,

f(z+h) = f(2) = 512 (h, h) + o[ R]?).
Considerando h = ||h||h, temos para h # 0, quando ||h|| — 0,

fz+h) = f(2)
[IA]?

FL(h,h) +o(1) >0,

N |—=

porque f” & definida positiva, logo f”(h,h) > 0 e ndo depende de ||h|| (pois ||h]] = 1).
Note-se que |[h|| — 0 permite tornar o(1) tdo pequeno, ndo influenciando na soma o sinal
positivo de f/(h,h).

Assim, f(z+ h) — f(z) > 0, para todo h # 0, z+ h € V,, sendo z um minimo relativo
estrito de f. O

Teorema 14. (condi¢ao necessdria para ponto de minimo relativo)

Se f é Fréchet diferencidavel numa vizinhanca V, onde z € um ponto de minimo relativo,
entao f. = 0.

Se f for duas vezes Fréchet diferencidvel em V, entao f! € ainda uma forma bilinear
semidefinida positiva.

Demonstragao. Como z é um ponto de minimo relativo f(z + h) — f(z) > 0 para todo
z+ h € V,, e usando a expansao (3.1)

Sz +h) — f(2)
U= T

= filh) +o(1) — fi(h),
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com h = ||h]|h. Isto significa f/(h) > 0, mas também usando —h, temos f(h) < 0, logo
filh) =0, (Vh:||h|| =1) = fi(h) =0 (Vh)
O outro resultado é analogo, porque como f;(ﬁ) = 0, temos

fz+h) = f(2)
[IA]?

0< = f2(h,h) +o(1) — fI(h, h),

o que implica f;’(ﬁ, B) > 0 para qualquer h. O

3.1.2 Convexidade

Defini¢ao 21. Dizemos que f é convexa em Q) C H (£ convexo) se
(e dizemos ser estritamente conveza se a desigualdade for estrita para x # y com 6 € (0,1)).

Exemplo 15. O exemplo mais simples, em H = R, corresponde a fungoes f”(z) > 0.
Para mostrarmos isso, usamos a férmula para f € C? sendo z = (1 — )z + 6y,

Fe) = (1-0)f() +05() ~ 37" (1 =08y~ (€€ [x;)

-~

>0

< (1=0)f(@)+0f(y) (seesose f>0)

NOTA: A formula acima, resulta de considerar a aproximagao do funcional A(f) = f(z) com

QUf) =1 =0)f(x) +0f(y)

o que é uma formula de grau 1 com erro A(f) — Q(f) = A(f — p1), ou seja,

A(f —p1) = f(2) = p1(2) = flz,y,2](z — 2)(2 — y)
notando que z —x = 0(y — x), z —y = (1 — 0)(x — y), e portanto

1

A(N) = Q) = =50 = 0)b(y — x)*.

Observagao 30. Num contexto mais geral, podemos ver que a Hessiana é semidefinida
positiva se e s6 se f for convexa.

Proposicao 10. Se f for convexa em €, um ponto de minimo relativo € um ponto de
minimo absoluto em §2. Para além disso, se for estritamente convexa, haverd um wunico
ponto de minimo absoluto, estrito.

Demonstracao. Tomando qualquer y € €2, se z € €2 é um ponto de minimo relativo, existe
um 6 > 0 suficientemente pequeno tal que

g=(1-0)z+0y eV,
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tendo-se f(z) < f(7). Por convexidade,

f(2) < f(@) < f(A=0)z+0y) < (1 =0)f(2) +0f(y),

subtraindo, isto implica 0f(z) < 0f(y), logo f(z) < f(y). Por isso trata-se de um minimo
absoluto, global.

Por outro lado, se x, z fossem pontos de minimo absoluto distintos, com f(z) = f(z),
entao

[0+ (1 -0)2) <0f(2) + (1= 0)f(2) = f(2),

mas f(z) deveria ser minimo, o que é contradigao. ]

Exemplo 16. A norma ¢ uma fungdo convexa, porque sendo f(z) = ||z||,

F((A=0)x+0y) = ||(1 = 0)z + 0yl| < (1 = 0)|[]| + Oyl = (1 — 0)f(z) + 0 f(y).

Exemplo 17. Seja
f(@) = ¢+ alz) + bz, ),

onde a é uma forma linear, b é forma bilinear simétrica e semidefinida positiva.
Entao f é convexa, porque

f((1=0)z+0y) = c+a((l—0)x+0y)+0b((1—0)z+ 0y, (1—0)x+0y)
= (1=0)(c+al(z) +b(z,z)) +0(c+aly) + by, y)) —0(1 = O)b(z —y,z —y)
= (1-0)f(z)+0f(y) —0(1 - 0)b(x —y,z —y)

< (1=0)f(x)+0f(y)

uma vez que 0(1 — 0)b(x —y,z —y) > 0.

3.2 Equacgoes com pontos criticos

Uma consequéncia dos resultados anteriores é que para um funcional estritamente convexo,
o seu ponto de minimo absoluto pode ser encontrado resolvendo a equagao com a derivada

fi=o0.

Numa situagao geral para funcionais regulares (F-diferenciaveis), isto é também uma condigao
necessaria. Por isso, uma estratégia para resolver o problema de minimizagao sera procurar
os valores x que tenham derivada de Fréchet nula.

No caso geral isso corresponde a resolver

z€Q: fl(h)=0, VheH.

z

o4



3.2.1 Exemplo - Minimos Quadrados

O problema de minimos quadrados consiste na determinagao da melhor aproximacao x €
S C H (onde S é um subespago de dimensao finita do espago de Hilbert H), que minimiza
a distancia a uma certa norma ¢ € H. Isto corresponde a minimizar ||z — ¢||, ou o seu
quadrado, o funcional f: S C H — R

fl@)=llz =9I’ = (& —¢,2—9).

Neste caso f é convexa, pois é uma forma quadratica (considere f(x) = (x — ¢,z — @)
no Exemplol17), por resultar da norma.

A derivada de Fréchet é f.(h) = 2 (x — ¢, h), (exercicio), e assim
fa(h) =0 (z—¢,h) =0

T

para todoo h € S, esendo S = (g1, -+ ,gn) , a0 escrever & = Zjvzl x;g; isto leva ao sistema
normal

N
(@ —¢,95) =06 > x; (g5, 05) = (&, 91) -
j=1
Este é o problema de minimos quadrados, no caso linear. Contudo a dependéncia nos
coeficientes desconhecidos x; pode ser nao linear e a derivada de Fréchet pode nao ser tao
simples.

3.2.2 Exemplo - dimensao finita

Quando H = R¥ isto resume-se a verificar a igualdade para a base candnica h = e, ..., ey,
porque a dimensao é finita.

Em RY temos f/(h) = h"V f(z), e isso corresponde a resolver e, V f(x) = 0, para cada
k=1,...,N.

Abreviadamente, isto corresponde a resolver o sistema

Vf(xz)=0.

Este sistema pode ser resolvido usando os métodos habituais: Newton, Broyden, ou
iteragao do ponto fixo.

Por exemplo, para o Método de Newton, comecando com z(?), encontramos z(!) =
z© + h, resolvendo o sistema linear

(V2 f(@¥)]h = =V f(2®))

Esta abordagem terminaria por aqui o assunto, j& que o enquadrariamos no contexto
da resolucao de equagoes.

No entanto, esta nao é a melhor abordagem. O método de Newton podera ser usado
para encontrar a direcgao de descida, mas ao longo dessa direc¢ao nao é claro que o valor
dado pelo método habitual seja a melhor escolha.

Os métodos de optimizagao sao assim diferentes dos métodos de resolver equacoes, ainda
que possam ser relacionaveis, e notamos ainda que, no caso em que f(z) = 0 tenha solugao,
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- minimizar ||f(x)|| ou [|f(x)|[?

o ponto de minimo verifica

equivale a encontrar a raiz, pois o minimo sera zero, e

1f(@)]] = 0 & f(z) = 0.

3.3 Limitacao computacional na optimizacao global

No caso de fungoes estritamente convexas vimos que o minimo absoluto é tnico, mas quando
a funcao f ¢é suficientemente geral, pode ser computacionalmente impossivel encontrar o
ponto de minimo.

Para simplificarmos a abordagem, tomemos o caso unidimensional, em que queremos
apenas encontrar

£(z) = min f(y)
y€[a,b]

Para esse efeito, consideramos um algoritmo geral A que devolve a iterada ;1 baseado

na funcao e num conjunto de pontos anteriores.

Th+1 ::J4(f,$k,"',$0L

e este algoritmo pode incluir informacao das derivadas, f™ (z;), também.

Apenas excluimos aqui algoritmos triviais que produzem uma sucessao densa de pon-
tos, para varrer o intervalo, e que sao ineficazes. Sao ineficazes, porque por exemplo por
bisseccao sucessiva, isso implicaria considerar 1 + 2 célculos para avaliar o intervalo [0, 1]
com espacamento 2. Assim, para uma inspeccdo com erro inferior a 0.001 seriam precisos
1000 calculos de f, o que é extremamente ineficaz se o calculo de f for moroso.

Observagao 31. De qualquer forma, os algoritmos triviais podem ser usados para uma
funcao genérica f que tenha um célculo rapido. Por exemplo, se for possivel computar um
milhao de vezes f em menos de um segundo, entao a simples avaliagao de f(z,) no intervalo
[0, 1] com

r,=n10"% (n=0,...,N =10

podera permitir encontrar o ponto de minimo com erro inferior a 107%. Apesar de serem
altamente ineficazes, este algoritmos nao devem deixar de ser considerados, quando pouco
se sabe de f.

No entanto, mesmo este procedimento nao garante que

N

f(am) = min f(zy)

seja uma boa aproximagao de min f(x) porque esse minimo pode estar longe do x,, obtido,
a<z<b

especialmente quando f tem u_m_grande comportamento oscilatério e a lista de pontos é
pequena.

De qualquer forma, o algoritmo de construir uma lista densa de pontos converge, desde
que a fungao seja continua. Simplesmente é demasiado ineficaz, e s6 serve normalmente
para detectar um intervalo onde se aplica outro método mais eficaz.
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Teorema 15. Nao hd nenhum algoritmo eficaz A que permita obter o minimo de f para
qualquer f € C*|[a,b].

Demonstragao. Considere a sucessao de pontos (x,) dada pelo algoritmo A e assuma que
x, — x,onde x € [a,b] ¢ um minimo absoluto de uma fungao f € C*[a, b]. Entao podemos
considerar uma fungao f que coincide com f em todos os pontos da sucessao (x,) até as
derivadas de ordem m, mas que tem um ponto de minimo absoluto em T # x.

Esta funcéo f pode ser facilmente considerada diferente em [Z — €, % + €] C [a, b] tal que
xn, ¢ [T — €, + €| (porque o algoritmo ¢ eficaz e nao gera um conjunto denso em |a, b]).
Por isso como f = f excepto no intervalo (i — €, & + €), tomando f(Z) < f(z), o algortimo
produzird os mesmos resultados, ignorado o intervalo (¥ — €, 7 + €), e caird no ponto de
minimo de f que nao o é de f Ou seja, como x, ¢ [T — €, T + €], a sucessao

Tir1 = A(f7xk7 7‘1:0) = A(fv'rlﬂ 71:0)
converge para x, que nao ¢ , ponto de minimo para a fungao f. O

Observacao 32. Exclui-se da situagao anterior o caso em que a funcao é convexa, porque
nao haveria dois minimos relativos, e exclui-se também o caso em que a funcao é analitica.
No caso em que a funcdo é analitica, a sucessao de pontos (z,,) definiria a fun¢do de forma
lnica, e nao seria possivel construir o contraexemplo.

3.4 Problemas de optimizacao unidimensional

Para além do interesse proprio, é importante o problema de minimizacao em R ou num
intervalo, pois a maioria dos métodos ird usar a pesquisa linear (line search), o que significa
encontrar um minimo na linha dada por uma certa direccao, o que se trata de um problema
unidimensional.

E claro que poderiamos considerar varios métodos no caso unidimensional, por exemplo
procurando os pontos criticos,

z: f(z) =0,

por um método habitual (bissecgao, secante, ponto fixo ou Newton), mas iremos considerar
aqui a Pesquisa pela Seccao de Ouro, e a Aproximagao Quadratica, que evitam esse célculo.

3.4.1 Pesquisa seccional

A ideia destes métodos é semelhante & do método da bissec¢ao. Assumimos que a funcao

continua f tem um tunico minimo relativo estrito z € (a,b), o que pode ser garantido

reduzindo o intervalo suficientemente, até que a funcao seja ai estritamente convexa.
Construimos uma sucessao que converge para esse ponto de minimo absoluto z.

Algoritmos Seccionais

Consideramos ay = a, by = b, e um qualquer ¢g = ¢ € (a,b) que terd menor valor
(porque os extremos nao sao o minimo).

Definimos o tripleto (ag, ¢k, bg), onde o ponto de minimo deste conjunto esta em cy.

A iteragao consiste em tomar um novo dy € (ay, bx)\{cx} ¢ testa-lo:
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e Caso ¢, < d.

— Se f(di) < f(cx) entdo (@rt1, Chr1, bs1) = (Ck, di, b)), sendo (i1, Cot1, bpt1) =
(akn Ck, dk)7

e Caso d;, < ¢.

— Se f(dk) < f(Ck) entao (ak+170k+17bk+1) = (Gmdkack), senao (ak+170k+17 bk+1) =
(dg, ci, b).

Isto significa que ou d; é um novo ponto de minimo e fica no meio do tripleto, ou
entao passa a ser fronteira do novo intervalo. Em qualquer caso, reduzimos a dimensao do
intervalo, o que permite provar a convergéncia.

Proposicao 11. A sucessao (¢x) converge para o unico ponto de minimo estrito z € (a,b).

Demonstracao. Basta ver que z € (ag, by), pois por construcao ¢ € (ay, bg) e |ax —bx| — 0,
portanto z — ¢ — 0.

Com efeito, se z ¢ (a,br) ha também um ponto de minimo relativo em (ay, by), pois
f(cx) € menor, e isso contradiz a hipotese de haver apenas um ponto de minimo relativo. [

Observagao 33. A escolha de d poderia ser qualquer, uma hipoétese poderia ser usar a
bissecgao. Por exemplo, no intervalo [0, 1] comegévamos com o tripleto (0, %, 1), e definindo
dy = 3 poderiamos ter a sorte de f(1) < f(3) com um novo tripleto (0

1T :
, 3 3) num intervalo
de comprimento 0.5, mas caso contrario o tripleto seria (i, %,

1) com um comprimento 0.75.
A questao de considerar uma escolha que mantenha o comprimento dos intervalos em ambas

as circunstancias é respondida pelo ntiimero de ouro!

Algoritmo da Secgao de Ouro (Golden section search)
Para a melhor op¢ao na sec¢ao convém que o comprimento do novo intervalo nao de-
penda do resultado do teste.
Para simplificar suponhamos que [a, b] = [0, 1], e que ¢ > d.
Entao o novo intervalo tem comprimento c ou 1—d, e queremos que sejam iguais ¢ = 1—d,
e se mantenha a propor¢ao { = %l, ou seja:
d 1—c 1—c
_—
c c c
pelo que se obtém o niimero de ouro

—1+V5

5 =
Por isso, iremos considerar se dj > ¢

ck:ak+(1—p)(bk—ak), dk:ak—l—p(bk—ak),

Com esta escolha, como by — ¢ = p(by, — a) = dy — a, temos

=c&l+e—1=0

p = 0.618034...

k1 = bpy1| = plax —bi| = |an —by| = p"la — b

ou seja, uma convergéncia linear com coeficiente assimptotico p.
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3.4.2 Aproximacao Quadratica

Uma outra estratégia consiste em considerar que f se comporta como uma fungao quadratica
proximo do minimo, e aproximar por interpolagao em trés pontos calculados antes

(Zn-2, f(Tn-2)), (@n-1, f(Tn-1)), (@n, f(2n))

o polinémio interpolador fica

pg(l») — T—Tp 1 T—zp f(l»n_z) + T—Tp_—2 T—xp f(xn—l) _I_ T—Tp_2 T—Tp 1 f(l»n)

Tp—2—"Tp—1 Tpn—-2—"%Tn Tn—1"Tpn—2 Tpn—-1—"%Tn Tpn—1"Tn—-2 Tn—Tp—1

Resolvendo ph(z,+1) = 0, obtemos

o1 flan)(@p_y —ahy) + f(@a1)(Th_s — 20) + flaa—2) (2} — 75_4)
o 2 f(xn)(xn—l - xn—2) + f(xn—l)(xn—2 - xn) + f(xn—Z)(xn - xn—1>

que é o ponto de minimo de p, e que servira para aproximar o ponto de minimo de f.

De certa forma é semelhante ao método da secante para f’, mas evita o calculo das
derivadas, e tal como o método da secante apresenta uma convergéncia supralinear. Tam-
bém hé formas de circunscrever as iteragoes a um intervalo, como é o caso do método de
Brent, por adaptacao do Método Regula Falsi.

3.5 Métodos de Descida

Vamos agora considerar uma grande classe de métodos denominados métodos de descida.
De um modo geral, podemos considerar um método dado por um algoritmo com uma fungao
A:Q — Q, e um procedimento iterativo,

Tpy1 = A<xn)

comecando com um zg inicial. Este é um procedimento semelhante & iteracao do ponto
fixo, mas agora associando uma fungao de descida Z : () — R, tal que

Z(Ax)) < Z(x), x# =z,

onde z sdao pontos de minimo estritos em . A funcao de descida pode coincidir com f,
e no caso dos pontos de minimo de Z sao os mesmos de f. Uma outra possibilidade sera
considerar Z = |V f|?, mas nesse caso os pontos de minimo de Z serdo os pontos criticos
de f (notando que o ponto de minimo coincide com o ponto critico quando f é convexa).

Teorema 16. (convergéncia global). Se A € continua e 2 compacto, entao a sucessao
() dada pelo método de descida, tem subsucessoes que convergem para pontos de minimo
estritos.

Demonstragao. Como (x,) é uma sucessao num compacto (2 entdo podemos extrair sub-
sucessoes convergentes.
Sendo (z,,) uma dessas subsucessoes temos z,, — x, e como A é continua,

Ly, = A(xnk_l) - A(.CE),

e por unicidade do limite, A(x) = z. Portanto Z(A(x)) = Z(z), e x serd um ponto de
minimo estrito, pois Z(A(z)) < Z(x) nos restantes casos. O
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Exemplo 18. The golden ratio search is a descent method. Consider Z = f, and we
may consider A to be the algorithm that constructs the sequence (¢,), since f(cpi1) =
f(A(en)) < f(en) if ¢, # z, where z is the unique minimum point in X = [a, b].

Definicao 22. Algoritmos de Pesquisa Linear. Considere-se a iteragao
Tpt1 = T + wndny

onde d,, ¢ denominada direc¢ao de descida. Escolhendo w, > 0 para aproximar o ponto de
minimo de

g(w) = f(z, +wd,)

temos um método de descida, baseado numa pesquisa linear ao longo da semi-recta
S(zp,dy) = {x, + wd, : w>0}.

A pesquisa é exacta se procurarmos que w, seja o ponto de minimo em S(x,,d,), caso
contrario, diz-se inezracta.

Observagao 34. Estes algoritmos de pesquisa linear sdo métodos de descida (com Z = f),
porque

f(@ni1) = f(2n + wndn) = g(wn) < g(0) = f(zn).

A tnica condi¢ao que precisamos para garantir uma descida é que o w, escolhido verifique
g(wy) < g(0). Notamos que a determinagao exacta do minimo pode ser ineficaz computa-
cionalmente.

Proposigao 12. Para uma fungao Fréchet-diferencidvel, se f, (d,) < 0 entdo d,, € uma
direccao de descida.

Demonstracao. Basta notar que pela expansao de Taylor
f@na1) = f(an + wdn) = f(an) + wfy, (dn) + o] |wdn|])

e assim, como w > 0, quando w — 0

f(@ng1) — f(zn)

w

= fa,(dn) + o(||dn]]) <0

o que significa que f(zp41) < f(xy). ]
Observacio 35. No que se segue iremos considerar apenas o caso H = R, e portanto,
exigimos apenas que

Vf(z,)"d, <0.
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3.5.1 Método do Gradiente

O exemplo mais conhecido de método de descida é o Método do Gradiente ou do Maximo
Declive (steepest descent), que corresponde a escolher a direc¢ao do gradiente como descida

d, = —Vf (xn)a
fazendo a pesquisa linear nessa direcgao.

Proposicao 13. O Método do Gradiente é um método de descida.

Demonstracio. Basta notar que Vf(z,)"d, = =V f(x,) Vf(x,) = —||Vf(x,)|* <0, até
que V f(x,) = 0, sendo ai ponto critico e x,, seria 0 minimo. ]

Exemplo 19. Considere a fungao f(z) = €?®* + e 172 + 4x,, onde temos
Vf(z) = (2% — e ™77 _e™"17%2 4 4,

Neste caso ¢ facil determinar os pontos criticos porque de V f(x) = (0,0) temos

9201 _ gmwi—z2 _ () [9p221 =4 |x =1llog2 [x; = ilog2
4 — g~T1—T2 =0 |e Pt 2 =4 —% 10g2 — Ty = 210g2 Lo = _% 10g2

Este © = %(1, —3)log2 é um ponto de minimo estrito, conforme podemos ver pela matriz
Hessiana )
4e ™t 4 71T eTTITE2 12 4
Vf(x) - |: 67:)31712 67117:132 :| N ) 4 4 :|
= %( 3)log?2

que é definida positiva.
Consideremos agora o Método do Gradiente com pesquisa exacta comecando com
(0,0). Entao

0) _
2 = 2O — V(@) = —wo(1,3)
e wp minimiza g(w) = f(~w, —3w) = e % + ' — 12w. Como
d (W)= -2 44" —12=0

¢ equivalente a 4¢% —2/¢ — 12 =0, com ( = e~ %,

3.5.2 Meétodo de Newton

Consideramos agora um novo desenvolvimento de Taylor para o método de Newton

2

) = F) 4 wd® V) + T @) (@) + ofw?)
e tomamos a direccao do Método de Newton
d" = —[V2f ()] V(™)
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0 que é equivalente a resolver o sistema linear
(V£ =~V f (@),
Isto leva a seguinte igualdade (w > 0),

fat™D) — fa™)

w

= A" V() + TV @)d 4 o(w)
= —Vf<x<”>>T<[v2f< V™)

—S (@) TV )V )TV ) + ofw)
= V") (VA E) )TV )

+5 V@) TV @) )TV @) + o(w)

= (~1+ V)TV )TV ) + o(w)
Quando a Hessiana é uma matriz definida positiva, também é a sua inversa e temos

VM) (V2 ) TV (™) >0,

quando 2™ ndo é um ponto critico. Assim, quando 0 < w < 2, suficientemente pequeno,
obtemos um método de descida.
De novo podemos usar um algoritmo de pesquisa linear para obter w,, > 0, que minimize

g(w) = fa™ +wd™),

ou pelo menos, tal que f(z™*Y = g(w,) < g(0) = f(z™), para garantir a descida no caso
da pesquisa linear inexacta.

Proposicao 14. Para f € C?, o método de Newton com pesquisa linear tem pelo menos
convergéncia quadrdtica.

Demonstragao. Trata-se de uma simples consequéncia da convergéncia quadratica do Método
de Newton classico, quando aplicado a V f(x) = 0. A iteragao de Newton cléssica é

2D = ) (V2 f(20)] 1V f(2),

o que corresponde a tomar w,, = 1. Por isso se considerarmos w,, tal que g(w,) < min{g(0), g(1)},
temos um método de descida melhor que o classico que tinha ja convergéncia quadratica. [

No Método de Newton para garantir a descida precisamos que a matriz Hessiana seja
definida positiva nos pontos de calculo. Se isto é esperado perto do ponto de minimo estrito,
pode nao ser verdade em pontos mais distantes, por isso vamos considerar uma variante,
que corresponde ao Método de Levenberg-Marquardt.
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3.5.3 Meétodo de Levenberg-Marquardt

No Método de Levenberg-Marquardt consideramos um parametro €, > 0 e a direccao
d™ = —[e, ] + V2 f (™) 7'V f(2™).

Notamos que se €, = 0 é o Método de Newton, e quando &, — oo comporta-se como o
Método do Gradiente, porque

nd® = [ + — V@)V ) -V [ (a),

n

Por isso, o Método de Levenberg-Marquardt pode ser visto como uma combinagao convexa
dos métodos do gradiente e de Newton. Serd melhor considerar ¢, = 0 quando estamos
proximos do ponto de minimo, para beneficiar da convergéncia quadratica do Método de
Newton, caso contrario ¢ melhor tomar um ¢, > 0 tal que a matriz

M = e,] + V?f(z™)

seja definida positiva.
Para esse efeito podemos efectuar um decomposicao de Cholesky da matriz M = LLT,
e usa-la para resolver o sistema

[en] + V2f(2™)])d™ = =V f(2W) <= LLTd™ = -V f(z™).

Observagao 36. Uma outra possibilidade é considerar a diagonal da matriz hessiana ao invés
de I.

Exercicio 12. Mostre que o Método de Levenberg-Marquardt é também um método de
descida.

3.6 Pesquisa Linear Inexacta

E computacionalmente ineficaz efectuar uma pesquisa linear exacta em cada passo da it-
eragao, ja que s6 acidentalmente o minimo iria estar ao longo dessa direccao. Em vez
disso, podemos prosseguir usando uma pesquisa nao exacta, procurando apenas aproveitar
a descida nessa direcgao.

3.6.1 Regra de Armijo

Retomando a funcio g(w) = f(2® 4 wd®), um valor w > 0 é considerado “ndo demasiado
grande” se verificar a Regra de Armijo:

9(w) < 9(0) +£g'(0)w,

dado um ¢ € (0,1) fixo. Podemos comegar com wy > 0, e definir um factor multiplicativo
n > 1, tal que w, nao seja demasiado pequeno.
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O algoritmo reduz-se a:
e Se

g(wi) < 9(0) + g (0)wy,

tomamos w1 = Nwg, até que a regra nao se verifique (ai usamos w, = wg).
+ 3
Por outro lado se comegarmos com wy que nao verifica a regra de Armijo, tomamos
1 < 1 e procedemos de forma semelhante

Wr1 = MW,
até que a regra seja verificada.

Observagdo 37. Teste de Goldstein. E semelhante & regra de Armijo agora com ¢ € (0, 3),

9(0) + (1 = )¢ (O)w < g(w) < g(0) +eg'(0)w.

A primeira desigualdade é adicionada para que w nao seja demasiado pequeno.

Exemplo 20. Vejamos um exemplo para aplicacao da Regra de Armijo na pesquisa linear
inexacta associada ao método do gradiente.
Seja
f(z) = (21 +2)? + (23 — 1)? + 321 + 2,

e comegamos com (¥ = (0,0). Como

—2 —f- 2[E2

Vf(z) = { 7+ 21 ]

a direccdo do gradiente é d® = —V f(2(®)) = { _27 } . Temos assim

gw) = (@0 +wd®) = f(=Tw,2w) = (—Tw +2)% + 2w — 1)? — 21w + 2.

Aqui ¢ facil obter ¢'(w) = 53(2w — 1), dando w = 3 como solugao e levando a

20— 20 4 g — (_; 1)

que é imediatamente o ponto de minimo da forma quadratica f.
Porém aqui o objectivo é ilustrar a Regra de Armijo.
Neste caso ¢'(0) = =53, e tomando £ = 0.5, comec¢ando com wy = 1 obtemos

g(wo) — (9(0) + e¢'(0)wp) = 26.5 > 0,

o teste falha e consideramos w; = nwy com n = 0.5 < 1, levando a w; = 0.5, e esta é ja a
solucao.
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3.6.2 Teste de Wolfe

O tese de Wolfe usa alternativamente

g(w) = (1—-2)g'(0)

para assegurar que w nao ¢ demasiado pequeno.
Note-se que quando consideramos ¢(0) ~ g(w) + ¢'(w)(0 — w) entao

9(w) —9(0) = g'(w)w
e a primeira desigualdade fica
9(0)+ (1 =) (0w < g(w) & (1-2)g' (0w < g(w) — g(0)

o que leva (aproximadamente) ao teste de Wolfe

(1-2)gd (0w < g(w) —g(0) = ¢'(w)w.

3.7 Sistemas lineares e Direccoes Conjugadas

Podemos relacionar a minimizacao de uma funcao quadrética a solugao de sistemas lineares,
pois o minimo de

1
flz) = éxTAx —b'r+c

é a solugao do sistema linear Az = b, onde A é um matriz simétrica e definida positiva.

3.7.1 Meétodo do gradiente para sistemas lineares

Neste caso temos
d™ = -V f(x™) =b— Az™

e a escolha optimal para w, é dada pela solucao de

d
0= d—f(x(") +wd™) = d™.Vfz™ 4+ wd™)

w
= d™ . (b— A(z™ + wd™))
= d™ . (b— Az™ —wd™ . Ad™)

—_———
()
de onde temos wd™ - Ad™ = d™ . 4™ ¢ por isso
P

T ™

Assim, o método do gradiente aplicado & minimizacao de formas quadraticas leva-nos a
expressao

1A%

|[d™1]]%

onde d™ = b — Az no caso de sistemas lineares. Este d™ = b — Az & habitualmente
designado “residuo do sistema”.

L) )
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Observagao 38. O valor dado para w, no caso de sistemas lineares pode ser adoptado como
iterada inicial no método do gradiente (versao exacta ou inexacta), usando

" = =V f@™), A=V f@™),

pois na vizinhanga do ponto de minimo a fung¢ao comporta-se como uma forma quadratica
onde a matriz hessiana é A.
Assim, por vezes o método do gradiente é mais simplesmente tomado como

2D — () @Vf(x(”))
usando

V£ (=)

NG

como aproximagcao do valor exacto w,,, algo que podera ser melhorado usando os algoritmos
de pequisa linear inexacta (Armijo, Goldstein, ou Wolfe).

0=

Proposicao 15. O método do gradiente para minimizacao quadrdtica verifica a estimativa

de erro
e[, < MHG(")HA
- )\ma:c + )\mzn
exibindo convergéncia linear.
Demonstragao. [ver Luenberger| O

3.7.2 Meétodo das direcgoes conjugadas

Ao invés de usarmos as direcgdes do gradiente, podemos usar direc¢es ortogonais relativa-
mente ao produto interno definido por

(u,v) , = u' Av,
ja que A é uma matriz definida positiva e simétrica.

Definigao 23. Quando (u,v), = 0 as direc¢oes u e v sado designadas A-conjugadas (ou
A-ortogonais).

Tal como no processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt, podemos definir direcg¢oes
A-conjugadas

d© N

g ...

basedas nas direc¢oes do gradiente, que sao residuos (n =0,..., N — 1),
r = V™) =b— Az,

De forma semelhante, dada a direccao conjugada d™, o optimal w, para a minimizacao
quadrética é dado por
d
0=--7 (2 + wd™) = d™ - (b — Az™ —wd™ . Ad™)

r(”)
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dm) .p(n)

e, € © Método das direcgoes conjugadas fica

ou seja w, =

A ()
|5

2+ — o) 4 o)

Teorema 17. O método das direccoes conjugadas atinge a solugcdo depois de N iteragoes
(onde N € a dimensdo da matriz A).

Demonstracdo. Considere o erro na iterada e™ = z — 2™ o que da imediatamente

et — () _ , q) — () _ &T(?d(n)7
||
ou seja

Por outro lado podemos escrever e(”) na base A-conjugada
e = pod® + -+ 4+ py_d™N!

onde p; é a A-projeccao
(e, d®)

Pr =
[|d®%

(N)

Para concluir que e"') = 0, fica suficiente mostrar que p, = wy,

(@ d®) (e 4 wpd® 44wy ydD dB)

P = d®]2 4= FIGIE
||| |5 [%
<e(k), d(k)>A +0 4B . e gk . (b— A$(k)) d®) . (k)
— = == = - wk‘?
||d®]% |[d®)][% [R5 [R5
para k=0,...,N — 1. O

Observagao 39. Para construir as direc¢oes conjugadas a partir das direc¢oes do gradiente
) usamos o processo de Gram-Schmidt, comecando com

d® = O
k—1
2 ||d<a ||A
o que leva a
(k)[|2
(k) _ (k) ||| (k—1)
d 4 —Hr(kfl)HQd )
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3.8 Meétodos dos Gradientes Conjugados
As direccoes conjugadas podem ser aplicadas ao método do gradiente, usando
) =~V f(ah),

mas agora notamos que algumas expressoes que seriam equivalentes no caso quadratico
podem deixar de o ser neste caso mais geral. Dao assim origem a métodos diferentes, por
exemplo:

- as variantes Fletcher-Reeves e Polak-Ribiére.

3.8.1 Métodos de Fletcher-Reeves e Polak-Ribiére

O Método de Fletcher-Reeves usa as direcgoes definidas recursivamente por

[Ir®[?

(k) — (k)
R e

d*=

enquanto o Método de Polak-Ribiére usa a expressao

(T(k) —_ T(k_l)) . T(k) (k—l)
oo

40 — )

que era equivalente & primeira no caso quadratico.

Observagao 40. Uma outra forma equivalente leva ao método de Hestenes-Stiefel

(/r’(k) — r(kil)) . fr‘(k) d(k—l)

) _ (0
A7 =rUF m oy e

3.8.2 Implementagao como métodos de descida
Os métodos anteriores apenas nos dao as direcgoes de descida, seguindo as expressoes que
se obtinham para o caso quadratico.
Essas direcgoes devem ser consideradas na forma
onde o wy deve ser encontrado pela pesquisa linear com a fungao habitual
g(w) = f(a® +wd®),

usando um pesquisa exacta ou inexacta, conforme descrito anteriormente.
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3.9 Meétodos Quasi-Newton

Ha4 diversas formas de evitar o calculo da matriz hessiana para a implementacao do método
de Newton. Assim, nao teremos o método de Newton, mas suas aproximacoes, que Sao
chamadas Métodos Quasi-Newton.

Tal como no caso do Método de Broyden para resolver sistemas nao lineares, podemos
considerar uma aproximacao do “tipo secante”, usando uma matriz B em vez da hessiana

H = V2 f(2™), que verifica
V@) = Vf®) + H@™ Y —2®) +o(||nP])

com A = pk+1) _ 2 (8),
O método de Newton cléassico toma 1) tal que V f(z*+1)) = 0.
Assim, em vez de fixarmos a hessiana H, procuramos uma matriz By, tal que

V") = Vf(®) = Bu(a™D — 2®).

Duas escolhas habituais para Bj surgem dos algoritmos DFP e BFGS, que sao casos
particulares destes métodos de Broyden.

3.9.1 Meétodos BFGS e DFP

Considere-se y® = V f(z®), e A = yk+1) — ),
A variante DFP (Davidon- Fletcher Powell) considera

k k k k k k
PSR P A W PR L0 U WA O
Sa RO | B TRE | T TR

Y T Y

onde a sua inversa é dada pela formula de Sherman-Morrison

hd T By 1By hy )T
TR ()T B

By =By +

Isto pode ser usado numa pesquisa linear
2D — (k) kak_l(—Vf(x(k))),

onde a direcgao é

d® = —B 'V f(x®),
e onde wy é procurado minimizar g(w) = f(z*® + wd™®), por pesquisa exacta ou inexacta.

Alternativamente podemos considerar a variante BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno)
hék) [hz(/k)]'l' Bk h;k) [Bk hgk)]'l'

Byy1 = Br + -
' DCENTCI NG
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com inversa dada pela formula de Sherman-Morrison
k)pq (k k)pq (k k) g (k
PSSR (150 P N 1 L 0
I A Y R
e um processo semelhante é considerado.

Observagao 41. Estes dois métodos podem ser agrupados numa combinagao convexa (familia
de Broyden)
By = (1= 00) B + 06 BRL”

com um parametro fixo ou variavel 0 € [0,1]. A combinagao convexa tanto pode ser usada
directamente em B} ou na sua inversa B3, ! dependendo na forma de avaliacdo de d® (ou
seja, resolver um sistema, ou calcular a inversa).

3.9.2 Método de Gauss-Newton (minimos quadrados nao lineares)

Um caso conhecido é o problema de minimos quadrados com uma func¢ao nao linear

F:RY - RM
e onde o objectivo é minimizar
1 5 1
f@) = SIF@IP = 5 (F(), F@))

Exemplo 21. Aproximar g(t) com fungoes da forma z;e™', ou seja temos que minimizar

F(zy,29)(t) = z16™% — g(ty)

para pontos ti, ..., ty, no caso da norma ¢? discreta
M
f(x1,22) = Z(xlemtk — g(tk))*.
k=1

Como a dependéncia nos coeficientes 1, x5 deixou de ser linear, o procedimento dos minimos
quadrados habituais deixa de ser possivel.

e O processo geral é ainda usar a derivada de Fréchet e obtemos
fe(h) = (Fy(h), F(x))
porque

(F(z +h),F(z +h)) — (F(x), F(z)) = (F(z+h)— F(x),F(z+h)+ F(z))
(F2(R) + o([[Al]), Fy(h) + o(||h]]) + 2F (x))
= 2(F,(h), F(z)) + o([|h]])

notando que (F3(h), Fy(h)) = [[F2(WI]* < (|[Follcan lhI)? = O(IR[1) = o(||Al])-
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e No caso em que H = RY e em que F(x) € RM, temos

0= fi(h) = (Fi(h), F(z)) = (VF(z)h) - F(x),

e usando a base candnica com h = e, obtemos
VF(z) F(z) = 0.

Ou seja
() o gnlt) [ Ft)
: : : =0
() - g(tu) F(twm)

Exemplo 22. No exemplo considerado antes, com F(z1,22)(t) = z1e"" — g(t), obtemos

ezt 1t e*2t g(ty) — xye™h

VF(z) = : : —F(r) = :
er2tm Tty er2tm g(tyr) — et

0=f =VF(x) F(z)

ficando )
Zk:l(g(tk) — :Elex?tk)ezgtk |: .
- ]

VF(z) F(z) =
22/1:1 (g(tk) - xlemtk )ZL‘ltkertk

e Aplicando o Método de Newton & funcio ®(x) = VF(x)" F(x), temos
Vo(r) = V(VF(2)"F(z)) = V?F(2) : F(x) + VEF(z) ' VF(x).

O Método de Gauss-Newton consiste em ignorar a parte das 2% derivadas, V2F(x)

F(x), e trabalhar apenas com
Vd(z) =~ VF(z) ' VF(x)
—®(2x™), ficando assim

na resolucio do sistema linear de Newton V®(z*))h =
(3.2)

[Método de Gauss-Newton| J'J h= —J'f

onde J = VF(z®), £ = F(2®).
Esta atribuicao do valor de h pode ser tanto encarada como a escolha directa para 21
gD = 2 0) 4 p

como também uma direccio de descida, e nesse caso z**t1) = z*)  wh, onde w é determi-

nado pelos métodos de pesquisa linear.
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Observagao 42. Pelo método de Gauss-Newton
pEFD) (k) — = —(JTJ)*lef
e portanto pode ser visto como uma aplicacao do método do ponto fixo usando

r = Gx)y=x—(JJ)Jf
= 22— (VF(2)"'VF(2))'VF(z)" F(z)

Observagao 43. Uma forma mais conhecida de aplicagao do Método de Levenberg-Marquardt
é aplicada ao Método de Gauss-Newton

(J'J+el)h=—-J'f

sendo também habitual substituir I pela diagonal da matriz J'.J.
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Capitulo 4
Optimizacao com restricoes

Dada uma fungao f : RY — R considere-se o problema de minimizacao (P):

min T
2z€QCRN f< )

onde Q é um conjunto admissivel, definido agora por restricoes ¢; :
- restrigoes de igualdade, ¢;(z) = 0, onde ¢ € E' (E é o conjunto de indices de igualdade)
- restrigoes de igualdade, ¢;(x) > 0, onde i € D (D é o conjunto de indices de deigual-
dade)

Portanto o conjunto admissivel é dado por
Q={zecRY:¢(z)=0 (i € E),c(x) >0 (i € D)}.

Definicao 24. Seja f continua, dizemos que z € Q ¢ um ponto de minimo local se existir
uma vizinhanga V, :

f(z) > f(2),Yz e QN V,;
e dizemos ser estrito se f(x) > f(z) quando z # z, z € QN V..

No caso de minimizagao com restri¢oes o ponto de minimo pode estar no interior, z € €2,
ou num ponto da fronteira, z € 0f2.

Definigao 25. A restricio ¢; diz-se Activa em z € Q, se ci(z) = 0. As restrigoes de
desigualdade dizem-se inactivas se ¢;(x) > 0. Para cada = € €2, o conjunto de indices das
restricoes activas é:

A(x) =EU{i € D :¢(z) =0}.

Para evitar condi¢oes redundantes no mesmo ponto, quando ¢; sao diferenciaveis, tam-
bém assumimos independéncia linear dos gradientes.

Definigao 26. (LICQ - Linear independence constraint qualification). A condi¢ao LICQ é
véalida em z, se o conjunto de fungoes

{Vei(z) i€ A(2)}

for linearmente independente.
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4.1 Condicoes KKT

Ao problema de minimizac¢ao com restri¢oes associamos a funcao lagrangiana
Lz, = f(z)— Y Naix),

onde )\; € R sao os multiplicadores de Lagrange, definidos para cada ¢ € E'U D.

Teorema 18. (Condigoes necessdrias de 1% ordem - KKT - Karush-Kuhn-Tucker).
Se z € um ponto de minimo local verificando LICQ), entdo existe um multiplicador de
Lagrange (vectorial) \ que verifica as condigoes (KKT):

Vf(z) = Yieae AiVei(z) =0

ci(2)=0 (1€ F)
ci(z) >0 (i€ D)
A >0 (i € D)

As condi¢oes KKT levam a um sistema onde o nimero de equagoes coincide com o
ntumero de incognitas. Esse sistema pode ser resolvido no contexto habitual de métodos
para sistemas de equagoes, no entanto hé outras abordagens - nomeadamente as que levam
a uma adaptacao a métodos para problemas sem restri¢oes.

Observacao 44. Ao numero de incégnitas N correspondente as coordenadas do ponto z
acresce o namero de incognitas Mp + Mp (o cardinal de E somado ao de D) resultante
das restricoes. Essas incognitas passam a ser os multiplicadores de Lagrange, um por
cada restricao. A primeira condicao tem N equagOes, a que juntam as equagoes Mg. As
inequagoes Mp passam a equagoes activas pela tltima condicao quando os A; nao sao
nulos. Devem discutir-se os casos conforme os \; sejam ou nao nulos (ao definir um A\; = 0
fica determinada uma das incognitas). Se assumirmos todos os A; nulos vamos encontrar
minimos de f sem ter em conta as restri¢oes (isso s6 acontece quando o minimo é interno
ao conjunto admissivel).

Exemplo 23. (Restrigdes de igualdade)
Consideremos f(r) =4 — 2?2 — 4x179 — 2 sujeito a restrigao =% + x2 = 1.
Podemos escrever ¢;(z) =1 — 2% — 22 = 0, e temos

L(z,\) =4 — 2% —drymy — 25 — N1 — 23 — 23)

o que nos da

VE(I,)\) _ |: —2$1—4l'2+2)\$1 :| —0

—4x1 — 219 + 219

e podemos resolver este sistema pelo método de Newton.
O método de Newton envolve aqui a matriz Hessiana de £ que pode ser escrita, no caso
de restri¢coes de igualdade, na forma seguinte

He(z,\) = { (g?g)g —Ovc]
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onde Ve é a matriz jacobiana relativa as condigoes ¢, e onde V2L representa a matriz
hessiana apenas em termos das condi¢oes sobre x.
Neste caso, como

—24+2A —4
2, _ _ T
Vil = 4 ogon | Ve = 2z 214]
obtemos
He(z,\) = —4 —24 2\ 29
21‘1 2I2 0

o que também poderia ser obtido por calculo directo.
Assim, o método de Newton consistiria na resolucao sucessiva dos sistemas

Hg(:c("), )\(n))s(n) — —VL(J:("), )\(n))
que definem a nova iterada (z(™+1) AFD) = (2 \(M)) 4 g,

No caso mais geral, devemos ainda considerar a possibilidade de restrigoes de desigual-
dade, e iremos ver como estas sao usadas.

Definicao 27. Definimos o conjunto

- ' d*Vei(2) =0, (i€ E)
= {ad' oo {d*v@(z) >0, (i€ DNA) }

que corresponde ao cone tangente a regiao admissivel (sendo LICQ valida);
e também o conjunto Fy(\, 2) C Fi(z) :

Fo(\ z)={d € Fi(z) :d"Vci(2) =0 (i € DN A(z),\; > 0)},
subespaco tangente das restri¢oes activas.

Proposicao 16.
(i) Se z verifica as condigoes KKT e w € Fi(z), entao w*V f(z) > 0.
(i1) Se z verifica as condigoes KKT e w € Fy(\, z), entao w*V f(z) = 0.

Teorema 19. (Condigdes necessdrias de 2% ordem). Se z € solugao local do problema de
minimizacao (P), e sendo f,c € C?(V,), verificando-se a condi¢ao LICQ em z, entio sdo
validas as condicoes KKT e a matriz Hessiana do Lagrangiano é semidefinida positiva em
Fg()\, Z) :

w*He(z)w >0, Yw € Fy(A, z).

De forma analoga estabelecem-se condicoes de 2% ordem, suficientes

Teorema 20. (Condigoes suficientes de 2% ordem). Sejam f,c € C*(V,), tal que existe
um vector multiplicador de Lagrange A associado ao ponto z onde se verificam as condi¢oes
KKT e a matriz Hessiana do Lagrangiano € definida positiva em Fy(\, z) :

w* He(2)w >0, Yw € Fy(\, 2),w # 0;

entdo z € solugao local estrita do problema de minimizagao (P).
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Exemplo 24. Consideramos o problema de minimizacao de
f(z) = (1 — 2)* + 223
com as restrigoes de desigualdade
c(x)=1—x1 —x9, co(x) =29 — 21 + 1, c3(x) = 1.

Nota: aqui sabemos imediatamente que o ponto de minimo é z = (1,0).
O gradiente do Lagrangiano é dado por

Vﬁ(Z, )\) = Vf - )\1V01 - )\QVCQ — )\3V03

B 201 —2) | -1 -1 1 1
- [P A o]
Pelo que as condi¢oes KKT ficam:

2(1’1—2)+)\1+)\2—)\3 o 0
4&32"‘)\1—)\2 - 0

com as restricoes
r1—1<w<1—2; 20 20

com A, Ao, A3 > 0, e com

)\1(1 — X1 —.I'Q) =0
)\2(1‘2 — T + ].) =0
)\33?1 =0

Podemos ver os varios casos.

19) A1, A2, A3 = 0, corresponde a nao impor restrigoes, e o minimo seria interno. Obterfamos
imediatamente x = (2,0), mas a condigao ¢, ou seja xs < 1—x1 nao seria verificada 0 < 1—2
é falso. Concluimos que o minimo sem restrigdes nao ¢ o minimo do problema (P).

2°9) A1, A2 = 0,3 # 0, corresponde a considerar apenas uma restricdo activa em cz,
obtemos logo x1 = 0, mas isso implica —4 — A3 = 0, ou seja A3 < 0, o que nao pode
acontecer (por KKT).

Se considerarmos A\; # 0, A\ = A3 = 0, é semelhante, mas apenas com a restri¢ao activa
em ¢y, obtemos (resolvendo o sistema) = (4/3, —1/3) que nao pertence a regiao admissivel,
pois ¢a(z) = —3 — 5 +1 <0.

Finalmente, Ay # 0, \; = A3 = 0, resulta numa falha da condigao c¢;.

39) A1, A2 # 0, A3 = 0, corresponde a considerar as restrigoes ¢; e ¢p activas. A resolugao
do sistema leva imediatamente a solugao pretendida z = (1,0), com A = (1, 1,0).

Assim verificam-se as condi¢coes KKT, e a matriz Hessiana do Lagrangiano é definida
positiva i

He(z) = [ -

Notamos ainda que as condigoes activas, sendo ¢y e ¢y levam aos vectores gradientes

—1 [ —1
VC1:|:_1:|,V(32: 1:|7

que sao linearmente independentes, sendo vélida a condigao LICQ.
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Observagao 45. Fazemos notar que no caso em que ha apenas restrigoes lineares, ou seja em
que a fungao c é linear (ou afim) as segundas derivadas sao nulas, tendo-se uma coincidéncia
das matrizes hessianas: Hy = Hy.

Podemos ainda considerar a matriz jacobiana das restricoes activas
R = [Vci(z)](ieA(z),/\i>O)

que sera uma matriz M x N em que M < N é o numero das restrigoes activas consideradas.
Se a condicao LICQ for verificada a caracteristica da matriz R sera M e o nicleo terd
dimensao N — M.

Verifica-se ainda facilmente que Ker(R) = Fy(\, 2).

Definindo uma matriz S em que as suas colunas formam uma base de Ker(R), ou seja
RS = 0, e escrevendo entao os vectores de Fy(\, z) na forma w = Sv, podemos reescrever
as condicoes de 22 ordem, sobre a matriz Hessiana do Lagrangiano, numa forma diferente:

(Sv)"He(2)(Sv) > 0,¥0 € RN

que corresponde a condi¢ao de H. ser definida positiva em Fy(, z); e de forma semelhante
a condicao definida positiva, com a desigualdade estrita (... > 0, se v # 0).

No caso em que M = N, temos Ker(R) = Fy(\,z) = {0} e a matriz hessiana ¢ ai
trivialmente definida positiva, o que podemos resumir na seguinte proposicao:

Proposicao 17. Se a condicio KKT € satisfeita com o par (z,\) e o conjunto dos gradi-
entes com restricoes activas € linearmente independente

N =dim{Ve¢;(z): i€ A(z),\s >0 (i € D)}

entdo z € solugdo local estrita de (P).

4.2 Casos Especiais

4.2.1 Restricoes lineares de igualdade
No caso em que ¢; sdo apenas lineares/afins, as condi¢oes de igualdade podem ser escritas
Ar =b

decompomos a matriz A = [B:C] tal que B seja uma matriz M x M invertivel (pode ser
necessario uma prévia troca de linhas), e separando ainda x = (zp, x¢) obtemos

Ax = Bxg + Cxc
pelo que podemos resolver Ax = b na forma
rp =B 'b— B 'Czxc.
Assim, a restri¢ao é incorporada num problema sem restri¢des definindo uma nova fungao
g(ze) = f(z) = f(zp,2c) = f(B~'b — B™'Cac,ac)
podendo aplicar-se um método sem restricoes em RV~ para encontrar o minimo de g, que

serd o minimo de f sujeito as restrigoes lineares.
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Observagao 46. O mesmo processo pode ser aplicado noutros casos em que seja possivel
uma simplificagao, escrevendo algumas variaveis em funcgao das restantes. Por exemplo,
sendo
_ 2 4 6x4
flz) = (z1 +x2)* +235+¢€

com restrigoes ¢i(z) = x1 + 29 — €™ = 0,c2(x) = 23 — x1 — 22 = 0, podemos definir
imediatamente x3 = x; + x5 = €™, obtendo um problema de minimizagao a uma so variavel

g(w3) = 23 + w3 + a3,

4.2.2 Caso quadratico com restricoes de igualdade lineares
No caso em que f é uma funcao quadratica da forma

flz) = %x*Gm + x*d

sujeito a condi¢oes Ax = b com A matriz de caracteristica M, o problema a resolver é
linear, pois sendo ¢(x) = Ax — b, temos

Vf=Gx+d, Vec= A,

obtendo-se o sistema resultante da condicao KKT, sobre o lagrangiano
G —-Ar x| | —d
A 0 A b
4.3 Meétodos para optimizacao com restricoes

Mencionamos apenas brevemente alguns tipos de métodos - penalizacao e barreira - que
permitem lidar com o problema de optimizac¢ao com restricbes numa forma em que po-
dem ser usados métodos de optimizacgao sem restricoes. A ideia consiste simplesmente em
incorporar na minimizagao sem restri¢oes uma funcao de custo adaptada ao dominio.

Um estudo mais detalhado destes e outros algoritmos nao sera apresentado nesta intro-
ducao a matéria.

4.3.1 Métodos de Penalizagao

Consideramos uma fungao de penalizagao P regular, nao negativa, e tal que
Px)=0&2¢€Q.
Definimos uma nova funcao para minimizar

Fu(z) = f(x) + pP(z)

onde p > 0 é um parametro suficientemente grande, que pode ser redimensionado a cada
passo.
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Exemplo 25. Por exemplo no caso em que procuramos
com Q definido por ¢;(x) > 0, (i € D), podemos definir
Fu(z) = f(x) +p Y Ple(x))
i€D
onde
P(ci(z)) = min{0, c;(x)}>.

Comecamos com g > 0 e resolvemos o problema sem restri¢oes para F),. A cada aumento
do valor de p podemos usar o valor obtido anteriormente.

4.3.2 Meétodos de Barreira

Os métodos de barreira sao semelhantes aos anteriores, mas consideram B nao negativa tal
que
B(z) — oo, when x — 09,

e a fun¢do a minimizar sem restrigoes passa a ser (y — o0)
Fyfw) = f(x) + 57 B(a)

Exemplo 26. Uma possibilidade usada é a barreira logaritmica. Por exemplo no caso em
que procuramos

min f(x)
Q
com Q definido por ¢;(x) > 0, (i € D), podemos definir

Fule) = S0+ 57 3 Bee)
onde B(y) = —log(y).

4.3.3 Lagrangiano Aumentado

Uma possibilidade usando o método de penalizagao para condigoes ¢;(x) = 0 seria considerar
Fu(z) = f(2) +p ) ci(@)?
i€k
e a variante do Método do Lagrangiano Aumentado consiste em incorporar os termos do
lagrangiano, na nova fun¢ao sem restrigoes:

1
Fu(z) = f(2) + 5 > @) = i),
icE icE
e onde os valores \; sao actualizados com

onde Z é o ponto de minimo obtido com o anterior valor de pu.
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