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Capitulo 1

Aproximacao de funcoes

1.1 Interpolacao de Lagrange

Consideramos um subespago finito G = (g) , gerado por g = {go, ..., gn }, uma lista de fungoes.
Dada uma lista de nos distintos x = {xq, ..., ,,} e uma lista de valores y = {yo, ..., yn }, pretende-
se encontrar ¢ € G : ¢(x) =y.

e O problema tem uma solucao imediata que consiste na resolucao do sistema

go(zo) -+ gnlwo) Qo Yo
gxla=y < P = (1.1.1)
em que g(x) = (g(zo), - ,g(r,)) é uma matriz quadrada, em que cada linha k é o vector
g(zr) = (go(xk), .- gn(xk)). Da mesma forma usaremos g(t) para identificar o vector num

qualquer ponto t.

A matriz g(x) é invertivel se as fungoes g; forem linearmente independentes em x, formando
uma base.

Através do vector a obtemos imediatamente ¢(t) = g(t) - a, porque

6(x) = g(x)a=y. (1.12)

Observagao: Para verificar a invertibilidade da matriz podemos usar o seguinte resultado de Algebra
Linear:

® Se A € matriz quadrada, temos Av =0 = v =0 sse A ¢é invertivel.

Trata-se de outra maneira de dizer que a independéncia das colunas de uma matriz quadrada é equivalente
a invertibilidade. De facto, escrevendo A = (A,,...,A,) em que A é a coluna k, ficamos com 0 = Av =
v A1+ ...+ v A, = v = (01, ..., 0,) =0, 0 que traduz a independéncia linear dos vectores coluna. [

e O facto de haver uma solucao imediata, nao significa que seja este o melhor caminho. A
matriz g(x) pode ser mal condicionada, o que pode representar um problema para a resolugao
do sistema, e por outro lado, também se poderé tentar reduzir o nimero de operagoes.

Exemplo 1. Pretende-se determinar uma fun¢ao que interpole os pontos (2, yx) que sao

(_1> 0)7 (07 1)7 (L O)a



mas que tenda para zero no infinito. Se usarmos polinémios sabemos que a condi¢ao no infinito

nao sera verificada, por isso consideramos outras funcoes base que tenham esse comporta-
2 _ _3 _

mento, go(x). = 2 01(z) = m.,gg(x) = 1“2 A partida ndo sabemos se estas funcoes sdo

linearmente independentes no conjunto de nés x = {—1,0, 1}, verificamos isso construindo o

sistema:

go(=1) gi(—=1) gao(—1) ao 0 11 —4 ao 0

90(0)  g1(0)  g2(0) o |=|1ls]2 2 0 ap | =11

gp(1)  gi(1)  ga(1) as 0 11 3 as 0
obtendo ag = 2,47 = —2,as = 0, ou seja ¢(x) = Hﬁ% — %%. Notamos que se tivéssemos

escolhido todas as fungdes gx pares, entdo gr(—1) = gx(1) pelo que a primeira e ultima linha
coincidiriam, havendo dependéncia linear.

1.2 Interpolacao de Lagrange Polinomial

Trata-se do caso de fungoes de varidvel real (ou complexa) em que v(t) = {1,¢,¢% ....t"}, ou seja
as funcoes base sao monomios, e o subespaco (G consiste nos polindémios de grau menor ou igual
que n, normalmente designado P,. Como é claro, podera escolher-se outra base de polinémios,
mas tendo escolhido a base canodnica, designaremos por v em vez de g, por coeréncia com o
nome da matriz v(x) que ¢ designada matriz de Vandermonde (ou Van der Monde)

1 a2 - (o)
vix)=1|: - Co (1.2.1)
Neste caso, para verificarmos que a matriz quadrada v(x) é invertivel (ou seja, que os

monomios sao linearmente independentes no conjunto de nos x) basta usar o teorema funda-
mental da algebra, pois v(x)a = 0 significa que o polinémio de grau menor ou igual a n

pa(t) = v(t) -a=ag+ ait + ... + a,t" (1.2.2)

tem n + 1 raizes, em x = {xy, ..., Z, }, 0 que implica que seja o polinémio nulo, logo a = 0.

1.2.1 Foérmula de Lagrange.

Um outro processo de explicitar a existéncia consiste em considerar uma base adaptada a esse
conjunto de pontos, constituida por polinéomios L; € P,, que verifiquem L,(z;) = d;;, pois dessa
forma obtemos a matriz identidade, ou seja, L(x) = I, e ndo é necessario resolver qualquer
sistema, ficamos com a =y, e por isso

pa(t) = L(t)y

esta formula sera designada por formula de Lagrange, e explicitando o célculo das componentes

Li de L,

Lit)= ]] — (1.2.3)
Tj— T
1=0,i#£7
verificam L;(z;) = d;; e tratam-se de polinémios de grau n, podendo ser escritos na base

candnica (ou seja, passamos para a solugao do sistema de Vandermonde).
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1.2.2 Foérmula de Newton.
Uma outra escolha de base,

wo(t) = 1,
wi(t) = (t—2o),

wa(t) = (t=wo) - (t = p1)

permite a possibilidade de simplificar o sistema, mas nao ao ponto da diagonalizacao, a matriz
w(x) serd apenas triangular inferior.

wo(xg) -+ wy(zo) wo(zg) 0--- 0
w(x) = : : = : . :
wo(xy) - wy(Ty,) wo(xy) -0 wp(Ty,)
De facto, é imediato ver que w;(z;) = (x; — x¢) -+ (z; — xj—1) =0, se i < J.
Por outro lado, os elementos da diagonal nao sao nulos, w;(x;) = (z;—x¢) - - - (x; —x;_1) # 0,

pois os noés de interpolagao sao distintos.
A invertibilidade é assim imediata, e de

k
ajw;(zr) = Y
=0

podemos explicitar a solugao do sistema w(x)a =y de forma recursiva

ao = Yo
1 k—1
ap = ——— — a;w;(x ,para k=1, ...,n, 1.2.4
k e (yk ]Zo w5 ( k)) (1.2.4)

estes valores aj sao normalmente designados por diferencas divididas, escrevendo-se

A = Ylxo,...,xx]*

Obtemos assim a denominada formula de Newton:

St) =a-W(t) =D Y, (t — 0) - (t — 1), (1.2.5)

e Uma vantagem adicional desta férmula é que a adi¢cao de um ponto de interpolagao x, 1
com valor y,,; nao implica mudar todas as fungoes base, como acontece com a férmula de
Lagrange, apenas adicionamos wy,1(t) = (t — o) - - - (t — xp—1)(t — ). O calculo recursivo dos
coeficientes mantém-se, apenas necessitamos de considerar um nNovo Gpy1 = Yuy,....z,41]- Assim,
sendo p,(t) = al"-wl"(t) o polinémio interpolador nos nés (z, ..., z, ), obtemos

s (t) = a"tHewl ) = allwl () £ g w1 (1)
= pn<t) + y[xo,...,:rn+1](t - IO) T (t - l’n),
o polindémio interpolador nos nos (zo, ..., T, T,+1). Concluimos ainda que o coeficiente de maior

grau é a diferenca dividida yp,....z,,1]-



Exercicio 1. Usando as fung¢oes base da Formula de Newton, encontre o polinémio interpolador
que verifica

p(—=1) =p0) =p(1) =1, p(2) =T.

Resolugao: Basta calcular com wg(t) = 1,wi(t) =t + 1, wa(t) = (¢ + Dt,ws(t) = ¢+ 1)t(t — 1)

1 000 ag 1
wia— | L 1O 0 e | |1
112 2 0 as | T |1
1 3 6 6 as 7
e assim obtemos a = (1,0,0, 1), ou seja p(t) = a-w(t) = 1+ (t+ 1)t(—1) = 1 — ¢ + 3, um polinémio de terceiro

grau, conforme esperado.

Exercicio 2. Aplique o resultado do exercicio anterior para encontrar uma funcao interpoladora

¢ que verifique ¢(—1) = %, »(0)=1,0(1) = %, »(2) = 1—77, mas que tenda para zero no infinito.

Resolugao: Podemos escolher ¢(t) = ﬁ(ao + a1t + asgt? + ast3) que tende para zero no infinito. Querendo
que ¢(x;) = y; obtemos ag + arz; + azx? + azx = y;(1 + x}).
Reduzimos assim a um problema de interpolagao polinomial, alterando o valor da imagem §o = yo(1 + z2) =
(14 (-1)*) =1, e de forma semelhante §; = y; = 1,2 = 2yo = 1,3 = y3(1 + 2*) = 7. Obtivémos os valores
do exercicio anterior, para evitar novos calculos, e por isso a solugao é

1 .

Observagio 1. (Diferengas divididas) A razao do nome “diferencas divididas” para a, = Yz,,....z,]
esta relacionada com outra propriedade interessante:

y[x o] y[&? ooy Tr—1]
y[I07...,In] = : €T, — :C; :

que ¢ a normalmente usada para obter de forma recursiva a, = Yz,....z,]-

Observagao 2. (Nimero de operagoes) Através deste estudo podemos concluir que o nimero de
operagoes elementares através das Formulas de Lagrange ou Newton em O(n?) compensa face
a resolugao do sistema com a matriz de Vandermonde que envolve O(n?) operagoes.

1.2.3 Erro de interpolacao polinomial.

Até aqui as imagens vy, ..., Y, atribuidas aos nos x,...,r, sao completamente arbitrarias,
havendo possibilidades infinitas para fun¢oes que tomem esses valores. No entanto, se asso-
ciarmos os valores y, aos valores fr, = f(x), para uma fun¢ao f com alguma regularidade, é
possivel obter estimativas que indicam em que medida o polinémio interpolador constitui uma
aproximacao razoavel da funcao f fora dos noés de interpolacdo. E claro que quanto mais prox-
imo dos nos, melhor sera a aproximacgao. Quando consideramos o calculo do polinémio fora do
intervalo [zo;...;x,] (que contém todos os pontos), é habitual falar denominar a aproximacgao
por extrapolacgao.

Consideremos p,, o polinémio interpolador nos nés x, ..., z,, € f uma funcao qualquer.

Definimos o erro num ponto z ¢ {x, ..., 2, }, como sendo E(z) = f(z) — pn(2).



Comecamos por reparar que podemos considerar z como um né de interpolagao adicional,
logo
Prs1(t) = Pu(t) + fiwo,...zn,2 (E = T0) -+ (t = 1)
e como se trata de um n6 de interpolacao p,i1(z) = f(2), portanto E(z) = f(2) — pu(z) =
Pr+1(2) = pn(2), ou seja

E(Z) = f[xo,...,xn,z](z - ZE()) T (Z - xn)-

Esta formula tem utilidade prética limitada, porque nao podemos calcular fi,, . ., . sem con-
hecer f(z), mas tem utilidade tedrica.

Diferencas divididas e diferencia¢do. Podemos obter um teorema que relaciona a diferenci-
acao com as diferencas divididas.

Teorema 1. Assumindo que f € C™[xo;...; Ty, entao

3 € [20: i Tm) ¢ Franm) = % £ (e, (1.2.6)

Demonstra¢ao. Consideremos p,, o polinémio interpolador em xq, ..., ,,. A funcao £ = f —p,,
tem pelo menos m + 1 zeros em [x; ...; T,,), € é diferenciavel continuamente, logo pelo Teorema
de Rolle £’ tem pelo menos m zeros em [xy; ...; Z,,]. Da mesma forma E” teré pelo menos m — 1
7eros em [To; ...; T,,], € assim sucessivamente até que concluimos que E™ tem pelo menos um
zero & em [zg; ...; T,]. Agora, basta reparar que

0=E™(&) = fr(&) = piM (&) = (&) = fiapmmm!,

porque o coeficiente de grau m de p,, é exactamente fi . .. O

Teorema 2. Assumindo que f € C"[xg;...;1,], entdo

F0(E)

€ o wn; 2] B(2) = (n+1)

(z =)+ (2 — ). (1.2.7)

Demonstragao. Resulta do teorema anterior considerando m =n + 1 com z,.; = 2z e de

A3

B(2) = firnal (2 = 00) -+ (2 = 2a) = G5 (@ = w0) -+ (2 = @)

]

Através desta formula de erro podemos ainda escrever uma igualdade, semelhante & expansao
em série de Taylor,

F(E)

m(z — o) (2 —xp), com & € [To;...; Tp; 2,

f(z) = pnlz) +



onde p,, é o polinémio interpolador, e usando a férmula de Newton ficamos com

f(Z) = f(xO) + f[xo,m](z - .170) +o At f[mo,...,xn}<z - .To) e (Z - -Tn—l)

Fr(E)

= (z—xq) - (2 — xp),

e ) (2= )
assim a expansao em série de Taylor surge como caso limite quando xy, ..., x, — xo porque

1 m 1 m
Siworzm] = - (&) — mf( (o).
Observacao 3. Ou seja, quando repetirmos n 4+ 1 vezes um noé x, isso leva a identificacao:
1
— _— f(m)

Estimativa de Erro: Para efeitos praticos, como o ponto £ seré desconhecido, majoramos

0 erro: )
oy < WOl
— (n+1)!

em que ||.|| representa a norma do maximo no intervalo considerado, ou seja [xo;...; Tp; 2].
Recordamos que a norma uniforme num intervalo [a,b] é dada por

|2 = ol - -+ [z — wnl,

o= 1)]. 1.2.9
e = s u®) (1:2:9)

1.3 Aplicagcao a regularizacao de dados. Filtros.

Podemos admitir que os dados que queremos interpolar sao inexactos e resultam de valores
experimentais sujeitos a ruido aleatério. Ou seja, que os valores correctos seriam fy, ..., fn,
mas devido a imprecisao, ou ruido, obtivémos fo, e f;v. Uma maneira de contornar o problema
desse ruido é usar filtros, que permitem integrar o ruido, regularizando os dados.

1.3.1 Formulacao continua
Seja f a funcéo original, e seja f a funcdo apos uma perturbacio “ruido” p, tal que
f(x) = fz) + p(x),
onde a distribuicao de “ruido” é tal que f;f; p(t)dt = 0.
Neste caso, a integragao permite minorar o ruido, pois

1 Tt+e 1 T+e 1 z4e
2_8/x—5 f(ﬁdt = 2_5/5;_5 f(t)dt+ 2_8/3;_6 p(t)dt = f(j),

com T € [x — e, x + €], aplicando o teorema do valor intermédio para integrais. Quanto € — 0,
temos f(Z) — f(x), o que justifica a aproximacao para fun¢oes continuas. Este é um caso
particular, em que consideramos como filtro de regularizacao a integragao com uma fungao
descontinua.
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Definicao 1. Baseados nesta ideia, consideramos outro tipo de regularizacoes, definindos filtros
reqularizadores enquanto fungoes u. verificando:

||tte||L1my = 1, em que p é positiva e par, com suporte em [—¢, €].

Proposicao 1. Para f € Cl—¢,¢|, os filtros reqularizadores verificam

(e, f>L2(R) — f(0).

e—0

Demonstrag¢ao. O suporte de . implica que a fungao é nula fora do intervalo | — ¢, [,

[

T / e (0) £ (8)dt = / e(8) F(8)de

—&

como p. > 0 aplicando o teorema do valor intermédio para integrais, & € [—¢, €],
g

pe(t)dt = f(E)| el |y = f(§) — f(0).

e—0

(He, f>L2(]R) = f(f)/

]

Estes filtros estao centrados em zero, mas podem ser deslocados, considerando uma translagao
do centro para um z qualquer, fazendo p. ,(z) = p.(z — z).

1.3.2 Exemplos de filtros.

A proposicao generaliza a propriedade apresentada inicialmente em que se considerava um filtro

descontinuo
1
Oy = 42 (2l <e) 1.3.1

mas podemos ainda considerar filtros continuos,uz[.;l} € C(R),

pll(z) = {6;?', (Jo] <) (1.3.2)

0,  (Jz[=¢)

ou ainda diferenciaveis, u? € CY(R),

15(e4x)?(e—x)>2
_— <
,uE] (x) = { 165 , (=l <e)

0, (lz] = €)
e de um modo geral podemos definir ainda filtros mais regulares, uL” I e CP1(R),
M, EHPED" (] <€)
Pl() = poetl o 1.3.3

em que M, ¢ uma constante tal que || pl }H i) = 1 (esta constante nao tem formula explicita,
sendo M1 = %,MQ =1 M3 =3 M4 = 31 )

167 327 — 2567
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Figura 1.3.1: Diversos filtros:ul” (preto),ul” (verde), u? (azul), ! (vermelho).

1.3.3 Delta de Dirac

Apesar de termos visto que (u., f) L2(r) COnVerge para f(0), ndo ha nenhuma fun¢do no limite
de p. quando € — 0, porque o suporte da funcdo ¢ reduzido a [—¢, €], a0 mesmo tempo que o
integral deve ser 1, e nao zero. Por isso é definido um simbolo (uma distribui¢do), denominado
Delta de Dirac 6 que representa este limite. Assim definimos, para fungoes f continuas,

(4, f>L2(]R) = f(0).

Quando mudamos o centro, por translagao para um ponto y definimos o delta de Dirac d,

O )2y = F(y). (1.3.4)

Desta forma, o valor de uma fun¢ao num ponto y pode ser aproximado considerando a translagao
de um filtro para y, ou seja, ., porque

f(y) = <5y7 f>L2(R) ~ </~Le,y7 f>L2(R) (quando € _>0)'

1.3.4 Produto de Convolugao

Sejam f, g € L*(R), com base na translagao define-se o produto de convolugao

(f % 9)(y) = / F(@)gly — 2)de (1.3.5)

que é comutativo e verifica as propriedades habituais do produto, cujo elemento neutro é o
delta de Dirac, pois

(f*8)() = (6% f)(y) = / 5(2) fly — 2)dz = F(y — 0) = f(y).

Desta forma podemos definir a funcao regularizada, que resulta da aplicacao de um filtro por
translacao

(f*pe)(y) = /Rf(m)ua(y—x)dx = (Hes [) 2@y = f(G) = fy), com § € [y—e,y+e] (1.3.6)
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1.3.5 Derivadas generalizadas
Esta nocgao de regularizacao permite ainda estender a nogao de derivada.

Proposigao 2. Se f,u. € CY(R), em que u. é um filtro, entdo

<:u5a fl)LQ(]R) - - <HJ/57 f)Lz(]R) . (137)

Demonstra¢ao. Como u(+e) = 0, integrando por partes, obtém-se

(s Py = | e ()t = [ (0 O / 7 Ot = 0= (1 F)gogey

—&

O

Este resultado mostra que podemos definir uma aproximacao da derivada, mesmo quando ela
nao tem sentido classico, passando a derivada para o filtro regularizador. Apesar de demonstrar-
mos o resultado exigindo que u. € C'(R), a integragao de Lebesgue permite mesmo considerar
a derivada no caso em que nao hé dﬁ}scontinuidades.

Por exemplo, podemos derivar ' seccionalmente

%, (—e<z<0)
W (z) =~ (0<z<e)
0,  (Jz[=¢)
e considerar a aproximacao da derivada
f/<y) = <5y7 f >L2(]R <:U’€,y7 f > (]R) = (138)

1

= —(tey ) oy = —;( y:f(t)dt_/yy+af(t)dt) (1.3.9)

e este procedimento pode ser aplicado aos outros filtros, e ainda a derivadas de maior ordem,
por aplicacao sucessiva. No entanto, convém notar que ,ug] nao deve ser derivado segunda vez
no sentido cléassico. Com efeito, podemos ver que a derivacao de funcoes descontinuas leva a
nocao de delta de Dirac.

Observagao 4. Se considerarmos a denominada func¢do de Heaviside:

Hip) — 1, (0<ux)
@ =10, <o)

obtemos para qualquer fun¢ao f diferenciavel com suporte limitado (tal que f(z) = 0, para
r > R),

(£ oy = — V) oy = / F(Odt = —F(R) + J(0) = £(0) = (6.f) 12gay

o que leva a identificacao H' = ¢, ou seja, do delta de Dlrac com a derivada da fun¢ao descon-
tinua de Heaviside. Isto mostra ainda por que p = 5 (6_. —6.) ou pl = 5 (0 — 280 +6.)
sendo derivadas de fungoes descontinuas, expressas atraves de deltas de Dirac, nao tém corre-
spondente no sentido cléssico, mas fazem sentido enquanto férmulas de diferencas finitas.
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1.3.6 Formulacgao discreta

Na maioria das aplicacoes nao temos dados continuos para uma funcao f, mas apenas dados
nalguns nos f(zo) = fo, -+, f(xy) = fny. Ainda assim, esses dados podem estar perturbados
por ruido aleatorio, medindo-se as perturbagoes fo, ..., fi. Nesse caso, nao faz sentido considerar
as integragoes, ou os filtros regularizadores definidos em todos os pontos.

Vamos considerar que esses dados resultam de noés igualmente espacados, de forma a nos
concentrarmos apenas nos valores da funcao.

Assumimos implicitamente que a funcao é peridédica, de forma que fy = fy, e apenas
consideramos os indices de 0 até N — 1.

O produto interno em L? é substituido pelo seu equivalente discreto [2, sendo necessério
ter especial atencao ao produto de convolucao discreto, v * w, que é um vector, definido pelas
componentes

N-1
Vawle =) vy (1.3.10)

7=0
subentendendo-se que os valores de indices negativos sao médulo N, ou seja —j = N —
j (mod N). E ainda claro que o elemento neutro sera o delta de Kronecker centrado no in-

dice 0, ou seja o vector dp; = (1,0,---,0).
Também os filtros de regularizagao, passam a vectores, que designaremos por w, e sao
centrados no indice 0, com as propriedades discretas correspondentes (para um E < %)

e soma unitaria ||w||; = 1, ndo negativosw; > 0,

e com suporte limitado w; = 0 para £ < j < N — FE, e que sao simétricos w_; = w;.

[0]

Assim, no caso mais simples, correspondente a pc', com € = %, tomamos o vector
1 FEvezes FE vezes
—— ——
o — 1,1,---,1,0,---,0,1,---,1 1.3.11
2E + 1 ( ) ) Y 7 ) ) 7 ) 7 ) ( )

e a regularizacao do vector de dados f sera dada pela convolugao f « wl, sendo facil verificar
neste caso que

P

~ _ 1 ke
[Fawle=>" fiw Z i

J

I\
<)
.
I
T
m

o que corresponde a uma média de 2E+1 valores adjacentes e por isso regulariza fk aproximando-
o de f;.

Mesmo em casos simples, a convolucao pode revelar-se dispendiosa computacionalmente,
sendo preferivel usar um calculo através da Transformada de Fourier Rapida, que iremos estudar
em seguida.

1.3.7 Exercicios

Exercicio 3. Considere uma funcéo f e a sua perturbacio f(z) = f(z)+asin(Mz). Determine

(0]

e comente o resultado.
e=m/M>

a convolucdo f * p aplicando o filtro p = p
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-40

Figura 1.3.2: Exemplo com f = z®sin(4z) — 3z + 2,a = M = 20, apresentando f (vermelho), f (azul),
f * p(preto).

Resolugao: Como p é par, u(y — z) = p(x — y), tem suporte em [y — €,y + €],

_ _ y+ar Y+ 37
(Frm) = [ Faw-ade= [ fowa=pde= [ 7 (@) +asin(a) 5 do

s s
M Y—wm

e usando o teorema do valor intermédio para integrais, com § € [y — 47,y + 17

M [ytir aM (Y3 M, 27 aM [-1 T=ytar
== do + — in(Mz)de = — f(€) = + —— | — cos(M -
| s G [ s s = 303+ 5 7 s xﬂ 7€),

porque cos(My + m) = cos(My — 7), e a 2% parcela da zero.

Neste caso aplicando a regularizacdo recuperamos um valor aproximado da funcdo original, e o erro seréa
fly) — (f * 1) (y) = fly) — f(§) — 0 quando M — oo. Reparamos ainda que o resultado é independente da
amplitude a.

Exercicio 4. Mostre que se f € C3 entdo (f * ulV)(y) = f'(y) — %52, e também |(f *
i) ()] < 1£/(€)], para certo € € [y — e,y + €.

Resolugao: Seja F aprimitiva de f. De (1.3.8) (f*u[sl]/)(y) =% (fyyﬂ f)dt — yy,s f(t)dt) = Flte)-Fly) _

£2

Flyve)-Fly) _ Flte)=2F@)+Fly—e) _ p(y) _ F<‘i>2(5> 2

, notando que f' = F".
S Fdt = J f@dt] = B lef(67) —ef(67)] = EFH L) | =
=€) ()| < |7/(6)] poraue £ € [y, +el, € € [y — &y, logo ¢ — | < e,

Por outro lado, |(f*/,b[51]’)(y)| = Eiz

— fk—e+---+fk+e

Exercicio 5. Considere f = f +r tal que 7 + ...+ Trre = 0, entao [f’ x witl], e

onde wl & definido por (1.3.11).

~ . e N-1 k k k
Resolugio: Seja [f + wlk = 3000 (f5 + rj)we—y = S50k fiwjk + 5% crjwin = Y500 fizag +

k-+e 1 _ 1 k-+e ) L 1.
D ek TigerT = o1 Qojok_c J; € obtemos a média.

1.4 Interpolacao Trigonométrica e TFD

1.4.1 Caso Geral

As formulas para o célculo do polinémio interpolador sao ainda validas quando consideramos
fungoes complexas, apenas serao diferentes as féormulas para a relagao do erro de interpolagao
com as derivadas, ja que utilizdmos teoremas de analise real, como o Teorema de Rolle, que
nao sao validos em anélise complexa.
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Estamos interessados em estudar um caso particular, em que os pontos de interpolagao sao
da forma ‘
xp = €™ = cos(t) + isin(t), com t, € [0,2n[, para k =0, ...,2n,

que ¢é idéntico a um caso de interpolacao trigonométrica. Na interpolacao trigonométrica con-
sideramos como subespago finito G = (g) , gerado por

g =190, -, gon} = {1, cos(t),sin(t), ..., cos(nt), sin(nt) },
mas utilizando a exponencial complexa, podemos considerar G = (u)
u = {ug,...,up} = {e ™ . e 1" .. e,

em que a separacao entre senos e co-senos ¢ feita pela representagao nos complexos.

Para além disso, reparamos que u tem rela¢do directa com v = {z7" ...,z 1,z,...,2"},
efectuando a mudanca de variavel x = e'*. Assim, dados valores y = {4o, ..., Y2, } associados aos
nos t = {to, ..., tan }, a resolugao do sistema

u(t)a=y

é equivalente a resolver v(x)a =y considerando x = {e, ... e"2n} em que v(x) é uma matriz
de Vandermonde (dividida por z™).

1.4.2 Aplicagao das féormulas de Lagrange e Newton

Tendo obtido os coeficientes ay, e a representacao na forma complexa
¢<t> _ Z akeitk’

para fungoes reais a passagem para a forma trigonométrica

&(t) = co+ ¥ _ (cxcos(kt) + by sin(kt))
k=1
é efectuada considerando que a_j = ay, e assim ¢, = 2Re(ay,), by, = —2Im(ay).
Com as devidas transformacoes, as formulas de Lagrange e Newton obtidas para a interpo-
lacao polinomial sao ainda validas neste caso.
Por exemplo, da férmula de Lagrange, obtém-se ¢ =y - L, com z = €'",

2n 2n i itk

z— e
Lj(r) = H T — 1 H ity _ gith

X
ko =0k

e da formula de Newton ¢ = y(z,,.. 2. - W,

2n
B(T) =D Yiwora) (€7 — €70) - (€7 — &'1)
k=0

com
Yz,ozr] — Ylzosetr—_1]

y[xg,...,:vk] =

eitk _ eito
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1.4.3 Noés igualmente espacados

Num caso simples, de N nos igualmente espagados em [0, 27],

2mk
ty = T, com kZO,,N— 1,
observamos que (e )™ = e2™n™ = (¢'m )k e considerando w = {1,¢e%, ..., e® ™11 a matriz

W = w(t) tem uma forma simplificada, simétrica,

1 eito ... (eito)Nq 1 1 e 1
. . .1 (N—1)
1 eztl . (eztl)N—l 1 62mﬁ . eZT{'lT
W = =
it N — itn_1\N—1 (N—1 (N—1)2
1 e"nv-1 ... (el N 1) 1 6271'17< ~ ) . o W17 ~ )

. . =7 PR . ..
Podemos ainda verificar que W* = W esta directamente relacionada com a matriz inversa,
pois
WW =NI=WW*,

Esta igualdade resulta de e’*™ = ¢im* verificando que (k # m) :

[WW*]km = (1, Gitk, e eitk(N_l)) . (17 eit1m7 s eithlm)
= (1, eitk’ " eitk(N—l)) (1, eﬂ'tm’ " e*itm(Nfl))
e 1 + ei(tk—tnL) + .. + ei(tk—t7,L)(N—1)’ e se k % m’
1 — eilte—tm)N 1 _ o2mi(k—m) 1-1

1 — ciltitm) 1 — eilto—tm) ] — giltn—tm)

=0
e no caso k = m, os elementos da diagonal, obtemos obviamente [WW*];, = 14+e%+- - -+¢e" = N.
Assim, a solucao do sistema w(t)a =y é simplesmente

1 | N
_ * _ —itmk
a= —Nw(t) y & ap = N mgo Yme

e o problema de interpolacao trigonométrica tem uma solugao imediata na forma complexa,
1 *
o(t) =u(r)-a= N(W y) - u(r), para 7 € [0, 27][.

e Para obter a expressao na forma real, quando todos os dados sao reais, basta considerar
a parte real da funcao.

Exercicio 6. Calcular o interpolador trigonométrico que verifique
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Resolugdo: Neste caso N = 4, e as fungoes base sdo ug(t) = 1,u1(t) = e, us(t) = €2, uz(t) = 3. O
sistema de interpolacao é

11 1 1 1
1 i -1 —i 0
Wa=1, 1 1 1]2=] 2
1 —i -1 1

cuja solugao sai assim de forma simples,a = %W*y,

11 1 1 1 1
R I A 0 | 1] 2+i
401 -1 1 1 ~1 1] -1

1 i -1 —i 1 2

por isso, ¢(t) = R[2(1,2+14,—1,2 — i) - (1, e, €2, e3")] = R[L(1 + (2 +i)e’ — ¥ + (2 — i)e?)] =
= 1(14 2cos(t) — sin(t) — cos(2t) + 2 cos(3t) + sin(3t)).0

Observagdo 5. Ha outra possibilidade para considerar apenas a parte real. Considerando N = 2n + 1, e
usando a periodicidade, podemos substituir a parte de indices {n + 1,...,2n} por {—n,...,—1} sem afectar os

B . otk opi2ntlik—1-n opik=1=n X L.
calculos, pois e“™"2n+1T = ¢ Znt1 = e“"""2n+1 | e basta considerar a mudanga dos indices n + k para
k—1—mn,com k =1,...,n. Consequentemente a relagao

n

ap = ! E Ymyne mE
- m-r+n
2n+1
m=—n

¢é ainda valida, e obtém-se para k =0, ...,n,

2n

Z Ym cos(kt,,)

m=0

2n
2
Z Ym sin(kt,).
2n+1 o

2
2n+1

C, = 2Re(ak):

bk = 72[771(0,]6):

1.4.4 Transformacao de Fourier Discreta

Definigao 2. Dada uma lista y de valores (reais ou complexos), associados a nos igualmente
espacados t = 22(0,1,--- ,N — 1), e a lista de fun¢des u(t) = {1,e”, ..., e" ™=V} designa-se
u(t)"y a sua transformada de Fourier Discreta,
F.: CV — CcHN
N-1  _2mip:

y o Fy = ul®)y= X5 we vV

Desta forma, a solugao do problema de interpolacao trigonométrica pode ser escrita na forma
o(t) = 5 (Fy) - u(t).

Como u(t) u(t) = N I, é claro que se Fy = u(t)'y = z, entaoy =
de Fourier inversa ¢ dada por

~u(t)z, e a transformada

Flz :%u(t)z.

Observagao 6. Ha ainda uma forma alternativa, normalizada, de apresentar a transformada de
Fourier discreta e a sua inversa (e que é usada no Mathematica com a rotina Fourier|lista]):

- Flz :Lu(t)z.

ﬁu(t)*y , N

Notamos que desta forma, a matriz U = \;—Nu(t) fica unitaria, pois U*U = 1.

Fy-
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A transformacao de Fourier discreta tem propriedades semelhantes a transformacao de
Fourier usual.

Proposicao 3. Temos as igualdades de Plancherel e Parseval (discretas):

L(F). (F2) = (.2 \/LNH}"}’HQZHYHQ-

Demonstragao. (Exercicio). Relembramos que o produto interno complexo é definido com o conjugado
_ _\T .
<sz> :yZ:(y) z=y Z,lOgO

FY).(F) = 1 )y) () 7) = (v () ) u()z)
= Ly ) ) =y (VDz = s = (y,7).

A igualdade de Parseval é agora imediata, %H}"yHg =+ ((Fy), (Fy)) = {y,y) = ||y|\§

1.4.5 Transformacao de Fourier Rapida (FFT)

O namero de operagoes necessario para o calculo da Transformada de Fourier Discreta (TFD)
consiste em N multiplicacoes e N — 1 somas, para cada uma das N componentes, o que
implica O(N?) operacoes. Esse valor pode ser reduzido significativamente através de algoritmos
mais eficazes exigindo apenas O(N log, V) operagoes, e que sao designados normalmente por
Transformagdes de Fourier Rapidas (ou FFT, do inglés Fast Fourier Transform). Desta forma,
o célculo de uma TFD para N = 1000 pontos, pode reduzir-se de 1 milhao para 10 mil,
aproximadamente.

A ideia poderd remontar a Gauss (séc. XIX), mas foi reintroduzida no contexto actual
por Cooley e Tukey na década de 1960, e consiste na utilizacao de um processo recursivo.
Consideremos o caso em que N = 2M o calculo da TFD pode ser sucessivamente decomposto
no célculo de duas TFD com metade dos pontos. De facto, sendo Y = Fy, temos

_ i 2km N
Yor = (Ym + Ym+Ny2)e TN, para k = 0,...,3 —1

_omi (2k+1)m

N
Yopi1 = (Ym — Yminy2)e N parak=0,..., 5 = 1

o que resulta de

j=0 =0

<

N N
N1 X

—orikm _
= Yme TN 4 Zym+N/26 2

m=0

i k<m}1\r/2)

vz 3
ol

—kﬂi)e—27rikTm

= (Ym + YmN/2€

3
Il
<)
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e como e ¥ = (—1)* aigualdade ¢ diferente para termos pares e impares. Agora basta reparar

N
N

— 2 km
Yor = Z(ym +ym+N/2)€ TNy = ]:y[N/2,0}

m=0

em que yL{y /20 Ym + Ym4n/2 d& um vector com metade da dimensao original, e da mesma

forma
N 1
2
km

m=0

[N/2,1]
em que ym = (
Portanto Fy pode ser obtido através do calculo de Fy!

operacdes extra, & somas para o calculo dos termos pares

Ym — Yms N/g)e_mf\’l/2 dé igualmente um vector com metade da dimensao.
N/20 e de FyN/21 recorrendo a algumas

5 , % subtracgoes e multiplicagoes para
o calculo dos termos impares. De forma sucessiva, FyV/29 podera ser calculado recorrendo
a FyWV/400] FyIN/401 - o FylN/21] podera ser calculado recorrendo a FyV/410 ¢ FyN/411]
Apo6s M — 1 passos chegamos ao calculo de y[N/QM_l"”] e N/2M~1 = 2. Concluimos que apés
M — 1 passos com N somas e N/2 multiplica¢oes intermédias, bastara calcular os valores de
Fylz0-0 " Fyll-1 em que cada um exige apenas 1 soma e 1 multiplicacdo (num total de
N). Logo o namero de operagoes total envolvido é inferior a 2N M, ou seja é O(N log, N). Para
além disso, a notacdo yZ191101 permite obter imediatamente o indice respectivo, escrevendo o
indice pretendido £ na notacao binaria 0101101. Ha multiplas variantes, considerando outras
bases, e outras ordenagoes.

1.4.6 Exemplos de TFD

Exercicio 7. Mostre algumas propriedades da TFD:
. _ o\ N—1

i 1 (%)) = (1+ exp(=22h)

ii) Se v € RY entao [F (v)]x = [F (v)|n_&

2me

iii) Fixo m, [F <vneT”m>]k = [F()eom

Resolugao: -
i g _ omi \J
(i) Temos [f(Ngl)]k o i (Nj—l)e—%kg i (Nj_l) (6_%;6)
a in6mi N-1 _ -1 (N-1
expressao do binomio de Newton (1 + ¢) = Zj:() ( ; )

(ii) Como v; € R,

i\ N—1
(1 +e” % k) usando a

N-1 N-1 N-—1
27 . 27 . 27
FV)vok =D vjem BN N e TN = N g6~ 0 = [F ()
Jj=0 Jj=0 =1 Jj=0

(iid) [F(vne T )] = SV (v Fim)e 0 = SN g6 =i = [F(v,)]km

Exercicio 8. Seja Av,, = v,,41 — v,. Mostre que:
(i) Fixo m, [F (Ungm)]k = 6?’@[}— (V)]
(ii) Fixo p, [F (APv,)]x = (e X% — 1)P[F (v)]x

Resolugao:
. N-1 _2mig N4m—1 _2migi_
(@) [F (Wngm)lk = Ej:O Vj+me€ N = Zj:;ff vje N HI=m
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= RIS e TN = SRENIE (v,
(ii) Usamos (i) com m = 1, e para p = 1 obtemos:

27

[F (Av)le = [F (vnr1)lk = [F (0a)lk = (e FF = 1)[F (va)]e

Basta agora reparar que APT1y, = A(APv,) e por inducdo em p :
[F (AP0, k = [F(A@Pu))k = (€FF = DIF (AP )]k = (55 = 1) (%5 - )P[F @a)y) = (FF -

DPFHE (vn)]k-
Esta propriedade é o correspondente discreto para a formula de derivacéo.

1.4.7 Propriedades da convolucao vectorial com a TFD

A transformada de Fourier discreta, através da FF'T, permite calcular rapidamente um produto
de convolucao, devido a seguinte propriedade.

Teorema 3. Seja v e w um produto de vectores definido por componentes [v @ W|p = vjwg.
Entao verifica-se:

(i) F(vxw)=F(v) e F(w), o que implica v+«w = F 1 (F(v).F(w))
(it) F(vew)=~+F(v)*F(w)

Demonstracao. Sendoy = v x w

N-1 . N-1N-1  N-1 N-1

ki ki —omikd
(Fylk = E yje TN = E VppWj_me TN = U Y Wj_pe TN
7=0 j=0 m=0 m=0 7=0
N-1 N—-1-m ( ) N-1 N—-1-m
_ . k(r+m _ -km _ kT
= E U E wpe TN = Ve TN E wye N = [FV]|i[Fwlg.
m=0 r=—m m=0 r=—m
A segunda igualdade é semelhante (Exercicio). O

1.5 Operador de Interpolacao Polinomial

Defini¢ao: Consideremos {xo,...,z,} C [a,b], entdo define-se £ o operador de interpolagao
polinomial de Lagrange associado a esses pontos,

L: Cla,b] — P, CCla,b
[ Pn

Notamos que £ é um operador linear, porque sendo p,, o polindémio interpolador para f e
¢» 0 polinémio interpolador para g, entao

(af + B89)(xi) = af (x:) + By(xi) = apn(w:) + Ban(x:) = (apn + Bgn) (2:)

e portanto ap,+/3q, € o (inico) polinémio interpolador de grau n, logo L(af+59) = ap,+6q¢, =
al(f)+ BL(g).

Para além disso, notamos que se trata de uma projeccao, pois £2 = L, ja que
L2(f) = LL(f)) = L(pn) = P = L(f),Vf € C[a, b],
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notando que é imediato que L(p,,) = pm, se o grau m for menor ou igual a n.
Introduzimos também o funcional delta de Dirac, para z € [a,b],

d,: Cla,b] — R
fo— 1)

e observamos que, usando a férmula de Lagrange, temos

podendo escrever-se abreviadamente £ =1- 0y, com 1 = (lo, ..., l5,) € 0x = (0zgs -y Oz, )-
O operador £ é um operador continuo, pertencendo a L(Cla,b]), podendo mesmo ser deter-
minada a sua norma.

Proposigao 4. ||L||5cla) = An, em que

€ a constante de Lebesque.

Demonstragdo. Recordamos que ||L||z(clab)) = SUP o H‘fff‘”w e como

LSl = max\zka ) (t |<maXnyxk |10 ()

tela,b]

< maxZHfHoo]lk |_\|f\|oomax2|lk )| = Al f]loo

t€la b]

concluimos que ||£L||Lcas) < An-

Por outro lado, escolhendo um ponto t* : >7_ [lx(t*)| = A,, podemos considerar uma funcdo s € Cla,b| :
s(zx) = sign(lx(t*)), e ||s]|loc = 1 (por exemplo, s toma valores em [—1,1], podendo considerar uma fungao
seccionalmente Pp, unindo por uma linha os pontos (zg,s(zx)), ou seja, um spline linear). Dessa forma
(el (t) = sign(l(E) 1k (%) = [1x(¢%)] > 0, logo

n
L = Wi ()] > )i (
|1£5]|o0 tlél[%HZ )l (t)] > ]; @)l (
n n

= Y s(ap)l(t) =D ()| = Ay

k=0 k=0

L f]]oo L5|] oo
e concluimos que ||£||L(c(a,b)) = SUPfo |H J‘”‘H > HIISTlllo A,

Observacao 7. Estabilidade da interpolacao de Lagrange.

Consideremos duas funcdes f e f, em que normalmente f é considerada uma perturbacdo ou
aproximagao de f. O polinémio interpolador p,, associado a f sera diferente de p,, associado a
f. A constante de Lebesgue permite controlar a influéncia que um erro em f tem no célculo do
polinémio interpolador,

low ~ulle = 117 = £flle = I1E(F = Dllse
< NElzictamlls = Flloo = AallS = Flloe
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Exercicio 9. Mostre que sendo f = [ * e, em que pe ¢ um filtro, e sendo p, (resp. pn) O
polinémio interpolador de f (resp. f) nos nés xo, ..., z, € [a+¢&,b—¢l, temos para f € C'[a,b] :

[P = Pnlloe < A Hf/Hoo5

Resolugdo: Pela observagio anterior, basta mostrar que ||f — f||oo < Ilf'|l € Como vimos em (1.3.6) que
fy) = f*p(y) = f(@), com g € [y — e,y + €], temos pelo teorema de Lagrange

[£) = F@)| = 15@) = 7@ = 17y =71 < 1/ ¢

1.6 Interpolacao com Splines

A interpolagao polinomial classica pode levar a problemas de instabilidade, pois ao aumentar o
numero de nés aumentamos o grau do polinémio interpolador. Para evitar isso, podemos fazer
uma particao do intervalo e considerar fungoes seccionalmente polinomiais. Se estas funcoes
colarem com regularidade, entao somos levados a nogao de spline:

Definigao 3. Dada uma particio do intervalo [a,b] = UY_ [z 1, 21] com X = {zq,...,2n} €
[a, b], designamos spline de ordem r > 1 uma funcéo s € S,(X) :

(i) s € C"a, b,

(1) S|jzp_1,24] € Pr, para k =1, ..., N (ou seja, s ¢ um polinémio de grau r em cada sub-intervalo
[Th—1, Th].

Como um spline é apenas uma fungao seccionalmente polinomial, a interpolacao por splines
nao obriga a aumentar o grau do polinémio interpolador cada vez que aumentamos o nimero
de pontos de interpolagao. Iremos ver os dois casos mais habituais: interpolacao por splines
lineares (r = 1) e por splines cubicos (r = 3).

1.6.1 Splines Lineares &

Este é o caso mais simples.

Procurar a funcao s € S§;1(X) : s(X) = f(X), resume-se a considerar s, ,2,)(x) = fr—1 +
fleg—1, zp](x — 2—1), para x € [Tg_1, Tgl.

Uma base para os splines lineares consiste nas func¢oes

%, se T € [Tr_1, T]
gr(r) = ;:_x—m, se x € (v, wpp1] (K=1,...,N—1)

0,se x ¢ [Tp_1,Tps1]

LIZELge 1 € [xg, 2] SNl e x € [xy_q, TN]
xT) = o~ 1 T) = IN—ETN-1
9o(x) { 0, se x & [xq, 1] n(z) 0,se x ¢ [rn_1,TN]

que tornam a matriz de Vandermonde a identidade, escrevendo-se

s(x) = fogo(z) + ...+ fngn(z).

Alternativamente, podemos escrever directamente
x € [xp_1, 2] = s(x) = foo1 + floe1, o] (x — x1).
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Erro de Interpolacao por Splines Lineares
Seja f € C?[a,b]. Em cada subintervalo, x € [z;_1, 2] temos

f" (&k
£o) () = T o a—).
O maximo valor de |w(z)| = |z — z1||z — z4_1| ¢ atingido no ponto médio x = =L logo
designando hy,_1 = xp — Tp_1
hi

obtemos max,e[q |w(z)| = 4+ ¢ a estimativa de erro para a interpolagao por splines lineares

¢ (considerando h = max; ' |h|)
"
17— slloe < 102 (16.1)

Teorema 4. O conjunto S,.(X) dos splines de graur é um espago vectorial de dimensao N +r.

Demonstracdo. Através da derivada de ordem 7 — 1 obtemos s 1 como funcéo continua, que é
seccionalmente Py, ou seja pode ser definida por um spline linear, que tem N + 1 fungoes base.
A primitivacao de s"~1) até s acrescenta r — 1 incognitas que definem a dimensao adicional do
espago, e no total a dimensao é N +1+r—1=N +r. n

Observagao 8. Se aumentarmos o grau para 2, podemos definir splines de grau 2, que omitimos
a dedugao, por ser semelhante & de grau 3, que apresentaremos pois é mais utilizada por
minimizar a curvatura da funcao interpoladora.

Notamos que se forem apenas consideradas func¢oes seccionalmente polinomiais de grau 2
(sem serem splines), é normal fazer uma partigdo com N par, definindo o polinémio interpolador
de grau 2 usando os subintervalos [xay_o, o] com k = 1, ..., N/2. Por exemplo, usando a formula
de Newton, temos para = € [Tog_2, Tok]

¢(x) = for—a + flron—2, Ton—1](x — Tan—2) + flTor—2, Tar—1, Tor) (T — Top—2) (2 — T2_1),

mas esta expressao nao da um spline de grau 2, pois apesar da func¢ao ser continua, nao é
exigido que a derivada o seja. E esta aproximagao seccionalmente Py que ¢ usada na regra de
integragao de Simpson.

1.6.2 Splines Ctbicos &3

Comecamos por explicitar a dedugao do sistema que permite calcular os splines ciibicos. Comegamos
por recordar que a segunda derivada serd um spline linear. Assim, para x € [z, Tg11] temos

" " " s el
s"(x) = s + (v — xp)s > € primitivando

[Tk Trt1
/ / 14 1 2 N
s'(x) = s, + (v — mp)s), + 5(1‘ — k) S[pp o] (1.6.2)
e daqui, em 41, temos sj_; = s'(zy41) dado por
/ / " hi " / " hk " "
Skt = 8k + Sph S0 = Sk Skl + o (S — 8k) (1.6.3)

e primitivando (1.6.2), temos
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1 1

s(x) = sp+ (v — 218, + 5(93 — )]+ 6(93 — ZBk)?’S[;k o] (1.6.4)
Logo sp4+1 = Sk + hgs), + T 555+ h—’“s{;k 2p,a) € PO s interpolar f temos flu, 4, ) = *5—", assim

h h h h
f[xk,zkﬂ] = S;{ + kslkl + k<5lk/+1 - Slkl) = S;C + —kSIk/ + —kSZJrl (1.6.5)

2 6 3 6

hy, hy, hy—1 P
feonans) = flow 1w = Sk — Shor + 3 St o 6 Skt — Tslqu - TSZ

/ / _ ol —1 2
De (1.6.3) temos s), — S}, = Sp_1 (5% — 8k_1), e agrupando em s’

hk‘ 1 5" hk’ 1 5" hk " hk "

f[kavxkﬂ] - f[ﬂ»‘k—hxk] = 6 ) 3 St ?Sk + ?Sk—i-l' (1.6.6)

Obtemos um sistema tridiagonal para calcular os valores s} = s"(xy,).

— Condigoes na derivada: s, = s'(a) = fj, sy = §'(b) = fxy

ho ho 0 0 1 r 7 B ]
o o PR //
hS . 6h . 80 f:vo,an fO
ho oth1  hi . : "
6 : 0 . : s fa:1,x2 f[mo,ﬂil]
0 0 N
"
hny_o+hny_1 hn_1 SN_1 f[xN,l,a:N] - f[ﬂINnyfol]
. 3 6 /!
0 o 0 hy—1 hn—1 SN fN - f[SL‘N—lﬂﬁN]
i 6 34 - ) ) ]

Notando que (1.6.6) se aplica para k = 1,.., N — 1, enquanto para a primeira equagao (k = 0)
aplicamos (1.6.5) para obter fi, ., = s( + igk sq + hﬁ’“ sy.
De forma semelhante, seria possivel obter fi;, 2,.,] = s}, 11 }‘3’“ S }‘61“ sy, aplicando-se a dltima

equacao (k+1=N).

— Condigoes naturais: sj = s"(a) =0, s%, = s"(b) =0

[ hothy Mg 0o .. 0 T

3 6 "

W hthy .- : S fleraa) = Jlao.an

6 3 ‘ : ‘ .

0 0 ] =

) ] . hy—2 ,,:
hn_o hN72‘?'hN71 SNfl f[szlva} o f["”N*vaNfl}

|0 e 0 - . |

Partindo destes s} é possivel obter, de (1.6.5),

hy
s, = [lvr, Tria] — 5(2 it Ske1)
e de (1.6.4) a expressao de S|z, 2,,,] € P3, para & € (g, Tpt1] (k=0,..,.N-1) :

s

3 Sll[xka xk-ﬁ-l]

s(z) = fr + (x — )8} + (v — 14)? :
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Exercicio 10. Verifique que o spline ctibico natural, que interpola os pontos [g}ﬂ = {[_32] , [(1)] , [
é dado por
2(2+1z), sex € [-2,0]

1

1w

=l+z+a°+4 ]
s() e {}le(Z—x), se z € [0, +2]

Resolugao: Basta reparar que em ambos os trogos é um polinémio cibico tendo-se

r+ 322, sex € [-2,0]
s'(z) =14 22+ av ’
(z) x—%xQ, se x € [0, +2]

1+ 2z, sex € [-2,0]
1— 2z, sex€0,+2]

,s”(m)zQ—i—{

pelo que se verifica a continuidade C? em 2 = 0 (o tinico ponto de ligagao)
5(07)=1=s5(0"),s(07)=1=5(0"), s"(07) =3=s"(0").

tendo-se ainda s”(—2) = 0 = s”(2). Neste caso reparamos que o sistema seria unidimensional, confirmando-se
=9 ho+h 242
0o+
3 8/1/ = f[th?] — f[Z0,$1] < Ts/ll =3 - (—1) = 8/1/ =3
e daqui obtemos sy = —1 — %(286 +5)=-20quedas(z) =3—2(x+2)+0(x+2)2+ 39z +2)>queéa
expressao em [—2,0].

Exercicio 11.
(i) Determinar o spline natural que verifica s(+2) = s(£1) =0, s(0) = 1.
(ii) Analogamente, determine o spline com condigoes nulas sobre as derivadas.

Resolugao: (i) Sendo hy = 1, obtemos o sistema:

% é 0 8/1/ S[_Lo] - S[_27_1] 1-0=1
s ? é S% = 8{071] — S[—l,O] = —1-1=-2
005 311 S[1.2] = (0,1 0—(-1)=1

cuja solugao é 2(3, —5,3), obtendo-se s” = g(O7 3,-5,3,0) ede s’ = %(—1, 2,0,—2,...) apos calculos, retiramos

s(z) = % 3(x 4+ 1)(x +2)(x+3),7— 1522 — 8237 — 1522 + 823, —3(x — 1)(z — 2)(z — 3)

ze[—2,—1] z€[—1,0] z€[0,1] z€[1,2]
(ii) Obtemos o sistema:

2 1 S[—2,-1] — 50 0

0 0 "
SO I I S[-1,0] = $[-2,~1] 1
o 1 8 1 D= sou s | =] 2

6 —

o0 & 8| S[1,2] = 8[0,1] 1

6 3 sh—s

4 [1,2]

cuja solugao é s’ = %(71, 2,-3,2,—1), obtendo-se

1
s(z) = 193 (x+1)(z+2)% 4 —92% — 523 4 — 92% 4 523, —3(x — 1)(z — 2)*
N—————

ze[—2,—1] z€[—1,0] z€[0,1] z€(1,2]
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D% | N~ 3 r NG

Figura 1.6.1: Spline ciibico natural, e spline com derivada nula, solugdes do Exercicio.

1.6.3 Estimativas sobre splines ctibicos

Os splines cubicos verificam uma importante propriedade.

Teorema 5. Considere qualquer g € C?[a,b] : g(zx) = fi. O spline cibico interpolador
s(xg) = fr tal que s"(a) = s"(b) = 0, spline natural, (ou com condi¢oes nas derivadas
s'(a) = ¢'(a), §'(b) = §'(b)), verifica a propriedade de minimizag¢ao

b b
[ wwrar < [l @p, (167
que resulta da igualdade

9" — S”H%Q[a,b] = HQHH%%,M - HSHH%%,@- (1.6.8)

Demonstracao.
b b b b
/ (g// . 8//>2dt — / (g//)2dt o / (S//)Zdt + / (28/191/ . 2(8”)2>dt

b b n—1 Th+1
2/ (g// _ S”)S//dt _ 2[(9, - S/)S”]Z _ 2/ (g// _ S”)Smdt — 9 Z/ (gl _ S/)S///dt

k=0 %k
porque (¢’ — s')s” é nulo em a e b, devido as condigoes naturais ou sobre as derivadas. Final-
mente,

Th41 Th41
| == (g = 95 = [ g = s)s i o

Tk Tk

porque em cada subintervalo[zg, xx 1] temos s € P3 logo s = 0,
e ainda temos (g — s)(xx) = fr — fr = 0, por ser interpolador. O

Teorema 6. Dada uma funcio f € C?[a,b], sendo h = max;, ' hi, obtemos

h3/2 .
1f = slloo < THf”HL?[a,bb e ainda ||f' — 5'[|c0 < B2 "] L2fayy.

Quando f € C*a,b], obtemos estimativas de erro mais precisas:

h4
1f = sl < 1—6||f(4)||oo- O

sendo ainda possivel obter || f — $||c0 < %Hf(‘l)Hoo.
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Demonstracao. Uma vez que s interpola f, a funcao r = f — s tem pelo menos n + 1 zeros
que sao {xo,...,z,}. Logo pelo teorema de Rolle a derivada ' tem pelo menos n zeros, que
designamos zi, ..., z, verificando-se z € [xx_1,xx|. Por outro lado, a fungao |r’| tem ponto de
maximo em z € [T,,_1, Ty (para certo m), verificando-se |z — z,,| < h.
Como 77(z,) = 0, podemos escrever

z

/ r” (t)dt‘
Zm

e pela desigualdade de Schwarz (| (f,g) | < ||f|||gl], aplicada em L?[a, b])

r(z) = /x r(t)dt —> |[r'[le = max [r'(t)] = [r'(2)] =

t€la,b]

z 2 b
1|2, = / @] <o 171 Boe s < 17— 2 / r”<t>2dt] < B Bares
Zm a
nalmente como vimos no teorema anterior ||r 5 5 < 5 concluindo-
final i i 8 L [ab] — 5" L fap] = ! L [a,b] luind

se ||[r']|% < h||f”||%2[a y € a estimativa no erro da derivada.
A estimativa no erro da fungao, é semelhante (Ezercicio):
Agora a funcdo |r| tem ponto de méaximo em w € [x,-1,2,] (para certo p), verificando-se

|w —w,| < h/2, com w, = x, ou com w, = x,_1. Assim,

@)= [ P Odt = il = max O] = Ir@) = | [ 0] < o - w11

Wp [a, Wp

e pela estimativa da derivada, ||7|[ec < &[|r||oc < 2RY2||f"||1200)-

Finalmente, a tltima e melhor estimativa em O(h*), resulta de considerar que 0 é o spline linear por interpolacio
de r, e pela estimativa de erro para splines lineares, isso implica ||r — 0||sc < $h2|[7”'||x, € de forma semelhante,
sendo ¢ o spline linear para f” (notar que nao é s”) temos ||f" — 0| < éh2||f”(4)||oo, quando f € C*[a,b].
Sendo possivel mostrar que ||s” — o|oo < 3||f” — 0|00, 0 resultado surge pela desigualdade triangular.

]

Exercicio 12. Considere f(r) = sin(z) e uma partigao de [0, 7] em N subintervalos, determine
o numero de valores de seno que precisam de ficar armazenados para calcularmos o seno em
qualquer ponto, com erro inferior a 10~ (precisao simples), usando fungoes seccionalmente Ps.

Resolugao: Neste casohy, = h = 55 e pela melhor estimativa (como f € C*, f® = f = sin) temos para o
spline cabico interpolador

5

- Dl = o (o) < 1078 = N > 10° /4 = 53.06
1 = slle € 21D = ()" ) =58,
bastando por isso armazenar N + 1 = 55 valores. As propriedades periddicas do seno mostram que bastaria
tabelar aprox. 50 valores de seno com h = 55 ~ 0.03 para ter precisao simples com a expressao do spline ctibico

(os cinquenta valores s}, deveriam estar previamente guardados, para evitar a resolugao do sistema). No caso
do seno isto nao é Justlﬁcado mas serve como processo geral para outras funcoes em que o calculo é moroso.

1.6.4 B-splines

No caso de nos igualmente espacados, h = N , 0 calculo do spline ciibico pode ser simplificado,
usando fungoes base que sao denominadas B-splines ctibicos:

s2— 2 =31 —J2)*  selr[ <1
Bs(x) = §(2 —|z|)? se 1’§‘ lz] <2
0 x| > 2
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que é um spline cibico (Exercicio) natural com derivada nulas nos extremos de [—2,2]. Assim,
com translacoes para x; = a + kh, é possivel definir uma aproximagao

s(z) = Nf ax By (‘” _}l”“""f)

k=-1

em que os N + 3 coeficientes a_1, ag, ..., any+1 sao determinados resolvendo um sistema simples,
quase tridiagonal

_% 0 % 0 0 i a_1 T — ;T
12 1 ' ao hfo
6 3 6 ] fO
U ' 0 = :
é) 0' - 2 (1) a'N fN/
5, 3§ | S
0 0 —3 0 5 | Lavs ]

resultando de para m = 0, ..., N termos

m+1
Tm — Tk Tm — Tm—1 Tm — Tm+1
fm = S(J?m) = kz_lakBg, (h) = Qy—1B3 (h) + amBg(O) =+ am+1B3 (h)

1 2 1
= am-1B3(1) + 4 B3(0) + a1 B3(—1) = m-1g + g + Am+1g

o que se justifica por Bj (@) ser nulo se w > 2. De forma semelhante, derivando,
obtemos a primeira, s'(zg) = f{, e a ultima, s'(xy) = fy, equagoes.

Exercicio 13. Aplique este método para determinar o spline ctubico s(£2) = s(£1) = 0,5(0) =
1, com condigdes nulas nas derivadas (exercicio anterior) .

Exercicio 14. Deduza o sistema a resolver no caso de splines quadraticos usando

L=g (G el + (5 el?)  selel <3
By(r) = 5(5 = |z]) se L <|z[ <2
0 2| > 3

adicionando a equagdo s'(zg) = f} para determinar as incognitas a_1, ag, ..., ay-.

1.7 Interpolacao de Hermite

Objectivo: Consideramos um subespaco finito G = (g), gerado por g = {go,...,gn}, uma
lista de fungoes. Dada uma lista de nos distintos x = {xy, ..., z,,} e uma lista de listas y =
{{y(()o), s y(()O‘O)}, s {yf??), s yﬁ,?m)}}, em que a cada no x, esta associada uma lista {y,io), s y,(ca’“)}

correspondente aos valores que a fungao (e as suas derivadas até ordem o) devem tomar nesse
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n6. Pode-se formar uma tabela geral de interpolagao

w0y
yieo) o ylem)
Yy
Pretende-se encontrar ¢ € G : {¢, ¢, ... ")} (x;,) = {y,(go), ”"yl(gak)}'
Mais abreviadamente, designando ® = [{¢, qy,mgb(ak)}]k’ poderiamos também escrever

d(x)=y.

e A solugao do problema consiste na resolugao do sistema alargado

{907 "'7g((]a0)}<x0) e {gN7 "'795\?0)}(‘7;0) CI/O {y[()0)7 "'7y[()a0)}
Gxla=y < : - : = :
{gO? ‘."g(am)}(l‘m) e {gN’ "'791(\([17”)}(:[:771) aN {ngg)7 ""yﬁgm)}

mas como nao é possivel um célculo eficiente com listas, passamos as listas para colunas,
inserindo novas linhas na matriz.

[ golao) gn(zo) ] R
gt()a(]).(xo) gﬁo;(xo) ao y(();o)
e aCon) | L] | 40
K)o ) | el

e para que haja um ntmero de incognitas igual ao niimero de equagoes, temos que ter
N+l=(wp+1)+ -+ (amn+1)=|af+m+1

ou seja, N = |a| + m.

A matriz G(x) é invertivel se as fungdes g,(caj ) forem linearmente independentes em x, for-
mando uma base.

Através da solugao a obtemos ¢(t) = g(t) - a, ou ®(t) = G(t) - a, verificando

1.7.1 Interpolacao polinomial de Hermite

Trata-se mais uma vez do caso de fungoes de variavel real (ou complexa) em que v(t) =
{1,¢,#2, ..., t"}, ou seja as fungdes base sdo monémios, e o subespago G = Py. Agora a matriz
de Vandermonde generalizada passa a ser

{1,0,..,0} {20,1,0,...,0} -+ {ad, ..., N--- (N —ag+ 1)z) "}

V(x) = : :
{1,0,...,0} {zn,1,0,...,0} -+ {z), ... N---(N —a, + 1)a—om}
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Mais uma vez, como asseguramos que o namero de incognitas ¢ igual ao nimero de equacoes,
com N = |a|+m, para verificar que a matriz quadrada V (x) é invertivel, basta ver que a solu¢ao
do problema homogéneo tera que ser nula, ou seja, V(x)a=0=a = 0.

Ora V(x)a = 0 significa que o polinomio

pn(t) =v(t)a=ag + ait + ... + ayt”

tem raizes em x = {z, ..., T, }, incluindo as multiplas, sendo definida essa multiplicidade da raiz
xy pelo valor o+ 1. Assim, contando com as multiplicidades, ha cp+1+... 4+, +1 = |a|+m+1
raizes, ou seja o polindmio de grau N tem N + 1 raizes, o que implica que seja o polinémio
nulo, logo a = 0.

1.7.2 Aplicacao da Féormula de Newton

Podemos usar a formula de Newton ja conhecida para calcular o polinémio interpolador de
Hermite, ao invés de resolvermos o sistema definido pela matriz de Vandermonde generalizada.
Para esse efeito, consideramos uma repeticao dos nos apropriada

ZO DY ZO(O ... ZN—Oém .« .. ZN

{3;0 $0} {l’m l’m}

em que cada x; é repetido ay + 1 vezes. Tendo feito isto, a féormula de Newton mantém-se

PN() =D fragmd(t = 20) -+ (t = 251)

N
k=0

7777

entendendo o significado de f[,,,...-,] com a repeticao de nés, como um limite, por exemplo:

1 Q
f[JTo,...,ZL'()] = |f( 0)($0),
N—— Qp-

aglvezes

e mantendo-se o célculo nos restantes, com nos diferentes, por exemplo:

f[~T0a ] f[ajOa )
—— ——

agvezes apgylvezes

f[x())"'axﬂvxl] = .
N—_—— T Zo

agplvezes

De novo, usando uma tabela de diferenca divididas isto leva a um calculo facil.

Observacao 9. Uma outra possibilidade sera considerar a base de polinémios de Newton,
definindo

w(t) = {1,(t = o), , (t — o)™, (t — o)™t — @), (= @)™ (b — )}

0 que permite obter o sistema na forma triangular inferior.
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Exercicio 15. Considere as tabelas de interpolagao, e determine os polinémios interpoladores
de Hermite:

[ 0[] et
flx 1]-1
(@) flo) [1[-1] (b)—=5
7 f(l‘) -3
f(:[) -3 0 f”(.ﬁE) 6

Resolugao: (a) Havendo 4 condigdes sera polindémio de grau < 3. Usamos a Formula de Newton, notando
que f[0,0] = f/(0) = =3, f[1,1] = f’(1) = 0, para substituir na tabela de diferencas generalizada:

x 0 0 1 1
Fflz) @ 1 1 ) )
fioo =3 T =2 fop =0
—243 _ 0—(=2) _
1-0 91 1-0
To=1

e assim p3(z) =1—-3x+ 22 +2%(x — 1) =1 — 3z + 25

(b) De forma analoga, agora notamos que f”(0) =6 == fi9,0,0) = fl;(lo) =3

T . 0 0 0 1
@) 1 1 1 -
Jio,00=—3 Jio,00 = =3 )
o (—
J10,0,00 =3 1—(0 D=1
1=3 _ _9
=0

e assim p3(z) = 1 — 3z + 322 — 223,

1.7.3 Foérmula com polinémios base de Hermite (12 derivada)

Tal como no caso da interpolacao de Lagrange, é também possivel encontrar polinémios base
de Hermite, que transformem a matriz de Vandermonde generalizada na matriz identidade. No
entanto, essa expressao nao ¢ simples no caso geral, pelo que nos restringimos a apresentar o
caso em que hd uma tabela com os valores da fungao fi e da sua derivada f;,. Relembramos
que neste caso ha 2m + 2 condigoes, o que leva a polinémios de grau menor ou igual a 2m + 1.
Sendo Lj os polindémios base de Lagrange, definimos os polinémios base de Hermite:

H)(x) = (1—2L}(z)(x — x1)) Li(x)? (1.7.1)
Hy(z) = (z— ) Li(2)’
Nao é dificil verificar que (Exercicio):
(1) Hy(z;) = 6xj, Hy(2;) =0,

(i) (HR)'(z;) =0, (Hg)'(x;) = 0nj-
Desta forma obtemos directamente a expressao para o polinémio interpolador

P () = Y feHY(x) + > fiHi () (1.7.2)
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1.7.4 Expressao do Erro

Da formula de Newton generalizada, com a repeticao dos nos, e pela expressao ja conhecida do
erro de interpolagao, aplicamos facilmente ao caso da interpolacao de Hermite:

E(z) = [(%) = Pmt1a(T) = [l20, 12002, 2m,0] H(l’ — xp,)
k=0

o flemE(E) 1 a4l
— mn(x—xk) k (1.7.3)
k=0
com &, € [To;...;Tm; x], desde que f € Clol+m+L,

Observagio 10. Considerando a interpolacao de Hermite de uma funcao f € C"*! num ponto
y usando derivadas até grau r nesse ponto, pela formula de Newton, obtemos o polinémio de
Taylor em que o erro é o resto de Lagrange

f®
pr(z) = Zf 7y]x— Z k" (z — )k

(k+1)

E(x) = [f(z)—p(2) =

[0 (&)

(r+1)! (z=y)™

Exercicio 16. Mostre que a expressao do polinémio interpolador de uma fungao f € C* num
no6 y, nas derivadas até grau r, e num outro n6é z = y + h, é dada por

ot =10 (552) e 2 5 (5 - (7))

Apresente ainda uma majoracgao do erro.

Resolugao: Usando a formula de Newton temos

pry1(r) = Z f "t fiyse (@ =)™

L ,
e substituindo z = z, devemos ter f(z) = >, _, fT(y)hk + fly, - 4,2, de onde obtemos

~ P k) e
T = (f(z) - g:o o h’“) I
"L fk) _ o\
Pria(z E f —y) + <f(z) -y! k!(y)h’“> (w - y)

k=0

de onde sai o resultado agrupando no somatorio.

1.8 Diferenciacao Numeérica

1.8.1 Aproximagao por interpolagao de Lagrange

Comegamos por recordar a formula de interpolacao de Lagrange em que usando pontos xg, ..., T,
uma funcao f é aproximada pelo polinémio interpolador e assim podemos tentar aproximar
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f'(x) por pl(x) = >0, f(zg)Li(x). O erro cometido nesta aproximagao ¢ obtido pela formula
do erro com diferencas divididas:

Whi1 (@)

= = lim =
e - e f[;to ..... Tn,T,T+E] f[a:o ..... ZTn,T,x)

a derivada E/ (x) da:
Ey(z) = f'(z) = pl(x) = flzo, oo T, 2, el Wiia (2) + fl2o, -y Ty ] Wy (2).

Admitindo que f € C""2([zg, z,,]), sabemos que para x € [zg, Z,],

f(n+2) (62) f(n—&-l)(&)

oy Venl) T

El(z) = f'(z) —pl(x) = W, .1 (z), (1.8.1)

com 517 52 E]x(h xn[
Supondo que os pontos estao igualmente espagados, xp = ¢+ kh, e para h suficientemente

pequeno, temos
Waii(z) = O(R"), Wy () = O(R").

e Sempre que escolhermos z = x; (um dos nos), temos W, 1(z) = 0 e o erro dependera do
valor W ,,(x). Nao tendo erro nulo, sera entao da ordem O(h").

e Para obtermos um erro da ordem O(h"™!) convém assim escolher um ponto z tal que
Wy (x) =0.
Aproximacao da 12 derivada

Vamos analisar alguns casos particulares.

e Caso n = 1. Consideramos apenas dois pontos xg, z1, ¢ a aproximagao de f’ seré p)

pl(‘r) = f(l’g) + f[.IO,.Z’l]('T - xO)
pll(x) f[zo,rl]

Quanto ao erro, como Wy(z) = (z — x)(z — x1) obtemos

d
Wy(e) = ——((& = 20)(z — 1)) = 2z — (0 + 21)
e um primeiro objectivo sera escolher z : Wj(z) = 0.
Diferenca centrada.
Sendo z = T8 temos Wi(z) =0, e com xg = z — h, x1 = z + h, obtemos de (1.8.1)

1)

F@(&) 32
3!

WQ(Z) = — 6

f,(z) - f[z—h, z+h] =
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Ou seja, temos a formula da diferenga centrada (€ € [z — h, z + h]):

flz+h) = flz=h) f"(E)

'(2) = .
Diferenca progressiva
No caso de escolhermos zy = z, e 11 = z + h, temosWs(z) = 0, Wi(z) = —h. Portanto,
(S
f/(Z) = f[z,erh] - (2 l)ha

o que da exactamente o resto de Lagrange da série de Taylor, e justifica o resto em O(h).
Diferenca regressiva
De forma semelhante, escolhendo oy = z — h, e x; = z, temosWs(2) = 0, Wj(z) = h.

&),
2

f,(Z) = f[z—h,z} +
Caso n = 2. Considerando agora trés pontos xg, x1, o obtendo

p2(r) = f(20) + flzo.r)(T — T0) + flag.er,20) (T — To)(x — 1)
o que implica
pé(x) = f[wo,wl] + f[xo,zhzz](Qx — Zo — xl)' (182)

Diferenca centrada (n=2)
Neste caso corresponde a considerar z = x1, com xg = z — h, x5 = z + h, ficando

1
p/2(z) = f[a:o,zl] + f[mo,ml,mg]h = f[:po,:pl] + §(f[x1,x2] - f[:po,xl]) = f[mo,mz]a

e obtemos a expressao anterior.
Notando que aqui Wj(x) = 3(z — 2)* — h?, temos W3(z) = 0, mas Wj(z) = —h? # 0,
confirmando-se a formula em O(h?), mas' nao em O(h?).

Diferenga progressiva (n—=2)
Considerando zg = z, 1 = z + h, £3 = z + 2h obtemos de (1.8.2)

5 3
f/<Z) R pIZ(Z) = f[afo,ﬂfl] - Bhf[mo,fﬂl,rz} = §f[930,931] - §f[3?1@2]7
e como Wj(z2) = Wi(xg) = 3h? — h? = 2h?, temos

Py = MEER =3O e | 127E)

Exercicio: determinar a expressao para a diferenca regressiva com n = 2.

Caso n > 2. Para valores de n superiores o processo sera semelhante. No entanto, no que
se segue e na pratica, as aproximagoes mais frequentes nao utilizam n maior que 2.

1

— Para obter essa ordem superior deveriamos considerar W4(x) = 3(z — 2)? — h? = 0, ou seja x = z & %h

Este valor nao é normalmente considerado pois quebra o espagamento uniforme. De qualquer forma,
podemos obter

fl(l') = f[z—h,z] - f[z—h,z,z+h] 3)73\/§h + O(hg)
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Aproximagao da segunda derivada

Usando ainda a interpolacao de Lagrange, somos levados a considerar
f(@) = p(@).

Em termos de cilculo do erro, de E), (x) = f'(x)—=p,(2) = fi,
obtemos

E,(x) = f"(x) = py(x) =
= f[ili'o, vy T, T, T, l’]Wn+1(l‘) + 2f[33'0, vy Ly T,y x]WT/LJrl(x) + f[l'o, "'>:Cn7m]w7lzl+1(x)7

e usando a relacdo com as derivadas, para f € C"*3, temos

F+ (e e
(n+3)! (n+2) "

@)+ LDy o

Enlw) = (n+1)!

Wn+1 (ZL’) + 2

Mais uma vez notamos que W,1(z) = O(h"), W) (z) = O(h™), W) (x) = O(h" 1),
no entanto apenas podemos esperar encontrar = tal que W) Jrl(m) = (), para manter o erro em

O(h™).

e Caso n = 2. Notamos que no caso n = 1 terfamos p] = 0, e como Wy (z) = O(1), o erro
nao tenderia para zero, e nao constituiria uma aproximacao credivel, pelo que comecamos
com n = 2.

A partir da féormula de Newton,

pIQI (Q?) = 2f[$0,$1,$2]

e em termos do erro, notamos que

Wi(z) = %(I —20)(z —21)(x — 32) = (z — @) (2 — 21) + (2 — 21)(x — 22) + (x — o) (x — 22)

logo
Wy (x) = 6x — 2(xg + 21 + x9),
portanto f”(z) sera aproximado por p3(2z) = 2fiuye1,2] com erro O(h?), se Wi (z) = 0, ou
seja:
1
zZ = g(l’o +ZE1 + l’g)

Quando f € C*, isso pode ser obtido com diferencas centradas, escolhendo zy = z —
h,x1=z 20=2z+h:

(4)
P = 2o+ w0
AW -2 f—h) )
_ . -l (1.8.3)

porque Wi(z) =0+ 0+ h(—2h) = —2h%.
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1.8.2 Meétodo dos coeficientes indeterminados

Vamos agora ver um processo diferente para obter a aproximacao das derivadas. Para melhor
compreensao, veremos como obter a formula (1.8.3) para a segunda derivada com diferencas
centradas, por este outro método. Queremos ainda utilizar os trés pontos z_1 = x + h,xy =
x,x1 =x+ h,

F'(@) ~ Af(w+ h) + Bf(x) + Cf(z — h),

em que os valores A, B e C' sao desconhecidos e serao utilizados para obter a aproximacao mais

conveniente.
Usando o desenvolvimento em série de Taylor para f(x + h) e para f(x — h), obtemos

Af@+m+Bf@H{U@%h)=A(f®)+hf®)+€3”@)+m)+3ﬂ@+0(f®)—hf@)+g?W@)—m)

se usarmos o resto de Lagrange para f() obtém-se Af(x + h) + Bf(z) + Cf(x —h) =

h? h3
= f@)(A+B+0O)+ fl(2)(A=CO)+ 5 [@)(A+C) + = f()(A = CO) +
Wt T
A— C—

+ 24f (&) + 24f (&2)
O objectivo é agora anular todas as expressoes, excepto a que tem a segunda derivada, que
é a que pretendemos aproximar, e as expressoes das quartas derivadas, que constituirao o resto.
Para além disso, para obtermos apenas a segunda derivada, devemos exigir que o seu coeficiente

. L. . 2 . . .
seja unitario, ou seja, %(A + (') = 1. Ficamos assim com o sistema

A+B+C=0 .
A=C=0  (AB.C)=5(1,-21),
PA+0)=1

e podemos concluir a mesma formula (1.8.3), pois

f(x+h)=2f(x) + f(x - h)
h2

= )+ e + ey
- 24 oy 2

Exercicio 17. Obter a formula de diferencas centradas para a primeira derivada, que ja foi
apresentada, mas usando agora o método dos coeficientes indeterminados.

Exercicio 18. (erros de arredondamento). Considere que os valores de f_1 = f(z — h), fo =
f(z) e fi = f(z+h) estavam afectados de erros, e apenas dispunhamos dos valores aproximados
respectivos f_l,fo,fl. Comente o efeito dos erros € = maxief—1,0,1} |fe — fk| no calculo da
aproximacgao de f”(x) usando a férmula com diferengas centradas.

Resolucao: ~ R R
A —2fo+fa1 B g1 —2e0+e_1

fl/(x) T - Ef(zv)(g)"’_Ta
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em que €, = fr — f sdo os erros. Portanto, como |ex| < &, quando h — 0 temos

fi —2fo+ f- h2 | 4
f”(m)—fl 2£(;+f 1 Sﬁ’f(w)(g)‘_,’_ Fi
—_— =~
—0 #—0

Reparamos assim que a parcela que contém os erros de arredondamento nao ira decrescer a priori para zero, a
menos que o € acompanhe o decrescimento do h, ou seja, deveremos ter € = o(h?). Isto significa que ao diminuir
0 h devemos ter o cuidado de que os erros acompanhem o decréscimo, ou doutra forma a aproximagao perdera
a eficacia, ou mesmo o significado.

1.8.3 Introducao a teoria das diferengas

Iremos agora definir algumas nogoes basicas que estao relacionadas com a diferenciagao numérica.
Dada uma sucessao (u,,) analogamente definimos os seguintes operadores de diferengas

e Diferengas progressivas : Au, = Up11 — Up,.
e Diferencas regressivas : Vu, = 1, — U,_1.
e Diferencas centradas : du, = %(unﬂ — Uy,_1) ou ainda? du,, = Upt1/2 = Up—1/2
Vamos concentrar-nos nas diferengas progressivas enunciando algumas propriedades imediatas.

Teorema 7. No caso de usarmos nds igualmente espacados xy = xg + kh temos (k € Ny)

A* fo
f[aco,...,mk] = W

e por isso a formula de interpolagao de Newton fica

n Ak k—1
pale) = 3 20 (e ).
k=0 7 j=0

Demonstragao. Provamos por inducao, sendo 6bvio para k = 1 (ou mesmo k = 0), pois fizg,2,] =

fl;—fo = %. Sendo valida para quaisquer {x, ..., zx }, temos para {xq, ..., Tx11} :
AF Ak
f _ Jerwaiin) = Jlwowm) _ k!h];l - k!h]:co _ Ak(AfO) _ AR,
(205 s gy 1] Thi1 — 20 (k+ 1)h (k + 1)k!hh* (k + 1)!h’“+1'

Proposigao 5. As sequintes propriedades sao evidentes:
i) Se u, = C (constante) entio Au, = 0.

it) Alau, + fv,) = aAu, + fAv,

i11) A(upvy) = Vpr1Auy, + uy Avy = Uy Avy, + v, Auy,
iv) A(C™) = (C —1)C", e em particular® A(2") = 2".

2Neste caso, supomos que u,, se trata da imagem de uma certa funcdo u calculada num ponto x,, em que
os pontos x, verificam w11 = @, + h, com h > 0 fixo. Assim, entendemos u,, /2 como sendo o valor de u

calculado num ponto x,,41/2 = &, + h/2, e consequentemente u,,_; /o serd o valor no ponto x,_1/2 = x, — h/2.
3

Proposigao 6. A sucessao u, = 2™ € um ponto fizo do operador de diferencas progressivas, tal como e€* € um
ponto fixo para o operador de derivagao habitual
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Demonstragao. Imediata. (Ezercicio: obtenha resultados semelhantes para o operador de difer-
encas centradas du,,). O

Proposigéio 7. Temos a propriedade telescopica e outra propriedade elementar
i)y e Auk = Uy — Up
zz)A( kouk)—un

Demonstragao. Imediata. (Ezercicio: obtenha resultados semelhantes para o operador de difer-
encas centradas du,,). O

Exercicio 19. Verifique que

n—1
E UkAUk ukvk E kaAuk
k=0

e explicite Z;é kC*.

Resolugao: Pela proposigdo anterior (iii), temos ZZ;& Augvg) = ZZ;S (upAvg + vg+1Aug) e pela pro-
priedade telescopica,

n—1 n—1
Uy Up, — UoVy = g upAvy, + g Vg1 Al.
k=0 k=0

Aplicado com uy = k, v = Cc—fl porque Av, = C*, e como Auy = 1, obtemos

k=n  n-1 cn n
E:M% [ Ci]hog%gﬁi C€1 —1§:Ck = C%g;;;-
Proposicao 8. Definindo nlP) = (nflp)! =nn—1)---(n—p+1), obtemos
n-l o]
AnlPl = pnlP=1 ¢ por isso Zk[p} = .

em particular S 1—o k = tn(n—1), Pok(k—1)= sn(n—1)(n—2).

Demonstrag¢ao. Obtemos directamente
APl = (n+ D —pll = (4 Dn---(n—p+2)—n---(n—p+1)
= (n+l-n+p—1n---(n—p+2)=pn---(n—p+2)=pnP~i,
e depois basta notar que nlP+1 = STE AR = (p 4 1) S0 kP O

P 1 — n—1 1 _ 1
Exercicio 20. Mostre que Am = m e conclua que Zk:o D (k+2)(k13) — 4 2(ni2)(nt1)’

—_

ou de modo geral
i 1 1 1 1
_— _—_— _ .
=0 k+p+1P“] p\p!  (n+p)lPl) n—oe plp

Resolugao: Se u, # 0, como

Ai _ 1 _ i _ Up — Un+1 _ —Auy,

Up, unJrl Up, un+1un Un+1un
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obtemos para u, = n?!, com n > p

1 —pnl—t —p —p

Al T (- DFRl T (n o D —p 1) (n+ HFD

notando que nlP! = nP~U(n — p+ 1). Em particular,
n—1 n—1

—2 1 1 1
A = - .
(k+3)8 ];) (k+2)  (n+2)2 202

]

k=0

De modo geral,

- . 1 . 1 1
e A =lim ——— — —
];) (k+p+ 1)+l lénkzzo E+rp)Pl % (ntpll  pbl

Observagao 11. A teoria das diferencas pode ser ligada ainda por analogia a resultados de
equagoes as diferencas que veremos mais tarde.

1.8.4 Aplicagao da teoria das diferencas & aproximacao de derivadas

Para motivar a obtencao de féormulas de aproximacao da derivacao por diferencas, comegamos
por obter o analogo da formula de Taylor para diferencas. Com efeito, introduzindo o operador
de sucessao

Sy, = Upy1,

temos Au,, = Su, —u, = (S—1)u,, logo A =S—1 S =A+1, e assim podemos estabelecer
o resultado.

Proposicao 9. Temos para u,im = S™u,

(K]
m
k=0
Demonstragdo. Basta reparar que S™ = (A +1)™ =7 (7)A* =377, k, mA A, O

Seja u uma fungao analitica e u,, = u(z,), em que x,, = a+ nh, temos pelo desenvolvimento
em série de Taylor,

00 hk
Un+1—UfL‘n+h ZF
k=0

e designando por 0 o operador de derivacao, podemos escrever pela expansao da exponencial,

[e.9]

ha)

Up,
k=0

em que abreviadamente escrevemos (¢")u, para (e"?)u calculado em x,. Desta forma estab-

elecemos S = €, e portanto, por exemplo,

1
A—{—I:S:eha@@:Elog(AjLI).
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Fica assim estabelecida uma relacao formal entre derivadas e diferencas progressivas. Tendo
obtido esta formula, podemos utilizar a expansao do logaritmo,

0 (_1)k+1
log(z +1) = Z Ta:k
k

Il
—

e desta forma, formalmente,

1 1= (=1)k+t
8:E10g(A+I):EZ—A.

(=1)F+!
k

. 1l E_ A : ~
Truncando a série, por exemplo com um termo, 9 ~ 3 >, A" = 3, ou seja du(w,) ~

w2 Se usarmos dois termos,

0~ k h o on

SRS

iﬂAké_A_Z
k=1

esta ultima formula leva a aproximacao,

2Au, — A%y, 2Uupgq — 2Up — Ungo + 2Ungy — Un AUpgy — Uy — Upyo
aU(.Tn) ~ = = ’
2h 2h 2h
que ja tinha sido encontrada no caso n > 2 pela interpolacao de Lagrange. Para obter formulas

de graus superiores, bastara considerar mais termos da série.

Exercicio 21. Estabelecer relacoes semelhantes para as outras diferencas, por exemplo, d =
2sinh(20).
1.9 Aproximacao de Funcionais Lineares

Um espago vectorial com produto interno (.,.) é denominado pré-hilbertiano (ou euclidiano),
notando que no caso em que o corpo de escalares é complexo temos

(ou,v) = @ (u,v) e também (v, u) = (u,v),

por isso convencionamos que a conjugacao se efectua no primeiro termo. Associa-se a norma
definida por [|u||> = {(u,u), relembramos que a existéncia de produto interno num espaco
normado pode ser avaliada pela igualdade do paralelogramo:

No caso complexo, ¢ imediato que

u+v||2 U —v

1
2 _ 1+ 2 2
O S = Sl + el ).

[lw+ol[* = [Jull + 2 Re (u, v) + [Jv]|*

e se {(u,v) = 0 obtemos o teorema de Pitagoras |[u + v||> = ||u||* + |[v||?. Outro resultado
conhecido ¢é a desigualdade de Cauchy-Schwarz

[{w, )| < [ull [l
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Quando o espago pré-hilbertiano é completo (as sucessoes de Cauchy convergem), designa-
se espaco de Hilbert H. Relembramos que este é o caso de todos os espacos de dimensao
finita (isomorfos a R™), ou das fungdes em L?(a,b). No entanto, se considerarmosC'a, b], e
apesar do produto interno L? estar bem definido, as sucessoes de Cauchy nessa norma L*(a, b)
podem convergir para uma funcao L?(a,b) que nao é continua... Por isso, o espago de fungoes
continuas Cfa,b] nao é habitualmente considerado no d4mbito dos espagos de Hilbert, sendo
apenas completo com a norma do maximo, a que nao esta associado produto interno. Iremos
analisar o caso de espagos métricos completos, isto é espacos de Banach, noutro capitulo.

Definicao 4. Dado um funcional linear F' : H — R, definimos uma férmula de aproximacgao
linear F' usando nos z, ..., 2z, e coeficientes ap, - - , ay,

F(g) = aog(z0) + - - + amg(zm).
A formula é exacta num subespaco S = (go, - - , gn) C H se verificar F(g) = F(g),Vg € S.

Observagao 12. Por exemplo, um subespaco polinomial S = P, = (1,¢,--- ,t") . Se essa aprox-
imacdo for exacta para polinomios de grau k < n, ou seja F/(t*) = F(t*), dizemos que a formula
tem pelo menos grau n (e diz-se ter exactamente grau n se nao tiver grau n + 1).

Método dos Coeficientes Indeterminados.

Dado um conjunto de nés zy,..., 2, podemos determinar os coeficientes «; de maneira a
que a formula seja exacta em S :

aogo(z0) + -+ + amgo(zm) = F(go) 90(z0) -+ go(zm) o F(g0)

aogn(ZO) +eoet amgn(zm) = F(gn) gn(Zo) o gn(Zm) Am F(gn)
sistema onde encontramos a transposta da matriz de Vandermonde.

Exemplo 2. Um caso de aplicagao deste método de coeficientes indeterminados consiste em
encontrar regras de integragao, com F(g) = I(g) = fab g(t)dt, exactas para polinémios gi(t) =
t* com k =0, ...,n, obtemos o sistema:

(| fjldt:b—a

20t Zm Ofo fj tdt = $(b* — a?)

o :
2 m f: mdt — %H(bn-i-l o an-i—l)

Sao assim determinadas as regras de quadratura simples:

e Regra do Ponto Médio, com m =0, zp = 4t — oy =b — q, logo

F(g) = aug(z0) = (0~ a)g(“50)

e Regra dos Trapézios,com m =1, zp =a, 21 =b —

1 1 ag | b—a . . b-a
20 241 o | %(bz—cﬂ) Qo= q =y

j(g) = apg(20) + arg(z1) = b-a
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1 1 1 Qp b—a b—a
20 21 9 aq = %(bQ — CL2) — g = Qg = 6 a1 = 4oy
22 22 22 g 5 (0 — a®)
~ b—a a+b
(9) = ——(9(a) + 4g(——) + (b))

Exemplo 3. De forma semelhante podemos obter formulas de diferenciagao numérica. Por
exemplo, com F(g) = ¢"(y) e com zy =y — h, z1 =y, 20 = y + h, obtemos

1 1 1 Qo 0 1

20 21 Z9 o1 = 0 — Qo = Qg = ﬁ’al = —2qy
2 2 2

Zy5 2] % o 2

F(g) = %(g(y —h) —2g(y) + g(y + h)).

Observagao 13. A propria interpolacao pode ser vista neste contexto. Para cada ponto z,
F(g) = g(z), ou ainda F' = ¢, (o delta de Dirac centrado em z). Assim, no caso da interpolagao
polinomial, os valores a; sdo dados pelos polinomios de Lagrange oy = Ly (y).

Teorema 8. Seja F uma aprozimacio do funcional F com pelo menos graun > m. O erro da
aproximacao € dado por 3

F(g) — F(g) = F(en),
onde e,(x) = glz0,. .., Zn, T](x — 20) -+ (T — 2,) € 0 erro de interpolagio nos nds 2o, . .., zm,
definidos em F', acrescentando nds adicionais zyy1, . . ., zn (eventualmente repetidos).
Demonstragdo. Sendo p, o polinémio interpolador, o erro de interpolacio é &,(r) = g(x) —
pu() = glz0, .- -y 20, 2] (T — 20) - - - (¥ — 2,,), portanto como F' é exacta para grau n, obtemos

F(g9) = F(9) = F(p +en) = F(pn +20) = F(pa) = F(pa) +F(en) = Flen) = F(e) — Flen)-

Finalmente, F (en) = 0 porque o erro é nulo nos noés de interpolagao €,(z;) = 0, e assim

F(en) = Z ajen(z;) = 0.

Exemplo 4. Erro da Regra dos Trapézios - obtemos a conhecida expressao

g9"(€) (a —b)°
2 6

b b
I(g)—1(9)=1(61)=/ g[mb,ﬂf](ﬂf—a)(x—b)dx=g[a,b,§]/ (r—a)(z—b)dr =

(aplicando o Teorema do Valor Intermédio para integrais).

Observagao 14. De forma semelhante, podemos estabelecer o erro para a férmula da segunda
derivada, fazendo notar que ela é valida mesmo para polindémios de grau 3.

9*(g9) — 52(9) = 0*e3) = (glz — h,z,z, 2+ hx)(w — 2+ h)(z — 2)*(x — 2 — h))pes =

= O—i—2g[z—h,z,z,z—i—h,az:‘](:n'—z—l—h)(ar:—z—h)%zz:—Qg[z—h,z,z,z—l—h,z]hQ:—g
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1.10 Sistema Normal e Minimos Quadrados

Consideramos a aproximacao num subespago vectorial de H gerado por funcoes base, S =
(g1, , gn) , que tem dimensao finita n, onde esta definido um produto interno. Relativamente
a distancia definida nesse espago de Hilbert, pelo produto interno dist(u,v) = ||lu — v|| =
(u—v,u— v)l/ 2 , a melhor aproximagao que é neste caso tinica, ¢ dada pela resolugao do sistema
normal. Relembramos que dado f € H isso corresponde a encontrar g tal que

1/ = gll = mL[[f =l

como S tem dimensao finita existe um minimo, que resulta de encontrar equivalentemente? o
tinico g € S tal que
<907f_g> :OaVSO €S

De facto, escrevendo g = a1g7 + ... + a,g, basta verificar a condicao para as fungoes base e
assim (gg, f — g) = 0 leva ao sistema normal

(91,91) -+ (91,9n) a (91, f)
(gr:9) = (gk, f) & : : C = :
(Gn>g1) +++ (Gns Gn) an, (G, [)

Observagao 15. A matriz G' = [(g;, g;)]i; € simétrica no caso real ((g;, g;) = (g, 9;)), € hermitiana
no caso complexo({(g;, g;) = (g;,g:)). E ainda definida positiva, porque para qualquer v # 0

n n

viGv = Zﬁi(GV)i = Zﬂi ZGijUj = ZZ@ (9i> 95) v
=1

i=1 i=1 i=1 j=1
- <Z UZgZ7Zg]U]> = <gvagv> = ||gv||2 > 07
i=1 j=1

considerando que a funcao g, = Y., v;g; nao é nula porque g; sao linearmente independentes.

Observacgao 16. A funcao g € S obtida pela solugao do sistema normal é denominada projeccao

de f sobre S, escrevendo-se
n

g = projs(f) = args.

k=1

4Mostramos a equivaléncia. E suficiente porque 1) = g — ¢ € S logo (¢, f — g) = 0 implica
1f =gl = [If — el = 1[¢l* < [If = l|*, porque
If =@l ={(f —9) + ¥, (f —9) +¥) = [If = glI* + 2Re (¥, f — g) + [[0[[* = ||f — gl* + [|¥II?,
e & necessaria porque se (¢, f — g) # 0 para algum ¢ € S, tomando ¢ = g — ¢ € S com ) = — <q§,f — g><§

~ ~ N N 2
(aqui & = ¢/[|8]1), obtemos (. f —g) = = ((d.f = 9) b.F —g) = = (b, f —g)| = ~Ilwl> <.
1F = @l = 11 = gl +2 Re (s, £ = g) + W1 =11 = glI* = 2/l + 19

o que seria absurdo, pois ||f — ¢|| < ||f — g]| e g deveria ser minimo.
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Quando a base gy, ..., g, ¢ ortonormada temos (g;, §;) = J;; ¢ a matriz G ¢ a identidade, pelo
que obtemos directamente ay = (gx, f) e assim a projecgao é dada por

n

9= {9 f) G-

k=1

Observagao 17. O erro da aproximagao ||f — g||, é determinado imediatamente pela norma,
com a solugao g obtida.

1.10.1 Ortonormalizacao e Separabilidade

A inversa da matriz do sistema normal permite obter uma base ortonormada. Com efeito,
sendo I';; as entradas da matriz inversa de G,

<Z Uik gk, Z Fijgj> = Z T <g’“’ Z Fijgj>

k=1 j=1 k=1 J=1

5” = Z Fika] Z sz gk, gj <Z szgk, g]> -
k=1

Lembramos que podemos sempre construir uma base ortonormada a partir de uma qualquer
base, usando o método de Gram-Schmidt.

e Processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt:

Dada uma base inicial {¢1,"+ ,¥n}, construimos uma base ortonormal {vﬁl, e ,@En} :

(i) Y1 = ¢1; Uy = Ht/} T e depois iteramos (k= 2,--- ,n):
(H) wk = P — Z <§0ka w]> %,W ||7/)k|\’
No entanto este processo de ortogonalizacao® tem um problema de mau condicionamento,

resultante de um natural cancelamento subtractivo. Quando aplicado a uma base polinomial
pode ser simplificado, levando aos denominados polinomios ortogonais.

O espaco de Hilbert H diz-se separavel se admitir uma base ortonormada numeravel q@l, e q@n, e

. Ou seja, qualquer elemento de H pode ser escrito na forma
Nessa situacao ¢q,...,0,, - podemos escrever qualquer f € H através da expansao de

Fourier -
F=>" (b 1)
k=1

uma generalizacao da expansao em série de Fourier. Este ¢é o limite da sucessao de somas finitas

n

fo =" {0k 1)

k=1

I n ~
°Note que para m < k, como ; sao ortonormadas:

E

k—1 -1

(0n D) = (rrtbn ) = D (0rrily) (s i) = (0rrtbn ) = D (0rrly) Sy = (08B ) = (029 ) =0.

=1 1

<.
<.
Il
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que correspondem a solucao do sistema normal limitando a base, j& que no caso de base ortonor-

mada <¢Eu $3> = 0;; ¢ a matriz do sistema normal seria a identidade.

Teorema 9. Num espaco de Hilbert definido pela base ortonormada (gzgn), temos a desigualdade

de Bessel .
HEES Y AT
k=1

verificando-se || f — folI? = || fI|* — || full?, 0 que no caso limite dd a igualdade de Parseval

11 = 32| 1)
k=1

Demonstracao. Basta reparar que

EEENCHES FEW TN D A HICHICES
SO RCHICHLIES 3 O]

e como a base é ortogonal, <fn, q@k> =0, para k > n, logo(f,, f — fn) = 0 e aplica-se o teorema de Pitagoras

1A = 1lfn + F = Full? = 11l + 11 = £ull?,

implica ||f]|? > ||fn]|?>. Quando n — oo temos ||f — ful| — 0, e de || f||? = lim || f,||? + Lim || f — fu||? resulta a
igualdade de Parseval.

]

1.10.2 Caso discreto

Distinguimos os dois casos habituais, um discreto e outro continuo. No caso do produto interno
discreto consideramos vectores u, v € R™ (ou C™), associados aos valores das fungdes em nos
de colocagao 1, -+ , oy, ou seja u = (uy, - ,up) = (u(z1), - ,u(x,)), e definimos

(u,v) =u'v = Zu(:ck)v(:ck)

no caso em que consideramos todos os pesos unitarios. Podemos no entanto definir num caso
mais geral:

m
(U, v)q = Qv =Y ul;) Qv ()
ij=1
onde Q é uma matriz definida positiva simétrica (ou hermitiana), que contém uma distribui¢ao
de pesos. Quando Q é a identidade obtemos o caso do produto interno habitual, num outro
caso simples, é uma matriz diagonal com entradas positivas Qrr = wi > 0. O facto da matriz
ser definida positiva implica a propriedade (u,u) = u*Qu > 0 quando u # 0, e portanto
[lu|]| = 0 & u = 0. Por outro lado ser simétrica (hermitiana) implica (v,u)" = (v*Qu)* =
Qv =u*Qv = (u,v).
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Relembramos ainda que definindo V;; = ¢;(z;), temos matrizes V (de dimensdo m x n),
podemos ver como o sistema normal discreto generaliza o sistema de Vandermonde. Com efeito,
a matriz do sistema normal fica

i; = (i, 05) = Y eilwn) =D ViiViy = [V'V];

k=1 k=1

ou seja, = V*V. B
Escrevendo ainda F; = (@;, f) = > 1y i(@e) f(@r) = Y pey Viife = [V*f]; temos

Pa=F < V*'Va=V"'f

e concluimos que do sistema de Vandermonde Va = f (com V de dimensao m xn), chegamos ao
sistema normal multiplicando por V* em ambos os lados da equagao (é alids isso que permitira
equilibrar a equagao, tornando a matriz quadrada n x n, ao multiplicar pela conjugada, doutra
forma teriamos mais equagoes do que incognitas).

Observagao 18. No caso em que Q # I é semelhante

(D 9027 90] Z SOZ ri%pj :L‘r Z V}%ri ry — [V*QV]’L]

k,or=1 k,r=1

e como F; = (¢, [)q = 223:1 0i(21) Qrr f () = EZ?T:l ViiQur fr = [V*Qf]; entdo o sistema

normal fica

V*QVa = V*Qf

resumindo-se a multiplicar por V*Q (& esquerda), ambos os lados do sistema de Vandermonde.

1.10.3 Caso continuo

No caso do produto interno L?(a, b) consideramos uma fungao peso w tal que w(z) > 0 (q.t.p.).

(u,v)w:/ w(t)u(t)v(t)dt

Notamos que no caso w = 1 isto corresponde ao produto interno L?(a,b) habitual, mas geral-
mente considera-se L2 = {u: u/y/w € L*(a,b)}.
H& produtos internos conhecidos pela sua associagao a polinémios ortogonais:

e (Chebyshev) produto interno no intervalo (—1,1), com w(z) = (1 — 22)~%/2,

2

e (Hermite) produto interno em R com w(z) = e~

-

“e

e (Laguerre) produto interno em R com w(z) =z , com a > —1.

Para evitar a resolugao do sistema normal, podem procurar-se fungoes que sejam ortogonais, e
assim reduzam o sistema a uma matriz diagonal, ou ainda & identidade sendo ortonormadas.
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1.11 Polinémios ortogonais

Teorema 10. Consideremos polindmios q, monicos de grau k. Dados qo,q1 : (90, q1),, = 0,
entao a sucessao de polinomios ortogonais € definida pela formula de recorréncia

D) qr—1()

Qet1(2) = zqr(x) — (G, tar),, dr(x) — Tgea|E

onde Gy = qx/||qx|| definird a base ortonormada correspondente (notagao:(tqy)(t) = tqr(t)).

Demonstragao. Demonstramos por inducao, sendo valido para os iniciais pois (go, ¢1),, = 0.
Admitimos assim que temos ja uma base ortogonal {qy,q1, - ,¢.} € vamos obter g,y1, que
sendo monico pode escrever-se na forma

Qet1(2) = zqr() + crqe(x) + - - - + cogo(x).

Pretendemos encontrar os ¢ que fazem (g;, gy+1),, = 0, para qualquer j < k.

(i) Para j = k obtemos (g, Gk+1),, = (@& tqk)y, + (> k), +0+...+0, pois (g, g;),, = 0 para
j < k. Para a ortogonalidade (g, gx+1),, = 0, resulta

— (@ ),
k] 2

(ii) Para j = k — 1 obtemos (gk—1, @k+1),, = (@r—1:tqk),, + 0 + (@-1, Ck-1q-1),, + 0+ ... + 0,
pois (qx-1,¢;),, = 0 para j # k — 1. Para a ortogonalidade (gx—1, qx+1),, = 0, resulta

(e, i)y = — (Qhs tQk) & C =

— (@1, tqk),,

Ch—1 (Qk-1, Gh—1),y = — (Q—1,qk),, & Ch1 = | qr—1]]2

no caso do produto interno considerado em (a,b) C R, a expressdo simplifica-se®: {(qx_1, tqx),, =
(tqk—1, qr),, € como por hipotese g (t) = tqy—1(t)+px—1(t), obtemos por ortogonalidade” (py_1, qx),, =
0 e por isso:

(G @)y = Ee—15 Qi) + Pr—15 U)oy = 1, Qi) »

—(gh—1itar)y, _ —llakll3,
llax—111%, llar—1112,

(iii) Finalmente, para j < k — 2 temos (q;, qk+1),, = (¢, tax),, + 0+ (¢, ¢;q), + 0+ ... +0, 0
que implica (em R):

concluindo-se que ¢,_1 =

cjllglls = — (@, taw),, = — (taj ar),, = 0
pois tg; tem grau j + 1 < k, o que implica ¢; = 0 para j < k — 2. O

Exercicio 22. Mostre que se o intervalo for (a,b) = (=R, R), e qo(x) = 1,q:1(z) = z, entdo a
formula de recorréncia simplifica-se quando o peso w é uma funcao par:

Qk+1($) = 95%(@ - Hq—q -

e os polinémios ¢, sao pares (resp. impares) quando k é par (resp. impar).

5Mesmo no caso complexo:
b — b
(ar—1,tar), = J, wt)ae-1(O)taqu(t)dt = [ w(t)tar—1(t)qr(t)dt = (tqe-1,qr),,
70O polinémio pi_; pode ser escrito na combinacio da base de gj com j < k, logo ortogonais a gi. Alias, de
forma geral, ¢ sera ortogonal a qualquer polinéomio de grau inferior a k.
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Resolugao: Basta reparar que (assumimos o caso real)
1 R

(Gis tak)y = —/ w(t)gn(t)2tdt = 0
larllw J-r

porque w(t)qy(t)?t é impar. Assim, por indugao, gory1 ¢ fmpar pois resulta de soma de zgor que é impar
(poisgaré par) com Cgor—1 que é impar (note que go = 1 par e ¢1(x) = x é impar. Analogamente go12 sera
par.

Exemplo 5. Considerando o produto interno com w = 1 em [—1, 1], obtemos os polinémios
de Legendre P, :

Pais(e) = aPofa) - A2l p ),
[|Poa 2
1 2
e como Py(z) = 1, Pi(z) = z, obtemos Py(x) = zP(x) — Hg”; Py(z) = 2% — j]Tf mldf =z? -1
J—1
De forma semelhante, obtemos os seguintes Ps(x) = 2% — %a:, podendo mesmo estabelecer-se

uma férmula de recorréncia:

Poi(z) = 2Py () — #Pn_l(x)
Exemplo 6. Considerando o produto interno com w = (1 — 22)~'/2 em | — 1, 1[, obtemos os

polinémios de Chebyshev T, (na forma monica):

To(x) = 1,T1(z) = , Ty(z) = 2? — %,Tg([[’) =2 — %,
sendo mais conhecidos na sua forma nao moénica
T, (z) = cos(n arccos(x)),
com a relagao de recorréncia T, 1(z) = 22T, (z) — T,—1(z).

Teorema 11. As raizes dos polinomios ortogonais estao no intervalo (a,b).

Demonstra¢ao. O polindmio moénico ¢, pode ser escrito em termos das suas raizes 21, ... , 2z,
Q@) = (@ —21) - (0= 2) = (@ = 2) -+ (2 — 2) Pul2),
vV
pm(T)
em que designamos zi,...,z, € [a,b] as m raizes no intervalo. Pretendemos mostrar que

m = n, e notamos que p,_,, nao tendo raizes em [a,b], ndo muda de sinal nesse intervalo.
Portanto,

(G D), = / () () p(2)d = / () ()P m(2)

e como w > 0, p2, > 0, o sinal da func¢io integranda ¢ o de p,_,, e o integral nao ¢ nulo. Porém,
como ¢, € ortogonal a todos os polinémios de grau inferior a n, o produto interno s6 nao é nulo,
(Gns Pm)y, 7# 0, quando n = m.

Finalmente mostramos que as raizes sao simples. Se, por exemplo, z; fosse raiz dupla, com
21 = 29, entao definindo p,_o(x) = (x —23) - - - (¥ — 2,,) implicaria que (¢,, pr—2),, = 0 (pois p,_2
tem grau inferior), o que contradiria:

b b
(s Poz), = / () () pna(2)d = / w(a) (e — 2@ — 2 (2 — 2)’dz > O,

porque tratar-se-ia do integral de uma fun¢ao nao negativa e nao nula. O
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1.11.1 Foérmulas de Integracao de Gauss
A partir dos n valores das raizes dos polinémios ortogonais, que servem como nés, é possivel
encontrar féormulas de quadratura de grau 2n — 1.

Teorema 12. Seja P, um polinomio ortogonal de grau n, com raizes zy,--- ,z,. Para a inte-
gracao

b
() = | wl@) i@z
a formula de quadratura de Gauss (em que 0s nds sao as raizes de P, )

Qu(f) = arf(z1) + -+ anf(zn)

tem grau 2n — 1, e 0s pesos sao obtidos por oy, = I,(Ly), em que Ly sao os polinémios base de
Lagrange (os nds de interpola¢ao sao 0s zy).

Demonstra¢ao. Sendo ps, 1 um polinémio de grau < 2n — 1, queremos ver que I, (pa,_1) =

Qw (an—l)'

Para esse efeito, consideramos a divisao de polinémios
Pon—1(x) = ¢u_1(2)Py(x) + rp1(x)
em que ¢,_1 ¢ o quociente (grau n — 1) e r,_; tem grau < n — 1. Assim, como P, (z;) = 0,
Qu(P2n-1) = Y ok (Gn-1(2) Pu(2t) + 11 () = D awrno1(2k) = Qul(ra).
Ora, 7,—1 (com grau < n — 1) pode ser escrito pela formula de Lagrange
Tn1(2) = rp_1(21) Li(x) + rp_1(2n) L ()

e temos I,(rp—1) = ro_1(21)lw(L1) + crn1(zn)Lw(Lyn) = Qu(rn—1). Assim, Qu(pan—1) =
Qu(rn_1) = L,(rn_1), falta apenas ver que I,,(r,—1) = Ly(pan_1) :

Iw(p2n71) = Iw(anlpn) + Iw(rnfl) = Iw(rnfl)a

porque I, (¢gn-1FPn) = (gn-1,Pn), = 0, pois P, é ortogonal aos polinéomios de grau n — 1.
Provamos assim que tem pelo menos grau 2n — 1, e nao tem grau 2n porque Q,(P?) = 0 #
1Pal 2, = L (P7). O

Exercicio 23. Calcule uma formula de Gauss Q.(f) para a aproximagao de

1
f(z)
I = ————dx
= [ H
que seja exacta para polinémios de grau 2n — 1.

Resolugao: Basta reparar que w(z) = (1 — m2)_1/2 é 0 peso para os polinomios de Chebyshev. Assim sendo

21, .-y 25, 08 zeros de Ty, (que sdo os nos de Chebyshev) obtemos

Q((f) = oqf(zl) +o O‘nf(zn)

em que os pesos ai podem ser obtidos pelo método dos coeficientes indeterminados, resolvendo Q.(t*) = I.(t*),
para k =1,...,n, ou através de

1
Lk (:17)
ap =1.(L;) =
¥ (Lw) /_1 V1—22
Salientamos ainda que se p,,(z) = agTo(x) + -+ - + am T (), temos I.(p,,) = 2may porque

Ic<pn) = <1apn>w = Qg <17T0>w + ... Fan <1>Tn>w = aO(Q’/T) +0+..+40,

dxr = <1, Lk>w .

jd que Ty = 1, e todos os outros T} lhe sao ortogonais.
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1.12 Outras bases ortogonais

Para além dos polinémios ortogonais, ¢ bem conhecida a base de fungoes na série de Fourier,
que é ortogonal em [—m, 7| (com w = 1),

Sn = (1,sin(t), cos(t), ..., sin(nt), cos(nt))

verificando-se (1,1) = 2m, (sin(kt),sin(kt)) = (cos(kt),cos(kt)) = m, o que permite obter
facilmente a expansao de Fourier

n

Ft) ~ fult) = & (1 f) + 2 (sin(kt), f) sin(kt) + (cos(kt), f) cos(kt)

k=1

ou ainda na forma complexa

[ = fult) = £ 3 (explikt), f) exp(ikt)

que converge em L*(—m, ).

1.13 Aproximacao em Espacos de Banach

No caso de espacos métricos, podemos nao ter associado um produto interno, como é o caso do
espago da fungoes continuas C|a, b] com a norma do maximo:

[ f]leo = max |f(z)]
z€[a,b]

neste caso, dado um subespago S = (@1, ..., p,) , € uma fungao f ¢ S, o objectivo sera encontrar
a fungao g € S que minimiza a distancia

dist(f,g) = |If — glle

mas nao havendo produto interno, nao temos nenhum sistema normal associado, que permita
uma solucao rapidamente.

1.13.1 Melhor aproximagao uniforme (mini-max)

O problema de minimizacao da distancia ao subespago, é muitas vezes designado Mini-Max,
pois trata-se de encontrar g € S :

f =9l =min||f — ¢||cc = min max |f(z) — p(x
1f = glloe = min1f = elloe = min max [/(z) - ¢(@)],
e a funcao g é denominada a melhor aprorimacao uniforme de f em S.

Ao contrario do que acontece no caso da norma associada a um produto interno, neste
caso nao ha garantia de unicidade da melhor aproximacgao uniforme, pelo menos no caso geral.
Iremos ver que ha unicidade quando consideramos S = P,,.
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Exemplo 7. (Contra-exemplo de unicidade no caso geral). Pretendemos aproximar f(z) =z
em S = (1,t?), no intervalo [—1, 1]. Ou seja, queremos encontrar g(z) = a + bz* que minimize
a distancia
If = gllec = max_|(a+ba?) — .
ze[—1,1]

)

Comegamos por notar que nos extremos do intervalo (r = £1), obtemos

f(=1) —g(=Df=la+b+1], [f(1)=g(D)]=la+b-1],

o maximo destes dois valores é |a+b|+1 (porque se a+b > 0é a+b+1,ese at+b < 06é —(a+b—1)), e assim
a distancia minima possivel sera 1, quando a = —b. A fun¢ao g = 0 permite imediatamente obter
uma solu¢ao minimizante pois ||f — 0[] = max(_117|z| = 1. No entanto, podemos encontrar
mais solugdes, para isso vamos ver se ha maximo local no interior do intervalo para f — g com

g(z) = b(z* — 1). Como
0=(f—9) () =1-2bz& z=5 (@0,

. Assim, os méaximos estao nos

a fun¢do ¢ monétona se z ¢ (—1,1), ou seja sempre que |b| < 3
€ S, sao minimizantes desde que

extremos ja analisados, e todas as fungoes g(z) = b(z? — 1)
bl < 3.

Esta situacao é bastante diferente da que ocorreria num espaco de Hilbert, pois pelos mini-
mos quadrados, o sistema normal teria segundo membro nulo, pois(1,t) = 0, (t3,t) = 0, conse-
quentemente a tinica solu¢ao minimizante seria g = 0.

<
g

Observacao 19. A melhor aproximacao uniforme pode nao ter solugao tnica, como ja vimos
no contra-exemplo. De um modo geral, dado um subespago de fungées S = (g1, -+ ,gn), a
unicidade é garantida se e s6 se for verificada a independéncia linear para qualquer conjunto de
n nos distintos X = {z1,...,z,} € [a,b], é a denominada Condi¢ao de Haar, ou seja a matriz
de Vandermonde generalizada ¢ sempre invertivel:

gi(z1) - ga(z1)
det : : #£0, (1.13.1)
9i(Tn) o gnlTn)
para quaisquer nos distintos {z1, ..., z,} € [a,b]. Notamos que isso nao era valido no contraex-

2
emplo com S = (1,*), pois det { 1 ié ] = x5 — 2% = 0 pode ser obtido com x; = —zy # o
sempre que considerarmos um intervalo da forma [—a, a).

No caso de considerarmos como subespago os polinomios completos (sem auséncia de nen-
hum grau intermédio), ou seja P, polindmios de grau menor ou igual a n, definidos pela base
canonica P, = (1,¢,...,t"), a matriz de Vandermonde é sempre invertivel, para quaisquer nos
distintos, verificando-se a unicidade. Iremos agora ver como se pode caracterizar a melhor
aproximagao uniforme.

Teorema 13. (de La Vallée-Poussin). Seja f € Cla,b], e p, € P,, um polinémio que para n+ 2
pontos: a < xp < 1 < ... < Tpi1 < b verifique

flax) = pulzr) = (=1)%es
sempre com e, > 0 (ou alternativamente sempre e, < 0), entdo

. < : p—
min lex| < min 1f = all
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Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que para ¢, € P, tinhamos ||f — ¢,||c < ming |ex],
entao considerando

(gn = o) (@x) = (f = pa) () = (f = gu)(@r) = (=1)*ex = (f — ga) (1)
e como |(f — qn)(zx)| < |ex| o sinal de (g, — pn)(zx) é 0 mesmo de (—1)*e;, por isso a oscilacdo
entre os dois polinémios g, —p,, implica n+ 1 zeros, cada um em [xy, T4+1] (com k =0,...,n+1)
e sendo de grau < n, tem que ser ¢, — p, = 0. Isto é absurdo porque
|f(@r) = pal@e)l = lex] > [1f — aullse = I = Palloo-
O

Exemplo 8. Por exemplo, considerando a aproximacao de f(z) = x'/2, por py(z) = z+1/5 no
intervalo [0, 1], ao escolher 3 pontos (o polinémio é de grau 1), zo = 0,21 = 1/4, 25 = 1 vemos

que
1 1 1

(F = p)0) = = 0. (f = p)(() = 35 = —en.( —p) () = —5 =z

e concluimos que 55 = min{|eg|, [e1], [e2|} < mingep, ||f — ¢|[o. O teorema seguinte mostra que,
como |eg| sao diferentes, isto nao garante que seja a melhor aproximagao (ver também exercicio
seguinte).

Teorema 14. (da equioscilagao, de Chebyshev). Um polindmio p, de grau < n € a melhor
aprozimagao uniforme de f € Cla,b] no espaco P, se e s se existem (pelo menos) n+2 pontos
T0, ..., Tna1 € [a,b], distintos tais que verificam a equioscilag¢ao:

(f = pa)(@n) = £(=D*If = pull (1.13.2)

Essa melhor aprorimacao € unica nos polinomios P,,.

Demonstragao. (<) Verificando p,, a propriedade de oscila¢ao com constante |ex| = || f — pnl|oo,
pelo teorema de La Vallée-Poussin temos

1f = palloe < min|[f —qllec = d
q€ePy

e portanto p, € P, ¢ um polinémio de minimo. (=) Para a condi¢do necesséria, ver e.g.
[Atkinson].
( Unicidade) Supondo que p,, e ¢, sdo melhores aproximagoes também seria a média pois:

Lf = 5@+ @)lloe < 130 =Pl +[3(f = @n)lloo < $(d+d) =d
e pela condi¢ao necessaria haveria zg, ..., 2,41 € [a, b], onde muda de sinal
£(—1)*d = f(21) = 1(pn + an) (21) = 3(f = pa)(2) + 5(F — @) (2)

e como L|(f — qn)(zr)| < id, a oscilagdo da-se nesses pontos z, também para f — p, (ou

analogamente para f — ¢,). Tal como no teorema de La Vallée-Poussin, obtemos

(@n = pa)(z1) = (f = pa)(2) = (f = @) () = £(=1)"d = (f — qu) (21)
e daqui, hd n + 1 zeros, e p, = ¢x. O
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Figura 1.13.1: Melhor aproximagao uniforme de /z pela recta « + £, em [0,1].

Observagao 20. Daqui concluimos que é sempre possivel encontrar uma melhor aproximagao
em P,, pelo que aumentando o grau do polinémio essa aproximacao sera melhor ou igual, e
pelo Teorema de Weierstrass a aproximacao polinomial converge, diminuindo a distancia até
Z€ero.

Exercicio 24. Mostre que a melhor aproximagao uniforme de f € Cfa, b] por uma constante é

f@m)+f(zar)
2

dada por ¢ = em que x,, € o ponto de minimo e z); o ponto de maximo em [a, b].

)—c= w = —d, e por outro lado

Resolugao: Como r(z) = f(x) — ¢ verifica r(zy) = f(zm
r(xay) = flep) —c= % = d, resta ver que d = || f — ¢||c para concluir que é a melhor aproximagao
pelo teorema de Chebyshev. Isso é imediato pois

fam) < f(z) < flon) = —d = flzm) —c < f(w) —c < flam) —c=d=|f(z) —c| < d.

Também obteriamos isso imediatamente pelo algoritmo de Remes, quando X(©) = {Zm,xp}, pois

Lal=[0 AT T =30 ][ =3 ] e

Exercicio 25. Determine a melhor aproximagao P; da funcao f(x) = v/z no intervalo [0, 1].

Resolugdo: Pelo critério de equioscilagio, procuramos que f(xy) — pi(xr) = (—1)*d, sendo incognitas
d, zo,x1, 2. Neste caso, para p1(z) = a + bz, vemos que

1
_ —1/2 _ _
PO =) =3t =0 et = o

havendo apenas um ponto critico, usamos as extremidades como pontos adicionais, obtendo o sistema nao linear

() 1(0) _a:d a:_d
f(t) = pi(t) = t—a-Lt=-d{ Lt=-2dd=-1
f(1) - 1(1) l—a—-b=d b=1
ou seja, p1(z) = & + =, com ||f — pillec = —d = L.

Nem sempre é possivel obter tao directamente a melhor aproximacao, que envolvera célculos
nao lineares, pelo que noutros casos podemos usar o algoritmo de Remes.

Algoritmo de Remes

(i) Definimos um conjunto X© = {x,--- ,z,,1} pré-definindo os pontos®.

(ii) Dado o conjunto X ™) resolvemos o sistema linear

8Uma escolha inicial possivel sao os nés de Chebyshev.
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ap + a1y + ... + apx? + (=1)kd = f(xp)

x
1wy oo oap (1) o Fiao)
. . a - :
Loy o gy (1) , '
d f(xn-&-l)
(iif) Definimos p,(z) = ag + 17 + ... + a,a™, e procuramos X ™Y = {z --- 2, .} que

maximizem |f(z) — p,(x)|, o que pode ser feito resolvendo f'(x) — p! (z) = 0 (quando f €
Clla, b]), adicionando os extremos a, b se necessario.

(iv) Se X(m+1) = X (™) ¢ critério de equioscilacio ¢ verificado, sendo regressamos a (ii) com
o novo conjunto de pontos X ).

Exercicio 26. Aplique o algoritmo de Remes para determinar a recta que é a melhor aproxi-
macdo uniforme de f(z) = 2%2 em [0, 1].

1

, 5,1}, e resolvemos o sistema linear

Resolugdo: Iniciamos com X () = {0

1 0 1 ap 0 ao 1 V2 -2
1 _ 1,3/2 _
g —1 ar | = | (3) = | & | =3 8
8
11 1 d 1 d 2-V2
obtemos p;(z) = (V2 —2) + z, e a funcdo r(z) = f(z) — p1(z) verifica '(z) = 32/ — 1 =0 quando = = 3.
Este ponto, juntamente com os extremos, definem X () = {0, %, 1} e temos
(F=p)(XW) = (0-5(v2-2). -3(VE-2-§.1-}(v2-2)-1)
= (—0.0732..,0.0749..,—0.0733..)=(—eq,e1,—€2),
(pelo teorema de La Vallée-Poussin sabemos que a distancia serd maior queleg| = |ea| = £(V2 — 2) < [ex]).
Como a condigao de equioscilagao nao é verificada, efectuamos novo passo:
1 0 1 ap 0 ap 1 -2
Ly —lf|a|=]%|=|a|=5|2
1 1 1 d 1 d 2

obtendo agora py(z) = = — %, como 1'(z) = %.1‘1/2 — 1, mantém-se o ponto critico interno x = %. Ou seja

X® = XM e o algoritmo para. De facto p; () =z — % é a melhor aproximacao uniforme em P, pois ao

resolver o sistema linear ja verificAmos a condigao de equioscilacao de Chebyshev, e a distancia obtida
2
1f = prlloe = d = 5= ~ 0.074...

Nestes casos mais simples, o método de Remes pode dar a solucao em poucas iteradas. Notamos que pode ser
computacionalmente delicado definir os pontos de maximo para |f — p,|, quando n é grande.

Observacao 21. No caso de procurar a melhor aproximacio uniforme linear, é util usar a expressao pré-
determinada da inversa:

1 29 1 1 X1+ 2y xy—x0 —(T0+ X1)
1 2 -1 = | -2 0 2
1 X9 1 (332 - .130) T —T1 Xy — X2 Tr1 — XTo

neste ultimo exercicio como s6 mudamos o x1usamos a expressao

-1

1 0 1 1| @ +1 1 —x
1 x; -1 =3 -2 0 2
1 1 1 1—21 -1 a1

Para encontrar a melhor aproximacao uniforme em Py ja seria necessério considerar uma matriz 4 x 4.
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1.13.2 No6s de Chebyshev

Na formula de erro de interpolac¢ao polinomial (de Lagrange):

F0(E)

E(z) = (f —pn)(x) = (n+1)!

Wn+1 (CL’)

aparece o termo W, 1(z) = (z—xp) - - - (x—x,,) em que a escolha dos nés desempenha um papel
importante, ji& que nao depende de f. Ou seja, pela simples escolha dos nés de interpolagao
{zo, -+ ,x,}, podemos minimizar o valor ||W,11]|oc-

Como W, 41 ¢ um polinémio moénico, que escrevemos W, 1(z) = 2" — ¢,(z), a questao
pode ser vista no contexto da melhor aproximacao polinomial, para minimizar a distancia entre
f(x) = 2" e os polinémios P,. A solugao deste problema de minimizacgao esté relacionada
com os polindmios de Chebyshev, definidos no intervalo [—1, 1] por

T, (z) = cos(n arccos(x)).

Vimos que os polinémios de Chebyshev verificam T}, (z) = 22T, (x) — T,,_1(z). E claro que T,
¢ um polinémio de grau n em que o coeficiente de grau n resulta das sucessivas multiplicacoes
por 2, ficando 2"~!. O polinémio fica ménico se dividirmos por esse termo, ou seja
- 1
Toyi(x) = Q—nTnH(ﬂ?)
¢ o polinébmio moénico associado a T}, 1. .
As n raizes dos polinomios de Chebyshev T, (ou 7},) também sao faceis de obter:

2k+1

tr. = cos( 7), para k =0,...,n — 1, (1.13.3)

pois T, (tx) = cos(narccos(ty)) = cos(n®:t ) = sin(kr) = 0.
Estes valores t; sdao os denominados nés de Chebyshev e sao a escolha optimal para min-
imizar o erro de interpolagao polinomial no intervalo [—1,1]. Isso é consequéncia da melhor

aproximacao de 2! pelo Teorema de Chebyshev.

Proposigao 10. Mostre que ||W,,||e € minimizado quando se escolhem ty, (os nos de Chebyshev
de T,).

Demonstragao. (Exercicio): Ja vimos que este problema esté relacionado com minimizar a dis-
tancia de 2™ a IP,,_1, usando a factorizacao de um polinémio moénico nas suas raizes xg, ..., 1 :

Wa(z) = (2 = 20) -+ (z — 2n) = 2" — qu(2),

queremos demonstrar que a distancia ¢ minima com T}, (x) = (x—to) - - - (x —t,_1) = 2" — qp(2).
Como T,, é definido por um co-seno, atinge os minimos/méaximos (que sao -1,41), alter-
nadamente nos pontos
= cos(k:%), para k =0, ...,n,

k _ (=D

, ou analogamente Tn(tk) 5t Como

definido por um coseno), ou ainda ||T},||oc = 51, Obtemos

porque T}, (t
1

) = cos(narccos(t},)) = cos(km) = (—1)
| T]loe =1 (&

/
k
(

Tu(ti) = (DM Tl & Tu(th) = (=) Tll, para k =0,...,n,
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o resto T, = 2™ — gr verifica a propriedade de equioscilacao em n + 1 pontos, e pelo Teorema
de Chebyshev, que minimizamos a distancia a z", para qualquer ¢, € P,,_1 :

1@ = t0) -+ (@ = ta-1)lloo = 1 Talloe = [|2" = arlloo < 112" = qulloo = [[Wallso-
[l

E consequéncia deste resultado que a escolha dos nés de Chebyshev permite minimizar o
erro de interpolagao, no termo w,;1; que nao depende da fungao. Assim, quando se escolhem
no6s de Chebyshev no intervalo [—1, 1] temos:

1/l
(n+1)!

1/l

Tl = .
ol = o))

No caso geral podemos sempre levar a interpolagdo num outro intervalo [a,b] para [—1,1]
considerando a transformacao linear:

2(t) =a+ b_Ta(t 1),

exportando os nés de Chebyshev para o intervalo [a, b], considerando x;, = (t;). Isto é equiva-
lente a fazer interpolacao para a fungao f(t) = f(z(t)), obtido ai o polindémio interpolador p,
em [—1, 1] podemos regressar a [a, b] fazendo p,(v) = p,(t(x)), usando a inversa t(r) = 27=2—1,

Flar) = f(x(tn) = F(te) = Pulte) = Palt(zr)) = palzr).

Observagao 22. Dada uma func¢ao f € Cla,b] os nés de Chebyshev ndo garantem a melhor
aproximacao, essa seria obtida pela melhor aproximagao uniforme. A minimizacao do resto W,
garante apenas que ¢ a melhor escolha quando se incluem todas as fungdes analiticas (ou C'*,
por ser valida a féormula do erro com quaisquer derivadas. A convergéncia serd muito rapida
quando as derivadas sao limitadas (por exemplo, senos ou cosenos), sendo consequéncia directa
da expressao (1.13.4) a ordem O(5).

No caso em que f ¢é fungao analitica em [—1,1] com uma expansao em série de poténcias

flx) =32, %(m—y)” valida para z,y € [—1, 1], isto implica em particular que a,, = Wl&
converge para zero (considerando |x — y| = 1), e portanto ||f — pullec = 0(27™). Neste caso a
funcao sera ainda muito regular e a convergéncia rapida. A convergéncia da interpolagao com
nés de Chebyshev pode ser ainda demonstrada quando f € C?[—1, 1], mas nao para qualquer
feCl-1,1].

Esta propriedade optimal de aproximacao com os nés de Chebyshev leva a sua escolha na
iniciagao do algoritmo de Remes.

1.13.3 Convergéncia da interpolacao polinomial

Recordamos o teorema de Weierstrass, que garante a convergéncia da aproximacgao polinomial
num intervalo compacto.

Teorema 15. (Weierstrass). Seja f € Cla,b], dado € > 0 existe p, € Py, : ||f — pulloo < €.
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1 0.5 0.5 1 -1 0.5 0.5 1
-0.25 -0.25
-0.5 -0.5

Figura 1.13.2: Exemplo de Runge: aproximagao com nos igualmente espagados (& esquerda), e
com no6s de Chebyshev (a direita).

Demonstra¢ao. A demonstragao habitual pode ser encontrada em varios livros de Anélise
Real. Aqui apenas notamos que é possivel uma demonstragdo construtiva usando em [0, 1]
os polinémios de Bernstein

n

Bnr(x) = (k;) 2¥(1 — 2)"* e a aproximacio p,(x Z f ) B (

mostrando-se que a convergéncia sera O(\/Lﬁ) O

A partir dos teoremas de Weierstrass e Chebyshev mostramos que é possivel encontrar nos
que permitam a convergéncia da interpolacao.

Teorema 16. (Marcinkiewicz). Dada uma fung¢io f € Cla,b], existe uma sucessio de nds
de interpolacio x™ = {xén),...,x%n)}, associados a um polinomio interpolador p, € P, que
convergird uniformemente para f (quando n — 00).

Demonstragao. Pelo Teorema de Weierstrass, dado € > 0, consideramos ¢, € P, tal que ||f —
Inllo < €. Esta nao é necessariamente a melhor aproximacao de f, por isso pelo Teorema de
Chebyshev se consideramos a melhor aproximacao p, € P, verifica-se para n + 2 pontos

f(z) = pn(zr) = (=D)||f = pul|l, com k=0,...,n+ 1.

Esta alternancia de sinal mostra que f — p, tem n + 1 zeros, xy € |2k, 2k4+1] (para k =0, ...,n),
o que significa que f(zx) = pn(xk), € é estes pontos sao os nos de interpolagao. ]

Observagao 23. Em sinal oposto, é possivel mostrar que dada uma sucessao de noés de in-
terpolagao existe uma fungao f € Cfa,b| para a qual o polinémio interpolador ndo converge
uniformemente. Um exemplo conhecido é o exemplo de Runge. Ao considerar nés igualmente
espagados no intervalo [—1, 1], os sucessivos polinémios interpoladores para a fungao

1

AR ECTE

apresentam oscilagoes em que a amplitude se acentua com o aumento do grau do polinémio, nao
havendo convergéncia. Se considerarmos os nés de Chebyshev essas oscilagoes tém amplitude
pequena e ajustam-se a curva (ver figura seguinte).
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Capitulo 2

Determinacao de vectores e valores
proprios

2.1 Introducao

Seja EF um espaco vectorial. Dizemos que A € C é um walor proprio de uma aplicagao linear
A:FE — F se:
Jve E,v#0: Av = D,

e a v € E chamamos vector prdprio de A associado a .

Um mesmo valor préprio A pode ter associados varios vectores préprios, que geram um
subespaco vectorial, designado subespaco proprio Sy associado a A. Para qualquer u € S, é
6bvio que Au = Au.

Podemos considerar sempre uma base ortonormada em Sy. Ao longo de cada elemento da
base u a aplicacao A fica invariante e comporta-se como uma aplicagao linear a uma dimensao
(i.e: como uma "recta” de inclinagao A). Quando um dos valores proprios é A = 0, o subespago
proprio associado é o proprio nucleo (kernel) da aplicagao A.

No caso geral, S\, = Ker(A — \I).

Lembramos que se dois valores proprios A, u sao distintos, entao os vectores proprios associ-
ados a A sao independentes dos que estao associados a p. Basta reparar que se 0 # v € SyN.S,,
entdao \v = Av=pv = A—p)v=0= A= p.

Apenas nos interessa considerar o caso em que o espago vectorial F tem dimensao finita
N, que podemos identificar a um certo RY. No caso de operadores em dimensao infinita, o
processo habitual é aproximar o operador linear por uma matriz (operador linear de dimensao
finita) e ai determinar os valores proprios. Ou seja, ‘formalmente’ consideramos A,, — A, e ao
determinar A\, : A,v, = \,v,, obtemos uma sucessao tal que \, — \. Note-se que isto € apenas
possivel quando o problema € reqular e estd demonstrada a dependéncia continua.

Comecamos por rever algumas propriedades algébricas dos valores proprios em dimensao
finita.
Como S\ = Ker(A— AI) # {0}, A é valor proprio de A se e s6 se
pa(A) = det(A] — A) =0,

o que define uma equacao polinomial. Encontrando as raizes desta equacao podemos obter a
decomposi¢ao
pa(A) = (A=) ...(A = Ay)
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em que Aj,..., Ay sao os valores proprios de A. Podemos ter raizes multiplas nessa equacao
e, nesse caso, dizemos que A é um valor préprio com multiplicidade algébrica p se \ for uma
raiz com multiplicidade p. Distinguimos multiplicidade algébrica de multiplicidade geométrica,
que determina a dimensao do subespago proprio Sy. A multiplicidade geométrica nem sempre
coincide com algébrica, para ilustrar esse facto, podemos dar como exemplo a matriz

o]

onde A = 1 é um valor préprio de multiplicidade algébrica 2, raiz da equagao (A — 1) = 0, mas
que tem apenas multiplicidade geométrica 1, no caso de € # 0, porque tem apenas um vector
proprio independente, v = (1,0), e que no caso € = 0 tem multiplicidade geométrica 2.

Sabemos que a multiplicidade geométrica é sempre menor ou igual que a algébrica. No
entanto, enquanto que a soma das multiplicidades algébricas é sempre igual & dimensao da
matriz N, a soma das multiplicidades geométricas pode variar muito com pequenas variacoes
das entradas da matriz... basta ver o exemplo anterior!

e Uma propriedade importante do polindémio caracteristico é o Teorema de Hamilton-Cayley,
que afirma

pA(A) = 07

ou seja, a poténcia AV pode ser obtida pela combinacao linear das poténcias de grau inferior
I A A% . ANL

e Qutras propriedades importantes sao aquelas que relacionam valores proprios de diferentes
matrizes.

Proposicao 11. Se duas matrizes A, B sao semelhantes, ou seja, se ewviste uma matriz P
wmvertivel

B=P'AP

(P € a matriz mudanga de base), entdao os polinémios caracteristicos sio iguais. Portanto, o0s
valores proprios coincidem com a sua multiplicidade, e temos:

v € vector proprio (associado a um valor proprio \) de B se e s6 se Pv for vector proprio
(associado ao mesmo valor proprio \) de A.

Demonstracao. Basta reparar que
pp(A) = det(M — B) = det(AP™'P — P"'AP) = det(P ' (A — A)P) = det(A — A) = pa()),
porque det(P~!) = 1/ det(P). A segunda afirmacdo resulta de

Bv =P 'APv= P '(APv) = \v. O
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Observagao 24. (decomposicao - formas de Schur e Jordan). Podemos mesmo obter uma decom-
posi¢ao em que os valores proprios sao os elementos da diagonal de uma matriz. A decomposic¢ao
na forma normal de Schur diz-nos que existe uma matriz unitaria U tal que:

T =U"AU

é uma matriz triangular superior, e portanto pa(A) = (A — t11)...(A — tyn). No caso de A se
tratar de uma matriz hermitiana, podemos obter T' diagonal, ou seja

U*AU = diag(My, ..., AN)

em que vectores proprios associados a Aq, ..., Ay formam uma base ortonormada do espaco.

No caso mais geral, apenas podemos obter a decomposi¢ao na forma canénica de Jordan:

JuM) 0 .0 A1 0... 0

P—lAP _ 0 Jn2<)‘2) : an(Az) — >\l
: - : - 1
0 0 () 0 ... 0 X

Mg XNy

em que n; corresponde a multiplicidade algébrica do valor proprio A;. O caso que nos interessara
especialmente é aquele em a matriz A é diagonalizavel, ou seja em que os blocos J,,, tém apenas
um elemento.

Observagao 25. (matrizes Hermitianas). No caso em que A é uma matriz hermitiana, ou seja
A = A*, os valores proprios sao reais e a forma normal de Schur assegura que existe uma matriz
unitaria U tal que é possivel a decomposicao espectral:

Az =UDU"x = M\ (uy - x)ug + ... + An(uy - ) uy

em que uj, ..., uy Sa0 vectores proprios (ortonormais entre si) associados aos valores proprios
A1, ..., An. A matriz U é uma matriz de mudanga de base formada por esses vectores proprios,
enquanto que a matriz D é a matriz diagonal com os respectivos valores proprios. Trata-se de
um caso em que a matriz é diagonalizavel.

Nao ¢é dificil verificar que neste caso

APz = Ne(uy - 2)ug + o+ NS (uy - ) uy

Ora, isto permite definir, a partir da expansdo em série de Taylor, fungoes analiticas (in-
teiras) em que a variavel é uma matriz!
Assim, se f(z) = ap + aqx + ... + @, 2" + ... obtemos

f(A)zx = (ol + 1A+ ...+ a, A" + )z = f(M)(ur - 2)ug + ... + f(AN) (un - @) uy
o que permite, por exemplo, definir a exponencial de uma matriz, a partir dos seus valores

proprios:

e =eM(up-x)up + o+ e (uy - z) uy
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Esta representacao tem especial importancia ao resolvermos um sistema de equacoes difer-
enciais u'(t) = Au(t), pois nesse caso u(t) = e?u(0).
Reparando que os vectores proprios definem operadores de projeccao Pix = (u; - x) u; (as-

sumimos ||u;|| = 1), podemos também escrever A na forma:
Axr = (/\1P1 + ...+ /\NPN)JZ,

edaqui f(A)x = (f(\)Pi+...4+ f(An)Py)z. ((Como informagao, observamos que esta represen-
tagao pode ser generalizada a casos particulares de operadores lineares em espacos de dimensao
infinita (operadores auto-adjuntos compactos...))

Observagao 26. (valores singulares). Até aqui apenas falamos de valores proprios, nogao que
se aplica a uma matriz quadrada. Podemos introduzir uma noc¢ao adaptada a matrizes nao
quadradas. Sendo B € CM x CV uma matriz.M x N com valores complexos (N pode ser igual
a M) iremos considerar a matriz quadrada obtida pelo produto da matriz adjunta B* = BT
por ela propria. Dessa forma obtemos uma matriz quadrada A = B*B de dimensao N x N,
que serd hermitiana e semi-definida positiva. Os valores proprios de A serao positivos ou nulos
e é através desses valores que definimos valores singulares:

e Dizemos que p > 0 é valor singular de B se u? for valor préprio de A = B*B.

(i) Note-se que os nucleos de A e B coincidem, ie. Ker(A) = Ker(B), porque se Bx =0 ¢é
6bvio que Ax = B*Bx = 0; e reciprocamente, se Ax = 0 temos

r"Ax = " B*Bx = (Bx)"Bx = HBZE”g =0,

o que implica Bx = 0.[]

Repare-se que isto significa que o ntimero de valores singulares positivos (contando com a
multiplicidade geométrica) sera igual a caracteristica da matriz B, e como é claro, os restantes
valores singulares serao nulos.

(ii) A norma euclidiana de uma matriz nao quadrada ¢ dada por ||B||z = \/p(B*B), e assim
concluimos que a norma euclidiana de uma matriz sera igual ao maior valor singular.

(iii) A principal propriedade, é a decomposi¢ao em valores singulares (o analogo da decom-
posicdo espectral), que garante a existéncia de N vectores ortonormais uy, ug, ...uy € CV, e de
M vectores ortonormais vy, ..., vy € CM .

Bx = :ul(ul : .2?)1)1 +...+ ,ur(ur : Z’)UT,

em que r é a caracteristica da matriz B (os p; restantes seriam nulos). Note-se que Buy = iU,
e que B*v, = ppug. Quando um sistema da forma Bx = y tem solugdo (ou solugoes), entao
1 1
r=—y v+ ... + —(y - v)u,.
H1 Hr
e Os valores singulares tém especial interesse na aproximacao de sistemas mal condicionados.
Por exemplo, estao relacionados com o problema de aproximacao de dados pelo método dos
minimos quadrados, que iremos abordar no ultimo capitulo.(Para maior detalhe, consultar

p.ex.[9].)
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2.1.1 Valores proéprios e o polinémio caracteristico

Ja vimos que sendo A uma matriz N x N, encontrar os valores proprios de A é encontrar as
raizes A € C :
pa(A) =det(A — A) =0,

em que p4(A) é o polinémio caracteristico de grau NN, e isto corresponde a resolver uma equagao
polinomial.

e Encarando o determinante como forma multilinear, temos
pa(N) = det(M — A) = det(he®™ —a), .., Xe®) — )

em que a'®) sdo as linhas da matriz A e e*) as linhas da matriz identidade (i.e: o vector k da
base canonica).
Ora, se desenvolvermos det(Aet™) —a®, ..., Xe®™) — a™)) obtemos

pa(N) = XV det(e®™, ..., e™) + .+ (=1)N det(a, ..., ™)
e reparamos que no termo constante det(a(?, ...,a™)) = det(A). Por outro lado, como
PA()\) = (—1)N/\1)\N + ... = ()\1 + ...+ )\N))\N_l + )\N,

isto implica imediatamente que os termos constantes tém que ser iguais, ou seja det(A) =
A1...Ayx. Da mesma forma, podemos obter

A F oA Ay =det(aV,e® e 4 det(e®, . e Y o™y = ayy + 4 ayn = tr(A),

ou seja, a soma dos valores proprios é igual a tr(A), o trago da matriz A.
Portanto, podemos concluir as relagoes

tl"(A) = /\1 —I— + /\N,
det(A) = /\1...)\]\[.

e Escrevendo o polinémio caracteristico na forma
pa(A) = a; +agA + ... + an AV AN,

acabamos de concluir que os valores dos coeficientes «y, sao obtidos pelo calculo de determi-
nantes, o que significa que ha uma dependéncia continua dos «ay, face aos valores dos elementos
da matriz. Sendo os valores proprios as raizes \q, ..., Ay, do polinémio caracteristico, resta saber
se ha uma dependéncia continua das raizes face a variacao dos coeficientes, para concluir que os
valores proprios dependem de forma continua das entradas da matriz. De facto isso verifica-se!:

Lema 2.1. Seja p(x) = a; + asx + ... + ayz™ 1 + 2V, com a = (ay,...,ay) € CV, e seja
z = (21,..., 25) € CN um vector que tem as N raizes de p. Consideremos agora uma perturbagdo
do polinémio, p, com coeficientes em & e raizes em Z (ordenadas convenientemente, de forma
a que Z seja a componente mais proxima de zy). Entao,

a—a=zZ—z,

ou seja, ha uma dependéncia continua das raizes face aos coeficientes.

'Uma demonstragio alternativa, usando o teorema de Rouché pode ser vista em [11].

63



Demonstragao. Usando o teorema fundamental da algebra,

e a igualdade entre os polinémios permite escrever um sistema com N equagoes relacionando

cada «j como fungao continua dos valores zi,...,zy. Por exemplo, a3 = (—1)Vz...2x, ou
ay = —(z1 + ... + zx). Ou seja, com notagao vectorial, podemos escrever
a="P(z),

em que P é uma funcao vectorial de CV em C¥,

P21,y 2n) = ()N 2z, oo oo ,—(z1 4 ..+ 2n)).

Esta fungdo é claramente continua e a menos de permutagao na lista (z1,...,zy) também é
injectiva. Alias, considerando a relagao de equivaléncia w = z quando o(z) = w, onde o é uma
permutacao dos coeficientes de z, podemos definir a bijectividade de

P: CV/= — CV

z — «

pelo teorema fundamental da algebra. Como se trata de uma aplicacao continua e bijectiva a
sua inversa é também continua (i.e. trata-se de um homeomorfismo). Concluimos assim que
com uma ordenacao apropriada das raizes é possivel obter o resultado. O

Corolario 2.2. Os valores proprios sao fungoes continuas dos elementos da matriz.

2.2 Teorema de Gerschgorin

Podemos comecar por retirar alguma informacao acerca da localizagao dos valores proprios
usando o teorema do Ponto Fixo. Com efeito, reparamos que se A # 0, podemos escrever

A
Av= X & v=—v
A
e se ||4]| < 1, temos uma contracgdo, logo a tnica solugdo serd v = 0. Assim, para termos
solugbes nao nulas, e consequentemente valores proprios, é necessario que A < ||A|| (o caso
A = 0 é trivial). Isto reflecte a propriedade que ja tinhamos visto acerca do raio espectral

p(A) < [A]l.

No caso de A ser uma matriz hermitiana é também possi vel obter uma minoracao de forma
simples,
7% Ar = 2*U* DUz < 2°U* Amax ) UT = Apax@* .7 = Aax| 7] |3
o que significa que

p(A) > max ||u*Aull

 lull2=1
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Exercicio 27. (Quociente de Rayleigh). Mostre que se A for hermitiana entdo o maior valor
proprio verifica

¥ Ax
Amax = INax
z£0 x*I

No entanto, estes resultados podem ser melhorados. O proximo teorema permite obter
informagoes a priori, mais concretas, acerca da localizagao dos valores proprios, através dos
elementos da matriz.

Teorema 17. (Gerschgorin).
a) Um valor proprio A de uma matriz A verifica uma das sequintes desigualdades:

N
|akk_)\‘§ Z ’akj’:Tka (k:LvN)

=L
0 que significa que os valores proprios pertencem a bolas fechadas com centro na diagonal e raio
N _
Tk, ou seja, A € |J Blagk, ri)-
k=1

b) Para além disso, se a reuniao de m bolas forma uma componente conexa, haverd exac-
tamente m wvalores proprios nessa componente (consideramos m > 1).
c) O mesmo argumento € vdlido se considerarmos linhas ao invés de colunas!

Demonstrag¢ao. a) Um vector proprio v associado ao valor proprio A verifica

N N
[AU]Z = E iV = )\’Ui = E ;505 + a;v; = )\Uz‘
Jj=1 J=1,j#i

e daqui obtemos

N
Z aijvj = ()\ — aii)vi

=1,
e portanto
N
A — | |vi] < Z |aij| [vs].
j=1j#i
Considerando agora o indice k para o qual |vg| = max;—;__n |vi| = ||v]| Obtemos
N N
N = il [[0]loe < Y awgl gl <> awg! o]l
Jj=1,#1 j=1,j#

e assim, dividindo por ||v||s # 0 (porque é um valor proprio), obtemos o resultado.
b) Para mostrar a segunda parte, usamos argumentos analiticos. Consideramos um *“seg-
mento formado por matrizes”

Ay =D+t(A-D), (t€][0,1]),

que comega na matriz D = diag(aq1, ...,ann), quando ¢ = 0, e termina em A, quando t = 1.
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Essas matrizes A; tém valores proprios associados Ai(t), ..., Ax(t) que vao definir linhas
continuas (caminhos) no plano complexo. As matrizes A; tém a mesma diagonal que a matriz
A, e as outras entradas estao multiplicadas por t. Temos A;(0) = agy, e também A;(1) = \;.

Pelo que vimos em a), concluimos que os valores proprios \;(¢) pertencem & reuniao das

bolas, | JB(aw, tre) € UB(agk, %)
k k

Pelo coroléario do lema anterior as fungoes Ay, : [0, 1] — C sao continuas, consequentemente
transformam conexos em conexos, logo Ax([0, 1]) é conexo, e por outro lado sabemos que tem
que pertencer a | JB(agk, r¢). Isto implica que tem que pertencer a uma componente conexa

k

dessa reunido. Assim, Ap(1) = A\; pertencem exactamente & componente conexa que contém
Ak(0) = agr e o resultado esta provado.

c) Basta reparar que os valores proprios de A” coincidem com os de A, porque det(A—\T)
det((A — AI)T) = det(AT — \I).

o

Observagao 27. Quando a matriz é real, o polinémio caracteristico tem coeficientes reais. Assim,
nesse caso, os valores proprios complexos aparecem como pares conjugados. Logo, caso se
conclua que hé apenas um valor préprio numa componente conexa, ele teré que obrigatoriamente
ser real. Isso acontece frequentemente quando a componente conexa ¢ uma bola disjunta das
restantes.

Exemplo 9. Consideremos um primeiro caso em que a matriz é

-4 1 -1
A= 0 1 -1
0 4 3

Na primeira figura sdo representadas as trés bolas B(—4,2), B(1,1), B(3,4), bem como a local-
izacao dos valores proprios, no plano complexo. Estas trés bolas sao as que se obtém fazendo
uma analise por linhas com o Teorema de Gerschgorin. Como a primeira bola é disjunta das out-
ras duas conclui-se que ha um valor proprio em B(—4,2) (que é obrigatoriamente real, pela ob-
servagao anterior) e dois valores proprios na reuniao das outras duas, B(1,1)UB(3,4) = B(3,4),
o que é confirmado na figura. Repare-se que na bola B(1,1) nao ha nenhum valor préprio.

Na segunda figura ¢ feita uma analise por colunas. Nesse caso, obtemos B(—4,0), B(1,5), B(3,2).
No entanto, reparamos que B (4,0) ndo é mais que o ponto z = —4, que é obviamente um valor
proprio, pois basta considerar v = (1,0,0), para termos Av = —4v. Isso acontece sempre nos
casos em a matriz tem uma coluna (ou linha) em que o elemento nao nulo esta na diagonal.
Assim, a anélise por colunas permite concluir que hd um valor préprio Ay = —4 e que os dois
restantes, Ao, A3 estdo em B(1,5). Juntando esta informagao com a obtida por linhas, podemos
concluir-se que A\; = —4, e que M\, A\3 € B(3,4), o que é confirmado nas figuras. Note-se que,
neste caso, uma analise através da regra de Laplace permitiria resultados imediatos.

Exemplo 10. Consideremos agora um outro exemplo em que a matriz é

—4 2 0 0
2421 —4 0 0
0 0 2+41 -2
0 2 21 4

A=
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Neste caso, fazendo uma analise por linhas, obtemos as bolas By = B(—4,2), By = B(—4,2v/2), B3 =
B(2 + 4i,2),By = B(4,4). A reunido tem duas componentes conexas, uma formada por
B1 U By = Bs, que é disjunta da outra formada por Bs U By. Pelo teorema concluimos que
hé dois valores proprios em cada uma destas componentes. Facamos agora uma analise por
colunas. Nesse caso temos B} = B(—4,2v/2), By = B(—4,4), By = B(2+4i,2), B, = B(4, —2).
Aqui hé trés componentes conexas, uma formada pela reunido B} U B) = B} e duas outras
formadas pelas bolas Bj e B). Podemos assim concluir que ha um valor proprio A3 € B}, outro
M\ € B} e que os outros dois A\, Ay € B(—4,4) = B} U B). Intersectando esta informagao com
a informacio obtida por linhas, podemos mesmo concluir que A;, Ay € B(—4,2v/2).

Como curiosidade, apresentamos o grafico da evolugao dos valores proprios da matriz D
para a matriz A, através do segmento de matrizes formadas por A, = D + t(A — D), que foi
utilizado na demonstragao do teorema. Consideremos a matriz

-1 2 -2
A= 1| —4 3 -2
5 5 T4+t

Podemos ver, no primeiro grafico, para a = 1, a evolucao da posicao dos valores proprios
desde a diagonal D, que tem valores proprios A1(0) = —1,A5(0) = 3,A3(0) = 7+ 4, a que
correspondem os pontos 1 = (—1,0), 29 = (3,0), 23 = (7, 1), até aos valores proprios da matriz
final A. Repare-se na evolucao do valor proprio A;, que comecando no centro x; acaba por
sair da bola B(—1,4). Isto retrata bem que pode haver bolas (definidas pela analise de linhas
ou colunas) onde nao héa valores proprios, apenas podemos garantir a existéncia de valores
proprios na componente conexa. No segundo grafico mostramos a mesma evolugao, mas para
a = 0. Repare-se que para um certo t os valores das trajectorias de A; e Ay coincidem, o que
corresponde a um valor proprio com multiplicidade 2. A partir desse t as trajectérias tomam
sempre valores complexos conjugados, como é caracteristico das matrizes reais; note-se que é
indiferente dizer que a trajectoria de Ay é continuada para o valor proprio com parte imaginéria
positiva ou negativa, o que interessa é que a trajectoria é continua.

Exemplo 11. Terminamos com um exemplo em que os valores proprios estao na fronteira das
bolas,

-a 1 0 0

1 —a 0 0

A= 0 0 1 -1
0 0o 1 2

Quer seja feita uma anélise por linhas ou colunas o resultado é o mesmo. Se o = 2 (primeira
figura) conclui-se que devera haver dois valores proprios na bola B(—2, 1) e dois valores proprios
em B(1,1)U B(2,1). Neste caso, como se pode observar, os valores proprios estdo exactamente
sobre a fronteira das componentes conexas, o que ilustra que a estimativa nao poderia dar
raios inferiores. Se a = 1 (segunda figura) temos uma situagao em que ha uma translagao da
situagao anterior para uma situagao de contacto num tnico ponto. A reuniao das bolas fechadas
tem apenas uma componente conexa, que € ela préopria. No entanto, nesta situacao, em que a
reuniao das bolas abertas tem duas componentes conexas (o que significa, na pratica, que ha
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apenas intersec¢ao num ponto), seguindo a demonstragao do teorema, podemos concluir que a
trajectoria de um valor proprio A;(t) pertenceria sempre & bola B(—2,t), parat < 1, e portanto
(sendo continua) no instante ¢ = 1 apenas poderia estar na fronteira. E o que se passa neste
caso. Da mesma forma, a conclusao do teorema mantém-se valida num caso geral, quando ha
interseccao num tnico ponto. Basta ver o que se passa nesse ponto, analisando se se trata ou
nao de um valor proprio (e qual a sua multiplicidade) e concluir para as componentes.

2.3 Método das Poténcias

Estando interessados em encontrar os valores proprios de uma matriz podemos pensar ime-
diatamente num processo — encontrar as raizes do polinémio caracteristico. Para esse efeito
podemos usar qualquer método que vimos, como sejam os métodos de Bernoulli, de Newton, da
Secante, ou de Steffensen. O primeiro apenas nos da a maior raiz real, o segundo necessita do
calculo da derivada de um determinante, e os outros dois necessitam do calculo em cada iterada
de um determinante, o que é bastante moroso, para além de serem precisas boas aproximacoes
iniciais...

Poderiamos ainda simplificar o processo determinando exactamente o polinémio através de
interpolacao polinomial usando apenas o célculo de N + 1 determinantes, o que reduziria o
nimero de céalculos... mas mesmo este processo pode ser demasiado moroso.

Vamos comecar por ver um processo extremamente simples, o método das poténcias, de von
Mises (1929), que no entanto funciona apenas em circunstancias particulares! E o método mais
simples e pode ser encarado como um método de ponto fixo, em que se procura um vector proprio
u de norma 1 (associado a um valor proprio A # 0) no conjunto S = {z € RV : ||z|| = 1}.

Escrevendo

Au

Au= A = —
U U< u T

e reparando que ||Au|| = ||[Au|| = |A|, obtemos

A Au

U= -— .
A || Aull
O método iterativo poderia ficar

L) |_)\’ Ay
X AU

mas isso implicava um conhecimento a priori do argumento 6, € [0, 27[ do valor proprio, caso
A fosse um niimero complexo, pois % = 70,

No entanto, no caso de se tratar de um valor préprio real % = +1, e a situagao é mais facil
de resolver... sob certas condigoes. Devemos comecar por reparar que, havendo sempre mais
que um valor proprio, a convergéncia de uma tal sucessao nao estaria a priori bem determinada.
E preciso impor restricoes.

e Admitiremos assim que a matriz é diagonalizavel e que um dos valores proprios é domi-
nante, ou seja,

[Aa] > Jnax | Al

)

e também que esse valor proprio dominante, A\q, é real.
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Observagao 28. A condicao de ser diagonalizavel pode ser verificada imediatamente se a matriz
for hermitiana. Nesse caso, a matriz tem valores proprios reais e basta mostrar que ha um
valor proprio maior que os restantes. Isso pode ser provado pelo teorema de Gerschgorin, mas,
na pratica, esta situacao é quase sempre verificada, a menos que haja valores proprios com
multiplicidade superior a 1, ou em que ha um outro valor proprio dominante simétrico.

e Verificadas estas condi¢oes, podemos estabelecer o método das poténcias®:

1w - ||u(0)|| =1,
Au(m)
u(n+1) — O_H —HAZ(”)H’

em que 0, = +1 ¢ o sinal da componente com maior médulo do vector Au™. Todas as iteradas
sao vectores unitarios para a norma considerada.

Habitualmente, considera-se a normalizagdo usando a norma do méximo (também é fre-
quente usar a norma euclidiana), que sera a adoptada no que se segue.

A iterada inicial ©(®) é normalmente um valor aleatorio, de forma a que na base ortonormada
vy, ..., vy formada pelos vectores proprios tenha componente nao nula relativamente ao vector
proprio associado ao valor proprio dominante. Ou seja, exigimos que

u® = avy + QoUy + ... + ANUN

com a # 0.

Proposicao 12. Seja A uma matriz diagonalizdvel (em particular, hermitiana) com um valor
proprio dominante A real: | M| > |Xa| > ... > |An|. Se a iterada inicial u® tiver a componente
a # 0, o método das poténcias converge para vy, € wma aprorimacdao para o valor proprio
dominante é

ul™

A —

2Uma outra possibilidade é considerar simplesmente

z(® ¢ R?,
(D) = Az

e apenas normalizar no final dividindo por ||Az(™|| ja que a divisdo sucessiva por ||Az(™)|| tem apenas como
objectivo evitar a divergéncia, mantendo sempre o vector com norma 1.
E alias facil verificar que se p; sao escalares,

pin A (1 Aoz ®)..) = pin... g A"z

e
=[]

e portanto a normalizacdo no final leva ao mesmo resultado. Como podemos ver, se u(™ =

Au™ | |x(n) | 2™ Ax(™)

= ( ) :
[ Au™]] - [[Az™]" a7 (| Azt

No entanto, se nao for efectuada a normalizacdo, as iteradas podem tomar valores que crescem muito rapida-
mente e surgem problemas de céalculo e precisao.
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para qualquer indice i (desde que ugn) # 0), sendo normalmente escolhido o indice com compo-
nente iqual a 1. Estabelecemos, também, a estimativa de erro®

Ao "

_ ™ <C
lon = ]| < €| 2

9

(onde a constante C' > 0 depende directamente de ﬁ) e também

A — AW <

Demonstragdo. * Seja vy, ...,vx a base de valores proprios unitaria (i.e. ||vg]|o = 1), associada
aos valores proprios Ay, ..., Ay.

Como supomos que u?) = av;+agvy+...+anvy, com a # 0, vamos considerar o subconjunto
fechado de RY

Se = {av; + agvy + ... + ayvn g, ...,an € R},

que ¢ um subespago afim. Para qualquer z € S,, podemos considerar a decomposicao x =
avy + .
Como podemos escrever ¥ = xiv; + xhvy + ... + TNy, vamos considerar a norma em RY

2] = [24] + o + [y ],

que ¢ equivalente a qualquer outra norma de RY. Por exemplo, temos ¢1||.||oo < ||-|[7 < call.||oo;

com ¢; = 1,¢3 = N||P||oo, em que P é a matriz de mudanga para a base canonica, Pv, = e,
porque

lolle = [la5or + ol < [ 4+ laly] = [J2]l;
lolli =[]+t o < N max_[ah] = N||Palloe < NJIPlloo Jo] o

ja que zhey + ... + 2lyeny = P(xjvy + ... + 2yon), e portanto z) = [Pz.
Note-se ainda que ||vg||f = 1.
e Define-se a aplicagao T : S, — S,

Ax

Ty ="
T N

(note-se que \; # 0, sendo todos os valores proprios seriam nulos).
Note-se que T'(S,) = Sy, pois quando x € S, temos © = avy + xhve + ... + oy = avy + 7,
e é facil ver que

A

Tr =2
x )\1(

1 A 1
(aAv + AZ) = oo, + — AT € S,

av + ) = " N N

3Esta estimativa de erro é valida em qualquer norma, ja que como todas as normas sio equivalentes,
[lor = u™|| < eaf|or = ul™||oe,

e trata-se apenas de ajustar a constante.
1A demonstragao classica é eventualmente bastante mais simples (e.g. [1]), mas fornece menos informagao.
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porque AT = A(xhvg + ... + ZyoN) = ThAovs + ... + TNy ANUN.
e Vejamos agora que se trata de uma contracgao:
HT%——TyHL—Ihﬁ%r— ATl = (s — ya)Aeve + .. + (2l — yy) Avonl =
(5 — yp)vs + (5 — 43) (3 v + (2 — i) (3T )vAﬂll-—

32| (I — gl + 2 — wal 1321+ . + [ — il 1321) & <

ylli-

Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo existe um tnico z € S, : Tz = z, esse valor é z = auv;

e temos
n

Iz — T ”1— 12 = u[3.

Como a norma ||.||] é equivalente a ||.||o, temos

A
_2||_

|z = Tmu] o < 2
&1

||oo,

em que ¢y > ¢; > 0 sao as constantes que determinam a equivaléncia entre as normas.

Por outro lado, temos ||H%:‘|| - ﬁH < 2||ﬁ — (b||,VB > 0 (exercicio®). Aplicando esta
desigualdade com a = z,b = T"u", 5 = thm ol L obtemos
Tmu(® z Tru(®
e = e < 2= = Tl
zlloo  [[T7u]o lzlloe [l2lloo
logo,
z T"u 0) 2 02 )\2
I loo < [ERT |
1zl NT"u®]]o ol e
Basta agora reparar que Tru® = An)\—%(), e portanto
u _ A [ A1 u — (+1)"0y...00 u — D),
1T AF AP A AT [[Aut |

e por outro lado ﬁ = %vl = tw; (os sinais coincidem devido & construgao), pelo que
o0

a

ey | A u(®
lor 0| < 22122y~ T
¢ [\ ||
®Quando ||a|| = 1, temos a desigualdade
lla — ==l < 2[la =],
||b|\
porque
b
lla — =l < lla—bl[ +[lb — ——I|
[1l] ||b||
e como
b~ ol = bl = 1)1l = ol = 1]
ol [oll ’
quando [|a|| = 1 temos
lla — ||b|||| <la = bl + [ []b]] = [lal| | < 2[|a — b]].
Basta agora considerar a = W e b= [b.
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NO)
|ex]

oo = [|2V2 + ... + THUN]|oo < Eﬂ]lu(o)m, e como |[u@|F < c]|[ul?]|0 = e,

Como ||v; — o o

obtemos N

K
|

r
M

HU1 - u(n+1)||oo <

22, . .
em que a constante K = 2 s6 poderia ser calculada se fossem conhecidos os valores e vectores
proprios. Repare-se que se @ — 0 o majorante tende para infinito®, o que coloca em evidéncia
que a componente segundo o vector proprio dominante nao pode ser nula.

Finalmente, como A\ = [Au(];, em que j é o indice correspondente a u§-n) =1, e temos
A1 = [Avy];, obtemos
2= X0 = [ldwr]; — (A6 < [0~ Au® e < [Alllfor —
O

Observagao 29. No caso de ser utilizada a norma ||.||2 para a normalizagao, a estimativa obtida
pode ser explicita no caso de matrizes simétricas, ji que a matriz mudanca de base P sera
unitaria.

Observacio 30. A restricdo a escolha do vector inicial u(®) nao é significativa. Dificilmente
acontece a situagao improvavel de ser exactamente um vector cuja componente segundo vy
fosse nula. Se usarmos numeros com todos os decimais (p. ex. gerados aleatoriamente),
¢ praticamente uma situagao inexistente, ja que os proprios erros de arredondamento fazem
aparecer uma pequena componente.

No entanto, em casos mais simples, quando usamos ntimeros inteiros, podemos cair facil-
mente em situacoes em que isso acontece. Apresentamos um exemplo simples. Consideremos
a matriz

5 =7 7

M=1]6 -9 8

6 —7 6
Se comecarmos com u(® = (1,1,0), obtemos u™ — v = (0.5,1,0.5). No entanto, o limite
obtido nao é o vector proprio associado ao valor proprio dominante! A matriz tem valores
proprios \;1 = 5, Ay = —2, A3 = —1, e é facil ver que Mv = —2v, portanto v é o vector proprio

associado ao valor préprio Ay e nao a A;. A razao é simples, como os vectores proprios sao
v = (1,1,1),v, = (0.5,1,0.5),v3 = (0,1,1), temos u® = 2vy — v3, ou seja, a componente
segundo v; ¢ o = 0. Uma simples perturbacao, usando u(?) = (1,1, ¢) com € # 0, mesmo muito
pequeno, ja sera suficiente para que o método convirja para vy.

Exemplo 12. Consideremos a matriz:

-2 1 0 2
-1 10 -1 -1
A= -1 1 -2 1
1 0 -1 2

6Isto nao significa que nio é possivel majorar ||v; — u(”H)HOO, pois é 6bvio que serd sempre menor que 2.
Apenas significa que nao ha convergéncia para zero.
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Figura 2.3.1:

Pelo Teorema de Gerschgorin, aplicado a linhas, concluimos que os valores préprios devem estar
na reuniao das bolas

Bl - B(—2, 3),32 — B(10,3), Bg - B(—2,3)784 - B(2,2)

Imediatamente vemos que ird haver duas componentes conexas, uma que serd B, onde havera
apenas um valor proprio real, e a outra componente que sera a reuniao das trés restantes bolas,
o que se resume a By U By, onde havera trés valores proprios (ver a primeira figura). Feita uma
analise por colunas, obtemos as bolas

e concluimos que hé apenas um valor proprio real em B e trés valores proprios em B U Bj.
Intersectando a informagao, concluimos que ha um valor proprio real A\; € [8,12] e trés valores
proprios Ao, Az, Ay € B(—2,3) U B(2,2), onde este tltimo dominio ¢ obtido pela intersec¢ao de
Bl U B4 com Bi U lel

Podemos concluir que o valor proprio real A; é um valor proprio dominante, porque |A;| > 8 e
A2l [As], [Aa] < 5.

Admitindo que a matriz é diagonalizavel, estamos nas condic¢oes de convergéncia do método
das poténcias. Partimos do vector inicial (9 = (0,1,0,0), escolha que foi orientada pelo vector
proprio dominante associado & matriz diagonal. Obtemos

Au® (1,10,1,0) 1

u) = o - = (551,750
O~ 010, Lol 10 1

e sucessivamente ©(?) = (0.0816,1,0.0714,0), u®® = (0.0846,1 ,0.077,0.0009). Em u® todos os
digitos apresentados ja sao correctos. Calculando Au® = (0.832,9.835,0.758,0.0082), obtemos
a aproximacdao A\®) = 9.835, que é dada pelo valor da segunda componente (pois é nessa que
u® tem valor unitéario... poderfamos obter outras aproximacoes dividindo a componente Au,(:’)
por u,(j’), mas esta é a mais simples de obter). O valor exacto do valor proprio dominante é
A1 = 9.83703. Como Ay = 2.34741, temos uma convergéncia linear com o factor |i—f| =0.238, o
que nos permitiria escrever
oy — ul™ |0 < 0.238"C.

Como avaliar a constante C'?
— Conhecendo o valor exacto do vector proprio, podemos avaliar os erros, e admitindo que
A2

oy = 122
oy =)o = |2Co.

colocamos num grafico os valores de C,, obtidos (figura a esquerda), e podemos concluir que
os valores de (), sao inferiores a 0.1, aproximando-se de 0.03. ((Na figura da direita colocamos
em evidéncia a dependéncia da constante C' do valor o, componente segundo o vector proprio
dominante. E considerada a matriz M usada na observacio anterior e o vector inicial u(®) =
(1,1 L) Com este vector inicial temos o = ﬁ # 0, e 0o método converge para o vector proprio

’ 153
dominante. Como podemos ver no grafico os valores de C,, tendem para um valor proximo de
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450, e para outros a o valor da constante seria proximo de i Como previsto na estimativa de
erro, a constante depende directamente de é, e isso é aqui verificado ))

— Como a priori nao conhecemos os valores exactos, podemos no entanto obter informacoes
avaliando o comportamento de |[u(™!) — 4|, para n suficientemente grande. Notamos que

[t = ut|oe < Ju™ Y = vy + [Jor = u™ ||,

e entao
|Jul" ) — ™|, < Cn+1| I"+1 +Cy | |

Admitindo que C,, < C, entao
[Ju Y — ")HooSQC\ \"

Assim, é usual considerar a razao

Hu(”“)—u(”)HooN 2(J|§_f|n Y

K, = ~ _ 22
[ut —ue=D||, 20|21 |)\1|
1

0 que permite nao apenas ter informacao acerca da rapidez de convergéncia, mas também
avaliar |As|, ja que |Xo| ~ K,|\i|. Com efeito, partindo dos valores u), u® 4 calculados,
poderiamos obter

[[u® —u®||  0.007328
K, = = = 0.2565
27 [u® —uM]|  0.02857 ’

o que nao difere muito do valor 0.2386. Como tinhamos obtido A® = 9.835, retiramos |\y| ~
0.2386 x 9.835 = 2.3466, o que ¢ uma aproximacao muito razoavel, ja que Ay = 2.34741.

2.4 Meétodo das iteracoes inversas

Este método é semelhante ao método das poténcias, mas baseia-se num conhecimento prévio
da localizagao dos valores proprios. Continuamos a assumir uma diagonalizagao com os valores
proprios que consideraremos reais (normalmente trabalharemos com matrizes hermiteanas). O
método das poténcias apenas permitia aproximar o valor proprio dominante. Aqui consideramos
qualquer um, mas precisamos de um conhecimento a priori sobre ele, que pode advir do Teorema
de Gerschgorin ou de uma aproximacao pelo método das poténcias.

Assim, é suposto termos A como aproximagao do valor proprio A, que pretendemos calcular.
Logo,

Av= X v (A=ADv= A\, —ANv & =(A- )"t

Am — A
e portanto se v é valor proprio de A, também é de (A — A\I)~!. No entanto, os valores proprios
sao diferentes, \,, é valor proprio de A e p,, = Tlﬂ ¢ valor proprio de (A — AI)~! para o
mesmo vector proprio!

A partir de uma iterada inicial 2(® (... com componente nio nula no vector préprio),
obtemos o método das iteragoes inversas (ou método de deflacdo de Wielandt)

(A— M)tz
1(A = A~ 2|

D)

:O'n
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em que o, ¢ o sinal da componente de maior médulo de (A — AI)~'z(™. Reparamos, mais uma
vez, tratar-se uma iteracao do ponto fixo, pois como vimos,

Av =\ & = (A=) 1o,

v
Am — A
e daqui obtemos |[(A — A\I)~lv|| = H H . Assim:

v A=A (A=XD)"h
ol [Am = AL[(A = ML)~ o]

e mais uma vez substituimos |’\m A pelo sinal da componente que determina o modulo (que

designamos por o).
A maneira para calcular de calcular as sucessivas iteradas baseia-se numa tnica factorizagao

A—- X =LU,
seguida de sucessivas resolucoes de sistemas (para cada n) :

Ly = s

_ .(n)
LUw=x (:){ Uw =y

o valor w é (A — X)~'z(™. Assim, obtemos 2" = o,w/||w||os.
Reparamos que o método das iteragoes inversas da-nos uma aproximacao do vector proprio
v, para calcularmos uma aproximagao do valor préprio devemos fazer:

A ~

De forma semelhante ao que conseguimos no método das poténcias podemos mostrar a
convergéncia deste método desde que
|)‘m — /\|

L = <1
min#m |/\Z — )\|

Este resultado pode ser facilmente verificado se repararmos que isto corresponde a considerar

1 1
max
i#m ’)\ — >\‘ | — >\|
o que significa que - ¢ valor proprio dominante de (A — AI)~!. Depois basta aplicar o

resultado obtido para o  método das poténcias.

Exemplo 13. Consideremos a matriz

—-15 0 1 1

2 10 0 O

A= 1 1 11
1 1 11
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Pretendemos aproximar o valor proprio que se encontra no intervalo [8,12] e escolhemos A = 9.
Ficamos com a factorizagao

-24 0 1 1 1 0 0 0][-240 1 1
|2 10 0| _ |-1/121 0 0 0 1 1/12 1/12 | _
A=A=1 1 1 % -1/24 1 1 0 0o o - = = LU
1 1 1 -8 -1/24 1 7 1 o 0 0 —-22

que iremos utilizar para calcular (A — \I)~1.

Escolhendo como iterada inicial u(® = (0,1,0,0). A escolha deve-se as mesmas razoes que
as justificadas no exemplo anterior, atendendo a que agora procuramos o valor préprio que esta
na bola com centro em 10.

Resolvendo LUw = u(?), obtemos (0.0117,0.9765,0.1412,0.1412), portanto

N (A= XI)~"'u® (0.0117,0.9765,0.1412,0.1412)
= g =
“1(A = AD)"u©]| — [](0.0117,0.9765,0.1412, 0.1412)||
= (0.0120482,1.,0.144578,0.144578)

ul

neste caso Aul!) = (0.1084,10.024,1.301,1.301) e portanto A(Y) = 10.024...
Continuando com as iteracoes, u® = (0.00975434,1.,0.123194,0.123194), portanto A(?) =
10.0195..., A®) = 10.0202 e aproximariamos rapidamente o valor correcto A = 10.0201.

2.5 Meétodos de Factorizacao

Um dos métodos mais utilizados para a determinacao de valores proprios é o método QR, de
Francis, que foi precedido por um outro método semelhante, devido a Rutishauser — o método
LR, apresentado no final dos anos 50. A ideia principal destes métodos consiste em efectuar
uma factorizacao da matriz num produto de matrizes mais simples, trocar a ordem do produto
e obter uma nova matriz a que sera aplicado o mesmo esquemal

Estes métodos baseiam-se na semelhanga entre matrizes, pois escrevendo

B =P AP,

a matriz A tem os mesmos valores proprios que B. Portanto, a ideia consiste em efectuar a
iteragao
~1
An+1 — Pn AnP'ru

comecando com Ay = A, se no limite tivermos uma matriz cujo calculo dos valores proprios é
simples (por exemplo, uma matriz triangular) entao o problema fica simplificado, ou resolvido.

Alternativamente, estes métodos podem ser encarados como resultantes de uma factorizagao
das matrizes. Assim, se for possivel efectuar uma factorizacao do tipo A, = X,,Y,,, em que X,,
é invertivel, bastara considerar A, 1 = Y, X,, para termos

An—i—l = Xn_lAana

porque Y, = X 1A,.
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2.5.1 Método LR

No caso do método LR, de Rutishauser, efectuamos uma factorizacao A = LU que por tradi¢ao
é designada LR (left-right ao invés de lower-upper). Assim, comegando com Ay = A, e tendo
obtido

A, =L,U,

definimos a nova iterada como sendo
An—i—l - UnLna

o que também significa que consideramos a iteragao A, = L' A, L,. Reparamos que a matriz
A,i1 é semelhante a A, e por isso os valores préprios sao os mesmos, subsequentemente os
mesmos que os de Ay = A.

Se o método convergir, é suposto que a sucessao de matrizes A, tenda para uma matriz
triangular superior, cuja diagonal ird conter os valores proprios. No entanto, nao é facil obter
condigoes de convergéncia para este método, podendo ser bastante instavel. Sabe-se (cf. [10])
que se A for simétrica e definida positiva h& convergéncia.

2.5.2 Meétodo QR
e O método QR, de Francis, é baseado numa factorizagao menos conhecida
A=QR
em que () é uma matriz unitaria (ou seja, QQ* = Q*Q) = I) e R uma matriz triangular superior.

Proposicao 13. A factorizacao A = QR € unica, a menos de produto por uma matriz diagonal,
cujas entradas tém modulo 1.

Demonstracio. Supondo que A = Q1 R; = QaRy, entdo RiR;" = QQs, o que significa que a
matriz triangular superior Ry R, " seria uma matriz ortogonal (porque Q*Q- ¢). No entanto, as
tinicas matrizes nestas condicdes sdo matrizes diagonais, logo B R,' = D, ou seja Ry = DRy
e Q7Q2 = D, ou seja Qo = ()1 D. Verifica-se que essa diagonal verifica DD* = Q7Q2Q501 = 1,
ou seja |di;| = 1. O

e Construcao da factorizacao QR através de matrizes de Householder.
Uma matriz de Householder é uma matriz do tipo

H=1—-2uw"

em que v : ||[v||2 = 1, ou seja v*v = 1 (note-se que v*v é uma matriz 1 x 1, identificada com um
nimero, mas vv* ja é uma matriz N x N).

As matrizes de Householder s@o unitéarias porque HH* = H*H = (I — 2vv*)(I — 2vv*) =
I — 4vv* + 4ov*vv* = 1.

Podemos considerar vectores v®) = (0,..,0, vk, ...,uy), que irdo definir matrizes de House-
holder H,. E possivel efectuar a decomposicao QR :

R = HNfl...HlA,
Q* = HNfl---Hla
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ja que é facil verificar que QR = H{...Hy_{Hyn_;...H1 A = A, faltando apenas ver que Hy_;...H; A
é triangular superior calculando v(® (cf.[1]).

e O método QR consiste em comecar com Ay = A, e tendo factorizado
An = Qan

definir uma nova iterada

An-‘rl = Ran

ou seja, A,+1 = Q) A,Q, que é uma matriz semelhante a A,,.

Teorema 18. (Francis) Se a matriz A for invertivel e os seus valores proprios tiverem mdodulos
diferentes, |\| > ... > |[Ay| > 0, a matriz é diagonalizdvel, ou seja, A = P~'DP. Se P
admitir uma factorizagio P = LU, a sucessao de matrizes (A,) converge para uma matriz
triangular superior cujos valores da diagonal serao os valores proprios de A. Os vectores proprios
associados encontram-se na matriz unitaria Q).

Demonstragao. Ver, por exemplo, [3]. W ]

No caso mais geral, pode convergir para uma matriz quase triangular (por blocos), cujos
valores proprios sao razovelmente faceis de calcular. O método tem ainda normalmente a
particularidade de apresentar os valores proprios ordenados, estando na primeira linha o maior
e na ultima o mais pequeno. A rapidez de convergéncia para zero dos elementos nao diagonais
depende da relagao | /\i‘i - |, 0 que pode constituir um obstaculo & rapidez do método, quando
alguns valores proprios tém modulos semelhantes. Por isso é usada uma técnica de aceleracao
de convergéncia que veremos mais & frente.

Exemplo 14. Consideramos a factorizagao QR da matriz A,

Q R

21 11 TveB 0 UvE T2 V32 0
A=12 3 2 |=|1//6 1/V2 —-1/V3 0 5/vV2 3vV2 |,
2 —2 —4 1/V/6 —1/vV2 —1/V3 0 0 V3

nao especificando os célculos inerentes... A partir deste ponto calculamos A; = RQ), e obtemos
uma nova matriz cuja diagonal é {4.5,—0.5, —1}, estes sdo os primeiros valores que aproxi-
mam os valores proprios de A. Voltamos a efectuar a decomposicao A; = Q1 R;... que por
razoes Obvias nao serd aqui colocada. Calculando A; = R1();, obtemos na diagonal os valores
{4.52,—3.52,2}. Procedendo de forma semelhante nas iteradas seguintes, obtemos ao fim de
7 iteragoes, na diagonal de A7, os valores {5.07..., —3.69...,1.62...}, que nao estao muito longe
dos valores proprios correctos {5, —3.64...,1.64...}. A matriz A; ja é proxima de uma matriz
triangular superior,

5.07467  —1.89079  0.853412
A; = | 0.343404 —3.69541 —3.5415
0.001455 —0.0368519 1.62073

O valor absoluto do maior elemento da subdiagonal determina, normalmente, um majorante
do erro da aproximagao.
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Observagao 31. (método de Jacobi). Outra possibilidade de obter a factorizagao QR ¢é usar
matrizes de rotagoes no plano ao invés de matrizes de Householder, ideia que também é usada
no método de Jacobi. O método de Jacobi é valido para matrizes reais simétricas e baseia-se
na utilizacao de matrizes de rotagao

10 0
0 cos(f) —sin(0)
U — sin(f)  cos(f) :
: 10
0 - 0 1|

mas nao falaremos dele aqui (ver, por exemplo, [9]).

Ainda uma outra possibilidade para a efectuar a factorizacao QR é considerar o processo
de ortonormalizacao de Gram-Schmidt, que no entanto é instédvel numericamente, devido ao
cancelamento subtractivo.

2.5.3 Método QR com deslocamento

Os métodos de factorizagao sao computacionalmente dispendiosos em termos de tempo (aprox-
imadamente %N 3 operagoes por iteragao) e como ja referimos a sua convergéncia pode ser
lenta. Uma possibilidade para acelerar a convergéncia destes métodos € utilizar uma técnica de
deslocamento (ou shift), reparando que considerando

A=A—al
se uma matriz B for semelhante a A entdo B = B + ol serd semelhante a A, porque
B=P AP =P YA—al)P =P 'AP —al.

Assim, para o método QR, podemos estruturar os passos usando um deslocamento a,
diferente, em cada passo, de forma a que efectuamos primeiro a decomposicao QR da matriz
A,, — a, I e depois trocamos a ordem somando «,, 1. Ou seja,

An - anI - QnRrw
An+1 = RnQn + anl7

ficando com
Apni1 = Qr(An — an1)Qn + I = Q1 AQ,

e desta forma, A, continua a ser uma matriz semelhante a A,. A escolha do deslocamento «,,
¢ discutida em [13] e uma das possibilidades ¢ considerar «,, como sendo o elemento de menor
modulo da diagonal (normalmente o tltimo).

Observagao 32. Apesar de ser o método mais utilizado para o célculo de valores proprios, o
método QR com shift tem resistido a demonstragao da sua convergéncia no caso mais geral

(c£[3]).
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Observacao 33. O Mathematica tem implementadas as rotinas Eigenvalues e Eigenvectors, que
permitem o célculo de valores e vectores proprios de matrizes, usando um método QR com
shift. A factorizacao QR pode ser obtida usando a rotina QRDecomposition.(o resultado é uma
lista com a transposta da matriz Q e com a matriz R).

2.6 Condicionamento do calculo de valores préprios

Apresentamos agora um resultado relativo ao condicionamento do célculo de valores proprios.

Teorema 19. (Bauer-Fike). Seja A wma matriz hermitiana. No caso de A ser wma aprozi-
mag¢ao (hermitiana) de A, temos o resultado

Vi3 (A — ] < [JA— Al (2.6.1)

em que \; sao os valores proprios de A e 5\j os de A.
No caso mais geral, em que hd a matriz tem forma candnica de Jordan diagonal, A =
P7IDP (com D = diag(\i, ..., \x)), temos

Vi 3i [\ — N| < condoo(P)||A — Al|o. (2.6.2)
(o que também € vdlido para algumas outras normas, como ||.||1,]|-]]2)-

Demonstragao. i) Comegamos por ver que o resultado sai facilmente para a norma ||.||s (ou
mesmo para ||.|[1). )
~ Seja B = P(A— A)P71 temos B= D — C em que C = PAP™! tem os valores proprios de
A. Pelo teorema de Gerschgorin, aplicado a ' = D — B, sabemos que dado um valor préprio
Aj de C existe uma linha 7 :
|Ai — by — Aj| < Z |bix]
ki
e portanto
i = X1 <Y ikl < 1Bllse < [1Pllool|A = Alloo 1P ||oc-
k

ii) Para mostrar que é valido para a norma ||.||2, vemos que

min |\, — A| < condy(P)[|A — Al|,

i=1,...,

para qualquer valor proprio 5\, e a partir daqui podemos aplicar de novo o teorema de Ger-
schgorin para concluir o teorema.
Suponhamos que A # \; para qualquer i (sendo seria trivial, pois o mi nimo seria zero) e
seja ¥ um vector proprio de A.
Como A% = Ao,
(M — A)p = (A— A (2.6.3)

e substituindo A, temos (A\] — A)o = (A — P"'DP)o = P~Y(\I — D)P% o que implica, por
(2.6.3), que ) .
(M — D)Pi = P(A— A)P~' Py,
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Como \ # )\;, a matriz diagonal A\J — D tem inversa, e obtemos

P = (M — D) 'P(A— AP 'Ps.

Notando que ||(AI — D)~"||y = p((\] — D)) = m (0 que também ¢ valido para outras
normas ditas ‘'mondtonas’), temos
N 1 z _ N
1P0]]; £ ——=—— [[P(A = A)P~ ||z || PD[]5
min A — A

0 que origina

in (A = A < [[P[[a]| P [2][A = Al

i=1,...

No caso de matrizes hermitianas, basta referir que pela decomposi¢ao na forma normal de Schur
podemos encontrar matrizes P unitarias tal que A = P*DP, pelo que ||P||s = ||P*|[o=1. O

Observagao 34. A propriedade que provamos traduz também o bom condicionamento no calculo
de valores proprios para as matrizes hermitianas. Para outro tipo de matrizes, o calculo dos
valores proprios podera ser um problema mal condicionado, dependendo do niimero de condigao
da matriz P.

Como a estimativa do nimero de condi¢ao de P ndo ¢ normalmente possivel (se P fosse
conhecido também seriam os seus valores proprios), apenas temos a informagao da possibilidade
de ocorrerem problemas de condicionamento no calculo dos valores proprios.

2.7 CaAlculo de raizes polinomiais

Terminamos este capi tulo referindo que um excelente processo de obter resultados acerca das
rai zes de polinémios é a utilizacao da nocao de matriz companheira de um polinémio.

Defini¢ao 5. Dizemos que C é a matriz companheira do polinémio p(z) = ag + a1z + ... +
N-1 N
aN_17T + a2, se

[0 1 0 0
0 0 . . :
C=1| + - 0
0o - ... 0 1
| —@ —a1 -+ —aN-2 —aN-1 |

notando que o polinémio caracteristico de C é exactamente p.

Esta nocao pode ser aplicada para a localizacao das raizes de polinémios através do teorema
de Gerschgorin (ver exercicio 2, no final do capitulo) ou mesmo para aproximé-las usando um
qualquer método de valores proprios, ja que identificar os valores proprios de C' é equivalente a
determinar as raizes de p. Deste facto retiramos que a determinacao de valores proprios € um
problema teoricamente equivalente a resolucao de equagoes algébricas.

81



Exemplo 15. Tomemos como exemplo o método das poténcias aplicado a C. Executar a iter-
acao
2D — 0 )

é equivalente a considerar

(n+1) _ (n) L
x, =T sei=1,...,N—1,
1 .
x%”r ) = —a0x§”) S — aN,le\T,L) caso i = N.
. ~1 —N+1 —N+2
Reparamos assim que z\” = z"" = = g0V g — = 207N ete. de um
—N—+i ol .
modo geral, azgn) = a:g\? +Z), o que corresponde a substituir valores na iterada n por valores em
iteradas anteriores.
(k—=N+1 (n)

Ora, designando y, = x) ), obtemos z;"’ = y,.:_1, pelo que o sistema anterior reduz-se
a equacgao as diferencas
YniN = —G0Yn — --- — AN-1Yn{N-1-

A mesma equagao as diferencas que encontramos no método de Bernoulli.

Para concluirmos que o método de Bernoulli aparece como um caso particular do método das
poténcias, reparamos que no caso do método das poténcias consideramos como aproximacgao do
valor proprio dominante’:

n (n+1)
Ca™], o

a:§")

_ Yn+1
.Cﬁgn) Yn ’

ou seja, a mesma aproximacao que consideramos no método de Bernoulli para a raiz dominante!

A —

Outros métodos para valores proprios levam a outras aproximagcoes, nao havendo necessari-
amente um método especi fico para polinémios que lhes corresponda, como neste caso aconteceu
com o método de Bernoulli.

Observagao 35. Como curiosidade reparamos que a matriz inversa da matriz companheira é

T _a _a _aN-1 1 7
ao ap ao ao
1 0 0
c'=| 0 1 o0
| O 0 1 0 |
que tem associada como polinémio caracteristico q(y) = % + (”Z—O’ly + ...+ g—;yN L+ ¢V cujas

raizes sao as inversas de p(z), como vimos num exercicio do Capitulo 2 (basta tomar y = 1/x).
Isto é perfeitamente natural, ja que é claro que os valores proprios da matriz inversa sao os
inversos da original.

"Ver também a nota de rodapé anterior, considerando o método das poténcias sem a normalizacio sucessival

Consideramos aqui a primeira componente, mas para qualquer componente j obteriamos

0 que corresponde ao mesmo resultado.

A —

x§n+1)

Yn+j

RO
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2.8 Exercicios

1. (Método de Krylov) Considere o seguinte método, baseado na aplicagao do teorema de
Hamilton-Cayley, para encontrar o polinébmio caracteristico de uma matriz A de dimensao N :

e Calcular A* para k=2,...,N

e Determinar os coeficientes «; tais que agl + oA + ... + ay_1 AN "1+ AN = 0.

a) Indique uma estimativa do ntimero de operagoes (%, /) necessarias a esse célculo.

b) Use este método para determinar a equagao caracteristica de uma matriz 2 x 2.

¢) Ao invés de calcular A*, considere um vector inicial 2(® e defina 2 = Az*=Y_ Apre-
sente um processo equivalente para determinar o polinémio caracteristico. Comente quanto ao
nimero de operacoes e quanto a solubilidade do sistema.

2. Considere a matriz companheira do polinémio com coeficientes reais p(x) = ag + a;x +
it a2

a) Mostre que se |a,—1| > 1+ M, com M = max{|agl,|a1| + 1, ..., |an—2| + 1} entdo existe
uma e uma s6 raiz real dominante em [—a,_; — 1, —a,_1 + 1], e que as restantes se encontram
na bola {|z| < M}.

b) Considere p(z) = 2 — 622 + 423 — 162 + 225.

Localize as rai zes dominante num intervalo de comprimento 2 e as restantes numa bola de
raio 1.

Determine aproximadamente a raiz dominante usando duas iteragoes do método das potén-
cias.

3. Seja A uma matriz real N x N, que verifica:
|a'ii - ajj| > T +TJ7VZ7J = ]-7 ’N (Z 7é ])
em que
N
ri = —lam + > lan|
j=1
Mostre que os valores proprios da matriz sao reais.
4. Considere uma matriz A € CN x CV e varias sucessoes p¥) € I'. Supondo que

|ai;| < |u§~i)| Vi,j=1,...,N, (i #7)

a) Mostre que a matriz A é invertivel.
b) Mostre que se A for hermitiana e tiver a diagonal positiva, entao é definida positiva e o
raio espectral verifica

p(A) < max (Jag| +[[1]])

c) Mostre que é possivel resolver o sistema Az = b, para qualquer b € IR™, usando o método
de Jacobi, e que se verifica:
L lbllo
1—-L

[l = 2o <
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considerando z(®) = 0, com

5. Counsidere a matriz

6 0 1
A=12 1 0
2 -1 -1

a) Aplicando o T. de Gerschgorin determine um dominio em C onde se encontram os valores
proprios de A.

b) Conclua que existe um valor proprio dominante para A, e determine uma aproximacao
utilizando o método das poténcias.

c¢) Diga qual o raio espectral da matriz A/107 O que pode concluir acerca da convergéncia
do seguinte método:

6. Considere a matriz

-1+ 1 1
1 —1—q 1
1 0 3+ 4

a) Indique um domi nio do plano complexo onde se situam os valores proprios.
b) Determine um majorante para o modulo do determinante da matriz.

c¢) Entre que valores se pode situar o raio espectral da matriz? A matriz é invertivel?
7. Considere a matriz

8 1 -1
1 -3 1
0 1/2 1

a) Justifique que todos os valores proprios da matriz sdo reais, e indique intervalos que os
contenham.

b) Verifique que a matriz possui um valor proprio dominante e aproxime-o considerando
trés iteradas do método das poténcias, usando como vector inicial v(® = (1,0, 0).
8. Considere a matriz

10 3 —2cos(b) cos(b)
A= 1 25 5sin(a)
1 5sin(a) + sin(b) 50

a) Localize os valores proprios de A usando o teorema de Gerschgorin.

b) Indique os valores de b para os quais podemos obter uma decomposicao A = LLT, em
que L é uma matriz triangular inferior real.

c) Para que valores de h € R?® é possivel utilizar o método de Jacobi para resolver um
sistema Az = h? Indique uma estimativa de erro para ||e™]|,, em funcio de ||h||s, sabendo

que (9 = 0.
9. Considere uma matriz A € CN x CV e varias sucessoes p®) € [*. Supondo que
;| > ||u(i)||1 Vi=1,...,N
jag| < ) Vi, i=1,...,N, (i # )
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a) Mostre que a matriz A é invertivel.

b) Mostre que se A for hermitiana e tiver a diagonal positiva, entao é definida positiva e o
raio espectral verifica

p(A) < max_(Jau| + [[u@]]1) -
i=1,....,N

c¢) Mostre que é possivel resolver o sistema Az = b, para qualquer b € RY, usando o método
de Jacobi, e que se verifica:
L™ bl

_ 21 < 17leo

considerando z(®) = 0, com

(@) |

o . 4
L=1— min . , ecom K = min @y
i:l,...,n(H,u(l)Hl) z':L...,nH'u i
10. Suponha que obteve
A V21 -1][3 2
2 1 1 0 —1 1|

a) Calcule a primeira iteragdo pelo método QR.
b) Compare as aproximagoes dos valores proprios com os valores proprios correctos.

11. Considere
. acos(f) —asin(h)
| asin(f) acos(d) |’
Qual a factorizacao QR de A? Como se processa a iteracao do método QR neste caso? Calcule
os valores proprios de A e justifique.

12. Mostre que se os elementos de uma matriz forem ntmeros racionais entao os valores
proprios dessa matriz nao podem ser niimeros transcendentes.
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Capitulo 3

Resolucao de equacoes diferenciais
ordinarias

3.1 Problema de Cauchy unidimensional

3.1.1 Problema de Cauchy e formulacao integral

O exemplo mais simples de equagao diferencial é escrito na forma

cuja solu¢ao quando y(tg) = yo, é dada pela simples integracao de f :

y(t) = yo + /tt f(s)ds.

Os métodos para resolver equagoes diferenciais mais gerais podem usar ideias de integragao
numérica, e podem também ser usados para integragao numérica. Consideramos mais geral-
mente o Problema de Cauchy

y(to) = yo

{y’(t) = f(t,y(t)), (3.1.1)

em que f(t,y) depende de duas variaveis (a primeira ¢ é o tempo, a segunda y refere as ocor-
réncias de y(t¢) no segundo membro. Associado a este problema estd a sua forma integral
equivalente!

y(t) = o + / £(s,(s))ds, (31.2)

onde a solucao y é colocada como uma equacao de ponto fixo, y = Ay, onde A é o operador
integral definido no segundo membro. Este formato equivalente, quando f é Lipschitziana,
permite concluir sobre a existéncia e unicidade de solucao numa vizinhanca do instante inicial
to, por aplicagao do Teorema do Ponto Fixo (de Banach):

'Para verificar a equivaléncia basta derivar a forma integral, e aplicar a férmula de Barrow na equacio
diferencial, atendendo & condicao inicial.
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Teorema 20. (Picard-Lindeldf). Consideremos V. = B(tyg,e1) X B(yo,€2), uma vizinhanga
centrada nos dados iniciais (to, yo), tal que f € continua (na primeira varidvel) e Lipschitziana
(na sequnda varidvel) em V., ou seja, existe L > 0 :

|f(tay1) - f<t7y2)| S Llyl - y2|7 v(tayl)v (t7y2) € ‘75

Entao existe um T = min{ey, ea/||f|lo}, que define o intervalo B(to, ) onde a solu¢io y €
CY(B(ty, 7)) do problema de Cauchy existe e é tunica. O método do ponto fivo definido pela
sucessao de fungoes (x,) com xo(t) = yo,

Tnir(t) = o + / F(5,2(5))ds,

converge uniformemente para y no intervalo B(to, T).

A iteracdo do ponto fixo, é neste contexto designada por iteracdo de Picard, e apesar de
definir um método geral para a resolucao de equacgoes, é computacionalmente menos eficaz do
que outros métodos que iremos ver.

A condicao de f ser Lipschitziana na 22 variavel pode ser verificada simplesmente exigindo
limitacao na derivada da 2% componente, ou seja, quando f € C*:

of i
ZL <
5, )l < L Vi) € V-

Notamos que para garantir existéncia podemos apenas exigir que f seja continua em V;
(Teorema de Peano), mas isso ndo garante a unicidade. Ilustramos a nao unicidade com um
contraexemplo.

Exemplo 16. (contra-exemplo de unicidade para f apenas continua)
Consideremos ty = 1, yo = 0, f(t,y) = 2,/y, temos

{y'(t) =2/y(#)
0

e verificamos que y(t) = (t—p)? é solucao da equagao diferencial, pois ¥/ (t) = 2(t—p) = 2+/y(t),
para t > p, qualquer que seja o p > 1. S6 p = 1 verifica y(1) = 0, mas notamos que podemos

também definir
{ypu) — (t—p)?, set>p

yp(1) =0, set <p

todas estas fungoes y, € C'(R) verificam o problema de Cauchy, para p > 1, e nao ha assim
unicidade de solugao. Isto nao contradiz o Teorema de Picard-Lindel6f, porque

af 0 1

_tay = —(2 Yy) = —(—= — o0,

8y( ) 83/( 2 VY (y—0)
e f nao pode ser Lipschitziana perto de zero. Este caso é ainda ilustrativo, porque para
yo 7 0, este problema nao ocorreria, e mudando essa condigao inicial f ja seria Lipschitziana,
garantindo unicidade. A existéncia é em qualquer caso garantida pela continuidade de f, devido
ao Teorema de Peano.
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A restrigdo a um intervalo pequeno [ty — 7,%y + 7] ndo é uma limitagdo tedrica, porque
podemos sempre definir novo problema de Cauchy avangando (ou retrocedendo) no tempo,
considerando um novo t, = t; + 7. Sucessivamente podemos avancar no tempo até que as
condigoes deixem de poder ser verificadas. Ou seja, o Teorema de Picard-Lindelof garante
existéncia e unicidade local, mas a sua aplicagao sucessiva permite uma continuacao até que
ocorra uma descontinuidade de y.

Exemplo 17. (limita¢do da continuagao da solugao)

Consideramos a equagao y'(t) = y(t)?, onde a expressao f(t,y) = y? nao faz antever nenhum
problema de extensao da solu¢ao. Porém, notamos que quando y(0) = yp, a solu¢do unica é
dada por

Yo
1) =
y(t) —

e assim quando t = io havera uma singularidade, e um limite a partir do qual a solu¢ao nao
podera ser estendida. Isto é ilustrativo da limitacao da continuagao da solucao quando f nao
¢ limitada.

Por exemplo, para yy = 1, temos y(t) = ﬁ, e quando t = 1 — a, temos y(1 — o) = é que
tende para infinito quando « é pequeno. Aplicando ai o Teorema de Picard-Lindel6f podemos
ver que 0 novo intervalo obtido nao permite passar o limite ¢ = 1. Com efeito, || f||o = (£ +¢2)?
e assim 7 = min{ey, ﬁ}, e sendo 0 < a < e obtemos 7 = G2 = agiiy < A
Ou seja, ainda que a Eungéo f seja limitada e Lipschitziana em todos os intervalos fechados, o
teorema devolve um intervalo de dimensao inferior, que evita chegar a singularidade.

Faz-se ainda notar que f(t,y) = y leva a solugdo exponencial, por isso, f(t,y) > y vao
levar a crescimentos superiores ao da exponencial. E da mesma forma, se f(t,y) > y? entao
y(t) > 1—yZo .. Por exemplo, com isto podemos antecipar que se gy = 1, a solucao de y'(t) = ev®
ird “explodir” nalgum ¢ < 1, o que ocorre de facto em t = e*
—log(e ! —t).

, porque a solugao ¢ y(t) =

3.1.2 Casos particulares

H& vérias situagoes em que é possivel encontrar solugoes explicitas das equagoes diferenciais.
Quando f depende apenas de ¢, ja vimos que se reduz a um problema de primitivacao. De forma
semelhante, quando f depende apenas da segunda variavel (diz-se que a equagao é auténoma),
também podemos obter uma solucao explicita por primitivagao.

Proposicao 14. Se f nao depende de t, e G € primitiva de 1/ f(z), com inversa bem definida,
a solucao do problema de Cauchy é

y(t) = Gt —to+ G(yo))

Demonstra¢ao. Com efeito, da equacao diferencial ¢y = f(y), obtemos por divisao

y’(t) B t y’(s) . t ey
o =1 = [ Faen =, =i
e agora notamos que se G(z) = [ ﬁdm entao
SO =y G 0) = 77 0
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Consequentemente,

by(s)
w0 f(y(s))

e caso seja possivel a inversao de G, a solugao pode ser explicita por

t—ty=

ds / Gly(s))ds = Gly(t) — Clyo),

y(t) = G7'(t —to + G(wo))-

Exemplo 18. Consideramos /'(t) = y(t)?, e como 1/f(z) = 1/xP tem primitiva

com inversa G~1(z) = (z — pz)/(1~P) concluimos que

y(t) = ((t —to)(1 — p) +yo )P

expressao que ja tinhamos encontrado quando p = 2. Note-se que se y(0) = 1, temos a singu-
laridade em ¢t = ]ﬁ, quando p > 1 (e ndo ocorre singularidade se p < 1).

Exemplo 19. Quando y/'(t) = ay(t) + b, temos f(t,y) = ay + b, e obtemos G(z) = [ —Lzdr =

1log(az +b), resultando em G~'(z) = ©==2, e assim

1
y(t) = G7H(t —to + Gyo)) = Lt 0recmopy = = (") (agg + b) — b).
a

Num caso linear mais geral,
y'(t) = a(t)y(t) +b(t)

temos f(t,y) = a(t)y + b(t), e a fungdo f depende de ambas as variaveis, pelo que o pro-
cesso anterior de primitivagdo ndo pode ser aplicado, mas usando A(t) = ftl; a(s)ds, é possivel

encontrar: .
y(t) = (yo —i—/ b(s)eA(S)ds) e,

to
que é uma forma explicita dependente apenas da primitivacao das funcoes.
3.2 Sistemas e Equacoes de Ordem Superior

3.2.1 Sistemas de EDO’s

O formato do problema de Cauchy pode ser adaptado para o caso vectorial, em que a funcao
y depende apenas de ¢, mas tem como imagem um vector

y(t) = (i (t), - yn (1)),
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atendendo a que y'(t) = (y1(t),...,yn(t)), e o sistema de equagoes diferenciais passa a ser
definido também por uma fungao f com segunda componente vectorial. O problema de Cauchy

fica assim
{y'<t> = £(t,y(1)),
y(to) = yo

em que yg ¢ também um vector.

O Teorema de Picard-Lindelof pode ser aplicado de forma semelhante, exigindo que f seja
Lipschitziana em y, ou ainda que as derivadas a partir da segunda componente sejam limitadas.
Eventuais dificuldades de adaptacao ao caso escalar resultam da impossibilidade de divisao
vectorial...

Um exemplo importante é aquele em que

{y'<t> = Ay(t),

y(to) = ¥o

onde A ¢ uma matriz N x N. No caso escalar a solucao seria y(t) = y(to)e’t!, e neste caso
também podemos escrever

y(t) = e*y(to),

se dermos significado & nocao de exponencial de uma matriz. Isso pode ser feito pela série
de Taylor, mas é mais adequado, e eficaz, fazé-lo através dos valores e vectores proprios, pela
decomposicao espectral.

Admitindo que A é diagonalizavel, consideramos y(t) escrita na base dos seus vectores
proprios, vi,- -+, Vy, OU seja

Y(t) = Yuy (t)vl +-+ Yoy (t)VN7

pelo que

Y () = v, Ovi+- -ty vy
Ay(t) = Yy (t))\lvl + -+ Yoy (t))\NVN

implica, componente a componente y, (t) = Axyy, (1), ou seja,

yvk (t) = yvk (tO)eAk(t_to)
obtendo-se explicitamente
Y(£) = Yo (t0)eM Oy 4ty (t0) vy

Observacao 36. Sendo diagonalizavel podemos escrever A = P7!DP, em que P é a matriz
mudanca da base canénica para a base dos vectores proprios, e D é a matriz diagonal com os
valores proprios, as operagoes polinomiais sao transferidas para operagoes na diagonal de D.
Com efeito A™ = (P~'D™P), pois por indugao, é verdade para m = 0,1, e sendo valido para
m é valido para m + 1 :

A™! = AmA = (PT'D"P)(P'DP) = (P"'D"DP) = (P 'D""'P).
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De forma semelhante, sendo A; = P71D;P, A, = P7'D,P, verifica-se uma linearidade
aA; + BA; = aP'DP + P 'DyP = P ' (aD; + 3D,)P.
Concluimos assim que para qualquer polinémio ¢
g(A) =P~ '¢(D)P,
e de um modo geral para qualquer fungao f escrita na forma de série de poténcias, temos
f(A) =P f(D)P,

com f()\) nos elementos da diagonal. Em particular, para exp(A) a diagonal tera e+, conforme
obtido antes.

3.2.2 Equacgoes de Ordem Superior

As equacgoes de ordem superior podem ser reduzidas a sistemas de equagoes através de intro-
ducao de novas variaveis.
Ou seja, vamos considerar que yo = y, que y; = ¥/, e sucessivamente ¥, = y™.

yo(t) = y(?) Yo(t) = n(t) = y/'(t)

yn(t) = y™M (1) Yn-1(t) = yn(t) = y™ (1)
Assim, quando escrevemos uma equagao diferencial de ordem N genérica
y M) = g(ty(t), -y (@)
pela transformacao de fungoes, fica equivalente a
yn_1(t) = g(t, yo(t), -+ ;yn—1(t))

e esta é a ultima equacao de um sistema de N equagoes diferenciais

/

yf) = Yo "

/ = y/ — . — . — f(t, y)
YnN—_9 = YN-1 YN-—2 YN-1
Ynv_1 =9t Yo, s Yn-1) YN-1 g(t, yo - yn—1)

que esta reduzido a forma vectorial anterior. Tudo o que vimos antes é assim aplicavel, fazendo
notar que a condicao inicial é

y(to) = (y(to), -+, y™ "V (t)),

ou seja, o problema de Cauchy é definido com os valores da funcao e de todas as derivadas até
a ordem N — 1, no ponto .
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Exemplo 20. (Equagbes com coeficientes constantes)
Um importante caso particular é

yM(t) = agy(t) + - + a1y V(1)

o que corresponde a ¢(t,y) = agyo+- - -+an_1yn—_1, porque podemos escrever na forma matricial

, _
Yo U1
y ) _ .
YN-2 YN-1
YN-1 | GoYo + -+ aN-1YN-1
0 1 o --- 0
Y
0 ?
0 -~ 0 0 1 Ve
YN—-1
| ao « . « . « . CI/N—I |

em que A é a matriz companheira do polinémio caracteristico
p(A) =AY —an MV — o —ay,
e as suas raizes Ay sdo os valores proprios de A levando as solugoes (quando é diagonalizavel)
(1) = o, (t0)eM vy 4y (f0) vy,

o que leva & solu¢do na primeira componente yo(t) = y(t), e podemos deixar os coeficientes
indeterminados

y(t) = CheMt 4o Cye?

podendo ser deduzidos C por um sistema linear com as condig¢oes iniciais em t,. Note-se que
estes coeficientes podem ser complexos, quando as raizes sao complexas.

Se houver raizes multiplas, a matriz companheira nao é diagonalizavel, as repeticoes de
A\ levariam & mesma funcdo e*!, e é necessario considerar funcdes independentes tPe** com
p=0,. — 1, onde my, ¢ a multiplicidade de \y.

Por exemplo no caso y"(t) = 5y"(t) — 8y'(t) + 4y(t), o polindmio caracteristico associado é

p(A) = A* —5A2 + 8\ —4

2t mas também

cujas raizes sao A\; = Ay = 2, \3 = 1. A repeticao de A = 2, leva a considerar e
t€2t,

(t) = 01€2t + CQtBQt + Cget,

e se impusermos y(0 y'(0) = 0,4"(0) = —1, os coeficientes resultam do sistema
Ci+C3=0 =1
201+02—|—Cg—0 02:—1
40, +4Cy + Cs = C3=—1

obtendo-se a solucdo y(t
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3.3 Meétodos de Taylor e Runge-Kutta

Existem vérios processos para obter métodos numéricos para a resolucao de equacgoes difer-
enciais ordinarias. Alguns vao usar a expansao de Taylor, que consideraremos aqui, outros
vao usar a forma integral, outros podem ainda usar as féormulas de diferenciagao numérica.
Comecamos por ver Método de Euler, que é o mais simples, e pode ser deduzido pelos trés
processos mencionados.

De um modo geral, é comum a todos estes métodos considerar uma sucessao de tempos,
com um espacamento h > 0, partindo do tempo inicial ¢y. Ou seja, definimos

t = to + kh,

e vamos associar yy ao valor obtido para y(t;). Procurando atingir um instante 7' = t,,, ao fim

de n passos, consideramos
p=tr=bh
n
O valor 1 é exacto, pois assumimos que a condigao inicial é exacta, mas logo y; depende
do método e nado coincide exactamente com y(¢;). Os métodos unipasso usam o valor obtido
para y;, para definir y,,1, 0 que significa que como y; nao sera igual a y(tx), esse erro acumula
no calculo de yx1. Mesmo para os métodos multipasso, que veremos depois, os valores de yx1

assentam nos valores anteriores que trazem um erro acumulado, podendo até ficar instaveis.

Definigao 6. Definimos erro local de discretizagao eg1 = y(tgr1)—yrr1 €m que yx, ;1 é calculado
assumindo que y(tx) = yg. Este valor é diferente do erro global definido por Ej1 = y(tks1) —
Yr+1, quando o yxy1 é baseado na iteracao anterior yi, que nao é exacta, acumulando o erro
local em cada passo.

Observagao 37. No decurso do texto consideramos derivadas de y ou f ficando subentendido
que se exige a regularidade necesséaria para que essas derivadas estejam definidas, evitando a
redundancia de estar sempre a exigir a regularidade implicitamente necessaria.

3.3.1 Método de Euler

Vejamos 3 maneiras diferentes de deduzir o Método de Euler:
19) Considerarmos a expansao de Taylor em torno de t, :

ltess) = b+ h) = y(t) + ' (0) + 302y (&).
S

errolocalO(h?)

Assumindo y(ty) = yr temos v/ (tx) = f(tk,y(tx)) = f(tx,yx), e desprezando o termo e, =
%th” (&k) que seré o erro local, o Método de Euler resume-se a iteragao:

{yo (3.3.1)

Yk+1 = Y + hf(tr, yk)

29) Consideramos pelas diferengas progressivas

Y(tes1) — y(tr)
h )

Y (te) =
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substituindo y(tx) = yx e assim ¥/ (tx) = f(tx, yx), 0 valor yi4q resulta de

Ye+1 — Yk
f(tk7yk) = +T7

32) Consideramos a formulagao integral

Y(thn) — y(ty) = / " Fs y(s)ds,

tg
aplicando ao integral a regra do rectangulo f; f(s)ds =~ (b—a)f(a), obtemos

Yerr — Uk = (tepr — te) [t y(te)) = RS (tr, i)

Exemplo 21. Aplica¢do do método de Euler a y/(t) = ay(t), com y(0) = y, onde conhecemos
a solucao y(t) = yoe™.

Como f(t,y) = ay, a iteragdo resume-se a Yr+1 = Yp + hayy = (1 + ah)ys.

Concluimos que y, = (1 + ah)"yo, e notando que h = 1t,,

Y = (1+ —=)"yo = ey,
n
lembrando que e” ~ (1+ £)" para n grande. Alis, esta conhecida aproximacao da exponencial

¢ assim definida pela convergéncia do método de Euler.

De forma semelhante, o Método de Euler pode ser aplicado a sistemas, em cada compo-
nente y; de y temos
1
[ —
errolocalO(h2)

Yi(ter) = y;(te) + hyj(te) +

e como Y5 (tr) = fj(tx, y(tr)), obtemos vectorialmente o Método de Euler para sistemas:

Ye+1 = Y1 + hE(E, yi) (3.3.2)
Exemplo 22. Aplicacao do método de Euler ao sistema
Yo(t) =y (t)
i (t) = —yo(t)

com yo(0) =0, y1(0) = 1, ou o que é equivalente a

com y(0) =0, ¢'(0) = 1. Temos

= ([n]) =[5 ][] = ar=ren

o polinémio caracteristico ¢ A> +1 = 0, e a solugao geral sera y(t) = Cie" + Cye™*. Com
as condigoes iniciais dadas obtemos C} = —Cy = e assim y(t) = sin(t) = yo(t), sendo
y1(t) = y'(t) = cos(t).

2
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A aplicacao do Método de Euler resume-se a iteragao

Vi1 = Y& + hAy, = I+ hA)y;,

n 1 hl" 1 =0"T0

n

e portanto

Este método da um vector com uma aproximacao do seno e coseno de t,, mas é tao ineficaz
quanto a féormula obtida para a exponencial. De qualquer forma podemos escrever

sin(z) | .. 1z "To
[cos(x)}_gl_{go[—% 1} [1]
Exercicio 28. Considere o problema y) = v1,y; = Y2, Y5 = Yo, com (Yo, y1,y2)(0) = (1,0,0).
Obtenha
V3

1
Yo(t) = g(et +2e71? cos(—-t)),

que verifica """ = y, e tal como no exemplo anterior, apresente as expressoes limite resultantes
da aplicacao do método de Euler vectorial.

3.3.2 Meétodos de Taylor

Para obter métodos de ordem superior podemos considerar uma expansao de Taylor superior.
Por exemplo, considerando

1 1
Y(ter) = y(tr) + o' (te)h + §y"(tk)h2 + gym(ﬁk)h?’
—_——

errolocalO(h3)

e usando a expressao para f € C1,

V6) = S (0) = B (t.u(6) + FEu(0) (0 y(0)

obtemos o Método de Taylor de segunda ordem:

h? [0 0
Ykl = Yk + D fr + > (a—{(tk,yk) + ka_JyC(tk’yw) (3.3.3)

onde abrevidmos usando a notacao
fr = f(te, yr)-

A expansao de Taylor pode ser usada para métodos de ordem superior, mas exige um célculo
explicito de derivadas parciais de f, o que nem sempre é possivel ou conveniente realizar.

Surgiu por isso a ideia de substituir esse célculo por expressoes aproximadas sem compro-
meter que o erro local ¢, = %y’” (&x)h3, se mantivesse na ordem O(h?).

Tratam-se dos Métodos de Runge-Kutta.
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3.3.3 Meétodos de Runge-Kutta (ordem 2)

Recorremos de novo & expansao de Taylor, mas agora de f € C?, em duas variaveis:

fte+en,yp+e2) = fte, ye) + 518—f(tk,yk) + €2af(tk7 Yk) + €162~ i (& &L, (3.3.4)

ot Jy oty
e reparamos que escolhendo €; = %, €9 = % fx, obtemos
h h hof af 0*f
f(tk+§ayk+§fk> e+ 5 5 8t( ks Yk) + _fk ( ks Yk) + f’“ata (& 1),

e multiplicando por h reparamos que podemos substituir o segundo membro na expressao do
Método Taylor de segunda ordem

of

2 \ ot

(tr, Yx) + [ z(tk, yk)) =y + hf(te + g

h
yk+l _yk+hfk+_ ( 7yk+§fk) 4fk8t8y(€k£k)
—_——

erroO(h3)
Aparece um termo adicional em O(h?), mas que nao afecta a ordem de aproximacao, pois o

y,{H do método de Taylor ja tinha essa mesma ordem de erro de discretizacao.
Assim, no Método de Runge-Kutta do Ponto-Médio (de segunda ordem), consideramos

h h
Yry1 = Yr + b f(te + 50 Uk + §fk) (3.3.5)
e notamos que o erro de discretizagao resulta de
0 f 1 0 f
yﬁi=¢¥~—ﬁ&8<&@Q=yamo—§ywé>”——ﬁ@w<&@Q
erroO(h3) erroO(h?’)

ou seja, o erro local de discretizacao para este método é

" 82
ety = y(tis) — Yy = b° (% + %ataf (fkagk)) O(h?),

admitindo que f € C*(V,).
Este nao é o tnico Método de Runge-Kutta de segunda ordem que se pode obter.
Com efeito, de modo geral queremos que

(o + B) fr + Pey

- W2 [of
- ety (5

g(tmyk) + 5522—5(%%)

afy + Bf(te +e1,yk +€2) En

(tr, ye) + fu i(tkayk)) :

o que leva a um sistema subdeterminado, com 3 equacgoes e 4 incognitas, que deixamos em

funcao de 8 # 0 :

Ck+ﬁ:h &:h_g_hga ﬁ:%a
ﬁ€1:%h2 81:9h
Pes = %thk: g9 = Ohfy
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Portanto, podemos definir para cada 6 # 0, uma Regra de Runge-Kutta de ordem 2:

1

h
Yot = Yo+ (L= o )i+ o J (8 + Oh, g + 0h fr) (33.6)

— A regra RK do ponto-médio, que ja vimos, é obtida escolhendo 6 = %
— A regra RK de Heun (ou Euler modificado) é obtida com 6§ = 1, ficando

1 1
Yk+1 = Yr + §hfk + §hf (t + hyyr + hfk) (3.3.7)

— Uma outra possibilidade menos usada é 6 = %

Observagao 38. Estes métodos podem ainda ser obtidos através da formulagao integral, enten-
dendo que em

Yert — e = / " f(s,y(s))ds

tx

podemos considerar a regra de quadratura

tkt+1
/ g(s)ds = wig(ty) + wag(ty + 6h),

ty

B

que, para wy = (1 — %)h, Wy = 35,

tem pelo menos grau 1. Ou seja, é valida a aproximacao

Ykt1 — Yr = / - f(s,y(s))ds =~ wy f(te, yr) + wo f (tx + Oh, y(tr + Oh))

ti

a dedugao fica completa considerando a aproximacao de y(t; + 6h) pelo método de Euler, pois
y(tk + Gh) ~ Y + Oh fr.

No caso em que 6 = % estamos a usar a regra de integra¢ao do ponto-médio (o que justifica
o nome), e quando § = 1 estamos a usar a regra dos trapézios.

3.3.4 Meétodos de Runge-Kutta (ordem 4)

Os métodos de Runge-Kutta de ordem superior recorrem a mesma ideia, substituir as derivadas
no Método de Taylor por avaliagoes em pontos adequados. Assim, a expressao do Método de
Taylor de ordem 3 podera ser substituida por uma avaliagdo em 3 pontos adequados, e da
mesma forma os Métodos de Runge-Kutta de ordem 4 vao aproximar o Método de Taylor de
Ordem 4, usando 4 pontos adequados, sem afectar a ordem do erro de discretizacao, que sera
O(h?).

Evitando a extensa deducao, colocamos aqui o algoritmo para o Método de Runge-Kutta de
ordem 4 mais utilizado

h
Y1 = Yr+ E(Fl +2F, 4+ 2F5 + Fy)

Fr = fi, Fy = f(tu+ %, yn+ 5 F1)
Fy=f(ty+ 2%y +2F), Fy=hf(ty+ h,ye + hF3)
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Observacao 39. Este é o método mais usado, porque permite ordem 4 com quatro avaliagoes
de f em quatro passos. Para ordem 5 Butcher mostrou que nao seria possivel fazé-lo com cinco
avaliagdes em cinco passos, pelo que se perderia eficiéncia face ao de ordem 4.

Como podemos observar pela estrutura deste algoritmo, ou de outros métodos de Runge-
Kutta, é perfeitamente imediata a sua aplicacao a sistemas de equacgoes, passando a sua forma
a notacgao vectorial.

Observagao 40. (Tabelas de Butcher) Para efeitos de “economia de espago” ¢ habitual escrever
abreviadamente os Métodos de Runge-Kutta sob a forma de tabelas (chamadas de Butcher).

Se o método se dividir em m passos, ficando na forma

Yr+1 :yk+h’(ﬁlF1++ﬁmFm)a

com
Fm = f(tk + Tmh> Yk + OémthI + -+ Oém,mfthmfl)

T o .- 0 0
Ty || Qo1 | - 0
a tabela de Butcher sera
Tm || Qm1 | * 0 | Gt \ 0
L [ B[ [ B [ B

Tera zeros na parte triangular superior no caso dos métodos explicitos (também ha métodos
RK implicitos).

00 0 0 O
II70 0 0
Para o Método RK-4 a tabela de Butcheré |5 [0 3]0 0
1j0[0[1]0
EEIRIEAE
0} 0 0 O
T 10 o 0 0 0
para um RK-3 ¢ =15 | - ©para RK-2 ¢ genericamente | ¢ o |0 .
IR o

3.3.5 Espacamento adaptativo

Do ponto de vista computacional, é importante poder variar o espacamento h de forma a
controlar o erro.

Querendo manter um erro local aproximado a um ¢ = 0, uma técnica é avaliar o erro
com h usando um espagamento h/2. Comparamos valor yi,1 obtido com h, com um valor
melhor y, torque resulta de aplicar duas iteragoes com h/2. O erro local sera aproximadamente

€r =Yg 12l = Yk © verificamos se |é;| &~ €. Podemos mudar o espagamento em funcao dessa

diferenca, automaticamente, considerando um novo h = min{hg—k‘,hmax} onde A, aparece
apenas para que o espacamento nao seja demasiado grande.

Outra possibilidade consiste em usar um método de ordem superior para avaliar yii1, O
que é normalmente melhor que duas iteragoes do mesmo método. De resto, o procedimento
¢ semelhante. Um método especialmente eficaz é o de Runge-Kutta-Fehlberg, que combina o
método de ordem 4 com uma previsao de ordem 5, conseguindo usar os mesmos pontos para
avaliagao da funcao f.
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3.4 Ordem de consisténcia e convergéncia
Consideramos um método unipasso dado pela expressao genérica

onde ® depende do método, e assumiremos ® ser Lipschitziana na 22 variavel.

Exemplo 23. No Método de Euler temos simplesmente ® = f, e ® é Lipschitz quando f for.
No Método de Runge-Kutta do ponto-médio temos ®(t,y) = f(t+2, y+L2f(t,y)), e também
podemos ver que ® é Lipschitz quando f for:

h h h h
D(t,y) = B 2)| = [+ 5y + S fEy) = fE+ 5.0+ (D)

h h
< Lily+51y) — @+ o f(t,2)
h h
< Lyly—al+ 5L (ty) — f2)] < (L + 5Ly — o

em que Ly & a constante de Lispchitz de f, tendo-se para este ® a constante Loy = Ly + %Lfc
De forma idéntica, o Método de Heun pode escrever-se com ®(¢,y) = 5 f(t,y) + %f(t—i— h,y+
hf(t,y)), e igualmente se verifica que Ly = Ly + %Lfc, sendo ® Lipschitz quando f for.

Definicao 7. Dizemos que o método unipasso é consistente de ordem r se

Y(tes1) — y(tr)
h

— O(ty, y(tx)) = O(R"). (3.4.2)

Diz-se consistente desde que a diferenga seja um o(1), em particular, basta qualquer r > 0.

Esta definigao equivale a dizer que o método tem consisténcia de ordem p se o erro de
discretizagao local for O(h™1), porque se assumirmos que y, = y(tx) entdao ypy1 = y(tr) +
h(ty, y(tr))

st = Y(ter1) = Ynrr = Y(tur1) — (W(te) + h®(tr, y(tr))) = O(hrﬂ)a

e a divisao por h da exactamente a definicao de consisténcia de ordem r.

Observagao 41. Notamos assim que os Métodos de Taylor ou Runge-Kutta com erro local em
O(h™1') tém ordem de consisténcia 7. O método de Euler tem assim ordem de consisténcia 1,
e a expansao de Taylor de ordem r dard um método de ordem de consisténcia r, que nao sera
alterada pela aproximagao de Runge-Kutta, pois o erro local mantém-se em O(h™1).

Definicao 8. Dizemos que o método unipasso tem ordem de convergéncia r se
E,=y(t,) —y, = O(h"), (3.4.3)
em que ¢, ¢ um instante fixo e h = X(t, — to). Serd convergente desde que E,, = o(1).

Teorema 21. Um método unipasso em que ® € Lipschitziana (na 2% varidvel), com ordem de
consisténcia v tem ordem de convergéncia 1.
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Demonstragao. Distinguimos o valor yg11 = yr + h®(tg, yx) que assume um valor anterior yy
inexacto, de Yi11 = y(tx) + h®(tx, y(tx)), obtido assumindo que o valor anterior seria exacto,
ou seja, yx = y(t).

Assim, separamos o erro global em duas partes, pela desigualdade triangular

| Er1] = [y (o) = yrsr] < [y(Erar) = Yisr| + [Yirr — Yo (3.4.4)
Pela defini¢ao de ordem de consisténcia, o erro local serd O(h™™1), ou seja
ekl = [y(trsr) = Yan| < OB,
por outro lado, vemos que

Yier1 — Ukl = |y(te) +h®(tx, y(te)) — (yp + RO (tx, yi))|
< Jy(te) =yl + b @ (te, y(te)) — S (tk, yr)|
< |Ex| +hLlo|y(te) — yx| = (1 4+ hile)|Ex|

onde usamos a hipotese de @ ser Lipschitziana na 2? variavel. Substituindo em (3.4.4), obtemos
|Ee1] < Ch™ 4+ (14 hils)|Exl,
ou seja, temos uma relagao recursiva entre |Ey. 1| e |Ey|. Ora, nao é dificil mostrar que se
Cry1 < A+ Bcy,

entdao ¢, < A(1+ B+...4+ B" 1)+ B"¢y. Com efeito, ¢ valido para n = 1, e por indugao, sendo
valido para n — 1, obtemos

cn <A+ Be, 1=A+BA1+B+...+B"?)+B"'¢g) = A(l+B+...+ B" ') + B"c,.

Podemos ainda simplicar a expressao escrevendo

n

W< A——
@ =47p

1 + BnCQ
Aplicando ao nosso caso, com ¢ = |Ex|, A= Ch"™' B =1+ hlLg, tem-se
B"—1
B, < Ch 2"~ 4 B"|Ey|.
|Ea| < 51 T BB

Nao havendo erro inicial, £y = 0, temos também B —1 = hLg, e podemos ainda usar 1+x < e”
para simplificar, pois B = 1 4+ hLg¢ < e, ¢ assim B" < e™le = ¢ltn—to)le Oy seja,

(tn_tO)LCI) _ 1 (tn_tO)L@ _ 1
e e
|E,| <Ch ' —uo— = COh" = Kh",
hL@ Lq)
onde K ¢é uma constante que nao depende de h, concluindo-se a ordem de convergéncia ser
T. H
Observagao 42. No caso do Método de Euler, como temos |ex| = $h%y" (&) < 1|]y"||sch?, temos
o valor C' = {|/||s0, € como Lo = L = ||%]||s, a majoracéo do erro global é
2 f dy
1 e(tn*tO)Lf —_ ]_
|En| < S |lo———F——h.

Ly
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Exemplo 24. Em funcio de «, estudar a ordem de convergéncia do método i1 = yp+hf(ts+
o, Yp + afy).

Como se trata de um método unipasso, pelo teorema, basta analisar a ordem de consisténcia.
Notamos que quando a = 0 é o método de Euler, e quando o = h/2, trata-se do método RK
do ponto médio.

Aqui ®(t,y) = f(t+a,y+af(t,y)), que sera Lipschitziana com Lg = Lf—i—aLfc (ver exemplo
de RK-ponto-médio).

Analisando
W) 200 g, ya)) = o0+ 200+ 060 — ot oo+ 0f(m)
lembramos que
t8) + 50" 00) = Fltn ) + 5 G tn,0)) + 5 £ (6 3 1 wt)

e que

Fltn + i+ () = £t y(t0) + g (. 0(0) + 0t ) 50, y(6) + (),

portanto

y/(tk) + %y”(tk) - f(tk+a7yk+af(tk7yk)) = (a—%) (%(%y(tk)) + f(tk»y(tk))g_‘;kay(tk))) + O(a2)-

Assim,

Yl )0l) gy, 1)) = (0=t (%(tk,y<tk>) +f (tk,yak))‘g—i(tk,y(tk))) +0(a?) + 2y(&),
e esta expressao serda um O(h?) se a = %, e af terd ordem de consisténcia e convergéncia 2 (caso
do RK-ponto-médio). Caso contrario, se « = O(h?), com p > 0, tera ordem de convergéncia 1,
se p > 1, ou ordem de convergéncia p < 1. Por exemplo nos casos o = 0 (Euler), ou o = h,
tera convergéncia de ordem 1.

Observagao 43. Conforme ja referimos a proposito dos Métodos de Runge-Kutta, para além
da ordem de convergéncia, ha outros aspectos importantes na eficicia dos métodos numéricos,
sendo um deles o niimero de operagoes envolvido em cada iteracao. A funcao f pode ser com-
plicada, nao ser dada explicitamente, e a sua pode ser avaliacdo morosa. Assim é conveniente
nao envolver derivadas de f nem implicar muitas avaliacoes de f. Basta ver que duas iteracoes
do Método de Euler levariam ao método yxr1 = yr + % fru+ % f(te, ye+ %f %) que aparentava ser 2
vezes mais rapido do que o Método de Euler, mas mantinha-se de ordem 1 com duas avaliacoes,
ao contrario do Método de Heun que é muito semelhante, mas com as mesmas duas avalia¢oes
permite ordem 2.

3.5 Métodos implicitos

Os métodos que vimos até aqui sao considerados explicitos, ja que o valor y;.1 € obtido explici-
tamente na expressao Y1 = yr+hP(tg, yr). Ha ainda uma outra classe de métodos, designados
implicitos, em que o valor y;,1 se encontra definido na forma de uma equagao em que y 1 é
uma incognita.
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Definicao 9. Os métodos unipasso implicitos sao da forma

Ykr1 = Yk + h® (L, Yrs Y1) (3.5.1)
em que P é ainda Lipschitziana (na 2% e 3% componente).

Observagao 44. A definicao de consisténcia para os métodos implicitos é analoga & dos métodos
explicitos, acrescentando a componente de ® em fungao de y;11. Uma simples adaptacao permite
ainda obter o Teorema que garante a mesma ordem de consisténcia e convergéncia.

Exemplo 25. O exemplo mais simples é o Método de Euler Implicito

Ykt1 = Yk + Pf (b1, Yrs1) (3.5.2)

onde ®(t,y,z) = f(t+h,x). Este método resulta de considerar uma aproximagao por diferengas
regressivas (em vez de progressivas, como acontecia no Método de Euler explicito), ou ainda
pela expansao de Taylor em t;.; (ao invés de ¢;), ou ainda na forma integral usando a regra do
rectangulo no ponto b (ao invés de a), ou seja fab f(s)ds =~ (b—a)f(b). Notamos que mudamos
a aproximagcao, mas o erro local continua a ter a mesma ordem, e portanto o Método de Euler
Implicito tem ordem 1, de consisténcia e convergéncia.

Outro método, ja com ordem de convergéncia 2, ¢ o Método dos Trapézios Implicito

h
Ykl = Yr + §(f(tk, Ye) + f(trs1, Yne1) ) (3.5.3)

em que ®(t,y,x) = 5(f(t,y)+ f(t+h, x)). Este método resulta de aplicar a Regra dos Trapézios
a forma integral

W)+ [ F s = i 5 ) + Flbin, ) + O)

pois o erro local O(h?®) permite uma ordem de consisténcia 2.

Observagao 45. A aplicagdo do Método de Euler Implicito a y/(t) = ay(t), resulta em

Ykt1 = Yk + hQypi1

de onde obtemos (1 — ah)ygs1 = yi, € portanto recursivamente (escolhendo h # a~1)

1
YUn = myo-

O valor dado pelo Método de Euler implicito d4 um resultado substancialmente diferente do
obtido pelo Método de Euler explicito, onde vimos y,, = (1 + ah)™yp.

Para o < 0 e yg = 1, a solugao exacta y(t) = e* deveria tender para zero, quando ¢ fosse
suficientemente grande.

Porém, suponhamos que o valor de —a > 0 ¢ alto, de tal forma que o passo h > 0 nao ¢é
suficientemente pequeno, ou seja

2
h>— & ah < 2.
—Q
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Pelo método explicito, como 1+ ah < —1 teremos y,, = (1 + ha)™ oscilando, tendendo para
infinito, sem se aproximar de zero.
Ao contrario, usando o método implicito, como o < 0, temos 1 — ha > 1, e obtemos
Yp = m — 0, estando de acordo com a solucao.
Ou seja, se a solucdo fosse y(t) = e~ entdo um passo pequeno como h = 0.005 levaria
4 aproximagao (—1)", muito afastada da solugao e % =~ 0, (com ¢ > 1), se o método fosse
1

explicito, mas permitiria uma aproximacao o N 0, se o método fosse implicito.

3.5.1 Nocao de A - estabilidade

A observagao anterior faz notar que, quando || é grande, podera ser necessario um h demasiado
pequeno para obter uma aproximagao satisfatoria, quando se usam métodos explicitos. Nao
estd em causa a convergéncia do método, que foi provada. Mas essa convergéncia assume que o
h pode ser tao pequeno quanto necessario, e na pratica isso pode implicar um ntmero exagerado
de iteracoes. Quando queremos usar um h nao exageradamente pequeno pode ser conveniente
usar métodos implicitos, quando a equagao diferencial é considerada “rigida”. De um modo geral
as equagoes dizem-se rigidas (stiff), se tiverem um valor da constante de Lispchitz Ly = ||g—£||OO
elevado, o que acontece para y(t) = e* quando Ly = |a| é grande.

Para avaliar a robustez dos métodos numéricos a este tipo de problemas, introduziu-se a

nocao de A-estabilidade.

Definigao 10. A regiao de A-estabilidade (estabilidade absoluta) de um métodoM, é definida
por
Au={aeC: sup(y,) < oo},

onde (y%) ¢ a sucessao definida pelo método M, quando aplicada a y/'(t) = ay(t), com h =
]-7 Yo = L.

Habitualmente o método é considerado A-estavel se a regiao de estabilidade inclui C_ =
{a : Re(a) < 0}. Uma caracteristica dos métodos implicitos ¢ a de terem uma regido de
A-estabilidade ilimitada, enquanto os métodos explicitos tém essa regiao confinada a um pe-
queno dominio limitado, ndo podendo ser A-estaveis (teorema de Dahlquist). Vejamos alguns
exemplos.

Exemplo 26. Considerando a expressao do Método de Euler explicito y,, = (1+ ah)"yg, vemos
que quando h =1, yg = 1, a sucessao fica limitada apenas se |1 + a| < 1, logo

AEuler—Ea:plicito = {a e C: |1 + Oé| < 1} = B(—l, ]_),

ou seja a sua regido de A-estabilidade é a bola fechada B(—1,1).
No caso do Método de Euler Implicito, como y,, = (1 — ah) ™ "yo, obtemos

AEuler—Implicito = {Oé eC: ‘]. - Oé| > ].} = C\B(]_, 1),

ou seja é a regiao ilimitada, complementar a bola B(1,1).

Vejamos agora o caso do Método de Runge-Kutta do Ponto-Médio, de ordem 2. Quando
f(t,y) = ay, temos:
2,2

2

h h h
Y1 = Y + I f (tk + U+ §fk) = Ui + ha (yk + 5(04%)) = (1+ha+ Yk

2
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e com h = 1,yg = 1, obtemos recursivamente y,, = (1 + «a + 0‘72)”, e assim
ARrka—ptmedio = {a € C 1 |14+ a+a?/2| <1},

que se trata de uma regiao limitada, contida em [—2,0] x [—2,2].
Finalmente, pelo Método dos Trapézios implicito obtemos yr11 = yi + %(ayk + aypy1), de
onde resulta
1+ 9
Ykt1 = U = Arp={a€C: |1 +0a/2[< |1 -a/2|} ={a: Re(a) <0} =C_.

2

3.5.2 Implementacao de um Método Implicito

Nos simples exemplos que vimos até aqui foi possivel obter uma expressao de yx.1, mas isso
nao é possivel na maioria das vezes. Por exemplo, no Método de Euler Implicito bastara
que a equagao r = yi + hf(tg11, ) nao tenha solucao algébrica para x, o que ocorre para a
generalidade de fungoes f.

Assim, de forma geral, consideramos a funcao

9(x) = yp + ROy, Y, ) = Yrt1 = 9(Yrt1),

e assim yx,1 serd o ponto fixo, x = g(z) mais proximo de yy.

A equagao = = g(x) nao tendo solugao algébrica, deve ser resolvida por métodos numeéricos,
por exemplo, o Método do Ponto Fixo ou o Método de Newton.

Aplicando o Método do Ponto Fixo, definimos uma sucessao (z,,) com

o = Yk, Tm+1 = g(xm)

A condicao de convergéncia local da sucessao do ponto fixo é definida pela contractividade, ou
seja |¢'(x)] < K < 1 para & = ys.

Exemplo 27. No caso do Método de Euler Implicito com implementacgao da iteragao do Ponto
Fixo, obtemos

To = Yk;  Tm1 = 9(Tm) = Yp + hf (thy1, Tm)
e a condi¢ao de contractividade local sera h < Lif, porque: |¢'(z)] = h|g—£(t +h,x)] < hLy =
K <1

No caso do Método dos Trapézios Implicito, a implementacao da iteracao do Ponto Fixo,
leva a

h
To =Yk} Tmt1 = 9(Tm) =Yk + §(fk + f(te + h,zp))

e a condi¢do de contractividade local serd h < L%, porque: |¢'(z)| = g]g—i(t +hx)| < L0y =
K <1

Se aplicarmos o Método de Newton aos métodos implicitos, a iteracgao ficaria x¢o = y,

9(7m)
gl(xm>.

Tm+1 = Tm —

Cada iteragao do Método de Newton exigiria um célculo de f, mas também da derivada, nao
sendo muito utilizado.
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Observacao 46. Uma questao que se coloca nos métodos implicitos é o nimero de operagoes
considerado, ja que cada calculo de x,, exigird uma nova avaliagao de f. Por isso nao se devem
calcular mais do que algumas iteracoes, devendo xs ou z3 ja ser suficientes para o efeito.
Para evitar estes calculos adicionais, procura-se usar uma melhor aproximacao inicial xg, numa
técnica que se chama preditor-corrector.

3.5.3 Meétodos Preditor-Corrector

Para melhorar a eficacia dos métodos implicitos, procura-se inicializar a iteracao do ponto
fixo com um valor zy que resulta da aplicacao de um método explicito. Temos assim um par
preditor-corrector, preditor sera o método explicito que inicializa a iteragao, e corrector sera o
método implicito usado.

Sendo Y41 = Y +hPc(tr, Yk, Yr+1) 0 método implicito (corrector), e yr+1 = yr +hPp(tr, yr)
o método explicito (preditor), consideramos a iteragao do ponto fixo:

o =Yg + h®p(tr, yr)
Tmi1 = Yk + hPc(tr, Yk, Tm)

Exemplo 28. (Método de Heun surgindo do par Euler-Trapézios como preditor-corrector).
Considerando o Método dos Trapézios Implicito inicializado por Euler explicito:

To = Yx + hf(te, Yi)
Tmi1 = Yo + 2(fr + f(trs1, Tm) )

Por substituicao imediata obtemos

Ty =Y+ g(fk + f(tirr, yn + i)

e assim se considerarmos yi.1 = x; obtemos a expressao do Método de Heun logo na primeira
iterada. Podemos prosseguir com a iteracao do ponto fixo, por motivo da A-estabilidade, mas
sob a perspectiva da ordem de convergéncia, este método nao passara de ordem 2.

3.6 Métodos Multipasso

A ideia dos métodos multipasso consiste em usar nao apenas o valor 3, mas também os anteri-
ores Yr_1,Yk_2, - - - para formar o novo valor y;, 1. Tém a grande vantagem de usando os valores
ja calculados de f, nas iteragoes anteriores, apenas precisarem duma nova avaliagao de f em
cada iteracao.

Definigao 11. Os métodos multipasso (lineares) explicitos sdo da forma

p—1

Ye+1 = Z O mYr—m + R, Y Yr—pi1) (3.6.1)

m=0

em que p é o passo (quando p = 1, ag = 1, temos os anteriores métodos unipasso). ® considera-
se Lipschitziana (a partir da 2% componente):

p—1
’(I)(ta Yo, " - 7y7p+1) - q)(t>$0> e ,Q?,erl)’ < L<I> Z |yfm - $,m‘.
m=0
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Notamos desde ja que a expressao dos métodos multipasso ao implicar o conhecimento dos
valores anteriores exige uma inicializagao apropriada.

Num método de passo p é exigido o conhecimento inicial de yo, y1, . . . , Yp—1. Essa inicializagao
deve ser efectuada por um outro método com a mesma ordem de consisténcia. Por exemplo,
podemos inicializar com um método de Runge-Kutta.

3.6.1 Meétodos de Adams-Bashforth

Os primeiros métodos multipasso introduzidos (no final do Séc. XIX) foram os Métodos de
Adams, que na sua forma explicita sao designados como Adams-Bashforth. Podemos deduzi-
los através da forma integral

Y(then) = ylt) + / " Fs y(s)ds,

aplicando uma regra de integracao que usa nos fora do intervalo de integracao:

I(g) = /t - g(s)ds = Q(g) = wog(tr) + ... +w_p119(tp—ps1)-

Procuramos os pesos wy, ..., w_,41 de forma a que a regra tenha pelo menos grau p — 1. Isso
pode ser obtido pelo método dos coeficientes indeterminados, ou ainda lembrando a interpolagao

de Lagrange, por
tet+1
Wy = / L.(s)ds

12
em que L,, sao os polinémios base de Lagrange. Basta lembrar que podemos escrever qualquer

polinémio ¢ de grau p — 1 através do interpolador q(s) = -7 q(tg_m)Lm(s), ¢ assim

o= [ o= [ ate (s = X atten) [ Lals)ds = Q@)
k ty m=0 m=0 tg

Usando a nova regra de quadratura, temos

Y(trr1) = y(te) + / - f(s,y(s))ds = y(ty) + wof (L, y(te)) + - - + W_pi1 f(Tr—pi1, Y(Tr—p+1))

ty

de onde surgem os Métodos de Adams-Bashforth de passo p :

Y1 = Y FWofe + ...+ W_pi1 fr—pt1 (3.6.2)
em que os valores w,, sao os obtidos na regra de integracao.

Exemplo 29. Método de Adams-Bashforth de passo 2.
Apenas temos que determinar os valores de wy e w_; de forma a que I(1) = Q(1), I(s) =
Q(s). Isso pode ser obtido pelo sistema do método dos coeficientes indeterminados, ou ainda

com
tht1 tt1 g th 1 (5 _ tk71)2 b1 yp2 B2 3
= Lo(s)ds = 2l g = (U = ——_ =2
o /tk o{s)ds [ tr — th—1 ° { 2h 1 2h  2h 2

k ty
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tet1 tet1 —t —1.)2 bkt h
w s — / Ly(s)ds — / St o [u] _ N
t k=1 =tk —2h 2

k k tr

Conclui-se assim que o Método de Adams-Bashforth de passo 2 é dado por

Y1 = Yk + 2 fi — 2 i, (3.6.3)

e como referimos, o método deveré ser inicializado para obter y;, por exemplo pelo Método de
Heun, ou outro de ordem 2, ja que como iremos ver este método de passo duplo tem ordem 2.

3.6.2 Meétodos de Adams-Moulton

Os métodos de Adams-Moulton sao multipasso implicitos, considerando também ¢;,; como no
de integragao. Ou seja, passamos a ter mais um ponto de integracao

Q(9) = wig(trt1) +wog(te) + ... +w_pr19(tk—pr1)-

Por isso a forma geral dos Métodos de Adams-Moulton de passo p passa a ser

Ykl = Yk + Wi frop1 Fwofi + .o+ W_pi1 fr—pr1 (3.6.4)

em que os valores w,, sdao os obtidos na nova regra de integragao, de forma similar ao caso
anterior.

Exemplo 30. Método de Adams-Moulton de passo 2.

Temos que determinar agora os valores de wy, wp e w_; de forma a que I(1) = Q(1), I(s) =
Q(s), I(s*) = Q(s*). Notamos que estamos a exigir uma regra de grau superior, porque dispo-
mos de mais um né de integracao. Por consequéncia este método terd ordem superior ao de
Adams-Bashforth de passo 2. Para obter os pesos, usamos ainda os polinémios de Lagrange:

Bl gt — th 5 it g ¢ — 2
woz/ S kS klds:—h,wlz/ S k+1 S kldS:_h7
th t

bpr1 — tpthyr — T 12 v etk te — e 3
et gt s—t 1
w_q = / bt P ds = ——nh,
tn te—1 — tprr o1 — Tk 12
Conclui-se assim que o Método de Adams-Moulton de passo 2 é dado por
Yra1 = Uk + 5 Srs1 + 2o — 15Si1, (3.6.5)

e também devera ser inicializado para obter y;, mas neste caso por um método de ordem 3, ja
que como iremos ver este método de passo duplo implicito tem ordem 3.

3.6.3 Consisténcia dos métodos multipasso

A consisténcia dos métodos multipasso é definida de forma semelhante a dos unipasso, e inclui-
mos ja o caso implicito.

Definicao 12. Dizemos que um método multipasso tem consisténcia de ordem r se verificar

% (y<tk+l) - i Oémy(tkm)> — O, y(trrr), y(te), - - y(th—ps)) = O(RT),

dizendo-se consistente desde que a diferenca seja o(1), o que se verifica para qualquer r > 0.
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Proposicao 15. Os métodos de Adams-Bashforth de passo p tém ordem de consisténcia p, e
os de Adams-Moulton tém consisténcia p + 1.

Demonstracao. Nos métodos de Adams-Bashforth ag =1, e a_,,, = 0 para os restantes.
Ora, como

hO(te, y(te), - y(thpr1)) = wof (e, y(tr)) + -+ wpii f(th—pr1; Y(te—pr1))
= Q(f(~y() = Q)

e ainda y(ty1) — y(tr) = [/ (s)ds = I(y), basta mostrar que

Y(tern) — y(te) = B0t y(t), - y(tipin) = I0) — Q) = O*),

o que resulta da regra de integragao ter esse erro. O erro de integracao vem da integragao do
erro de interpolagao, ou seja

thi1 p—1
1) -Q0) = [ Wit i) [ = tionis
tk m=0
p—1

[
= y/[tlm s 7tk—p+17 5] H (6 - tk—m) / lds = O(hp+1),
m=0 Itk ,
O(h») h

notando que € € (tx, tiy1), 1080 T10 0 1€ — thm| < T2 [tirs — thml| = [T5 g (m+ 1)k = plh?.
A demonstracao para os métodos de Adams-Moulton é semelhante, notando que havendo
um no extra, teremos

tet1 p—1
I(y)— Q) = /t Ytk the—pr1, 8] H (s — ty—m)ds
K m=—1
p—1 tt1
= y/[tka s 7tkfp+17 g] H (5 - tk7m> / lds = O(hlﬂr?)'
U
O(hP+1) h

]

Poderiamos ser levados a concluir imediatamente a convergéncia de ordem p, mas no caso
dos métodos multipasso, ha que ter em atencao uma outra estabilidade, também chamada
zero-estabilidade. A nocao de convergéncia nos métodos multipasso é exactamente a mesma,
dizemos que hé convergéncia de ordem r se E,, = y(t,) — y, = O(h").

Exercicio 29. Considere um método multipasso da forma geral

p—1 p—1
Yk+1 = Z O Yk—m T h Z ﬁ—mfk—m-
m=0

m=—1

Usando a expansao de Taylor, mostre que o método tem consisténcia de ordem r se verificar o
critério de coeficientes:

p—1 p—1 p—1
E Ay =0 A E a_,m® =5 E Bm® ™t (paras=1,...,7),
m=— m=—1 m=—1
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com o = —1. Verifique este critério nos métodos Adams-Bashforth e Adams-Moulton de passo
2.

Resolugdo: Como a3 = —1, podemos escrever a igualdade
p—1 p—1
- Z C_mYk—m = h Z ﬁ—mfk—m
m=—1 m=—1

e portanto para o método ser de ordem r devemos ter

_% Z Y (t—m) — Z Bomy' (tk—m) = O(R").

m=—1 m=-—1

Consideramos agora o desenvolvimento de Taylor de y(tx_,) e de ¢/ (tg_m) :

r

Y(thom) = > EEEYO (1) + O(wr+)

s=0

—mh s—1 S
tk: m Z omh) TG ( tk) + O<hT)

Substituindo, obtemos

p—1 T
1 Z O (Z (fn:!h)sy( () + O(h+1) ) Z Bm ( %y(s)(tk) +O(m)> =

s=0 m=—1

ytk Zam Zy tk ( Zamm—l—Zﬁmsm 1)+O(h")

m=—1 m=—1 m=—1

sera um O(h") desde que satisfaga o critério:

1
pZam:O A Zamm—sZBmm (para s =1,...,7).

m=—1 m=—1 m=—1
Verificar para Adams-Bashforth de passo 2. Temos a1 + a9 + a1 = —1+ 1+ 0 = 0. Para
s =1, temos —a1 +0apg + a1 =1, éigual a f_1 + Bo + 51 —0—1—7—7 = 1. Para s = 2, temos

a1 + 0apg + a—1 = —1, igual a 2(—=FB_1 + 08y + (1) = 2(0+0—7) = —1 Mas para s = 3, ja temos
—a1 + 0ag + a—y1 = 1, diferente de 3(8-1 + 05y + B1) = 3(0+ 0 — %) = —%. Conclui-se a ordem 2.
Verificar para Adams-Moulton de passo 2. Temos al +ayp+a1=—-14+140=0. Paras=1,
—o1+0ap+a_1=1,éigual a B_1+Gp+51 = 124———— = 1. Para s = 2, temos a1 +0ag+a_1 = —1,
igual a 2(—p_1 + 05 + ﬂl) =2(—-% +05 — &) = —1. Paras = 3, —a; + 0ag + a_1 = 1, é igual
a3(f-1+006y+ p1) = 3(12 + 0182 1%) 1. Para s = 4 temos a; + Oag + a—; = —1, diferente de

4(=B-1+ 080+ B1) = 4(—15 + 035 — 15) = —2. Conclui-se a ordem 3.
Observagao 47. O critério de consisténcia com s = 1, do exercicio anterior, ou seja, > = ,1 1Oy =
0 A zm, L MOy, = fn_zl_l _m, dd-nos nao apenas a condigao suficiente para ser de ordem

1, mas mesmo a condi¢ao necesséaria para ser consistente. Porque a expansao minima
Y(te-m) = y(tr) — mhy'(tx) +o(h), ¥ (tx—m) =y (tx) + o(1),

109



leva a

1S asa(ylt) — mhy ) + o) — Y An(y/(0) +0(1)) =
=Lyt Y a0 [ 3 acum— 3 ) o)

m=—1 m=—1 m=—1

que é o(1) se e s6 se a condigao se verificar.

3.6.4 Estabilidade e Convergéncia dos Métodos Multipasso

Para avaliar a estabilidade dos métodos multipasso, devemos considerar a estabilidade da
equacao as diferencgas associada:

p—1
Yn+1 = Z O —mYn—m (366)
m=0

que reflecte como o método multipasso se comportaria ainda que ® = 0. O que se pretende
estudar é a propagacao de pequenas perturbacoes na solu¢ao. No caso dos métodos unipasso
terfamos apenas y,11 = Yn, € portanto se yo ~ 0 entao y, = yo ~ 0. No entanto, no caso geral
isso nao passa assim, podemos ter os dados iniciais proximos de zero e a solugao da equagao as
diferencas crescer para infinito, ou seja, nao havera estabilidade.

Para esse efeito comecamos por notar que y, = r™ é solucao da equacao as diferencas se

p—1
rt = Z Q™™
m=0
ou seja, dividindo por r"PT1 £ (),
P =aerP o (3.6.7)

e portanto temos uma equagao caracteristica, polinomial, que determina as solugoes. Havera
p solugoes, que designaremos rq,---,r,. Cada y, = r] ¢ assim uma solugdao da equagao as
diferencas, e uma combinacao linear sera ainda solugao

n n
Yn = C1T7 + -+ T

e podemos determinar os valores cy, ..., c, com base nos valores iniciais yo, ..., yp—1, através
de um sistema linear que ¢ uma matriz de Vandermonde, invertivel, desde que ry,--- ,r, sejam
distintos.

Obtemos assim, a solugao geral no caso em que as raizes r; sao distintas. No caso em que
nao sao distintas é preciso completar com outras solucoes.

Vemos que sempre que algum |r;| > 1 a sucessdo |y,| — oo, desde que o coeficiente ¢; nao
seja nulo. Ou seja, basta uma pequena perturbagao dos valores iniciais para que a solugdao nao
seja limitada. Portanto neste caso hé instabilidade.

Quando r; é raiz de multiplicidade m é preciso fazer uma ligeira alteracao, devemos con-
siderar a combinacao com as solugoes particulares y,, = nkr;? com k=0,...,m — 1. Isto s6 tem
efeito no caso em que |r;| = 1 e é raiz multipla, porque |g,| = n*|r;|" — oo se e s6 se |r;| > 1.
Resumimos estes resultados na seguinte proposicao.
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Proposicao 16. A equagio as diferengas (3.6.6) € estdvel se e sé se as raizes da equagdo
caracteristica (3.6.7) verificarem

I7;] <1 e, sendo maltipla |r;| < 1.

A equagao as diferencas (3.6.6) acaba por determinar a estabilidade do método, porque
vemos que ¢é independente de ® e por consequéncia de f, depende apenas dos factores recursivos
que nao estao multiplicados por h. Assim a sua influéncia nao desaparece quando h — 0, e
contribuem decisivamente para a instabilidade do método.

Definicao 13. Um método multipasso é considerado estével se a equagao as diferencas asso-
ciada for estavel. Por isso sO serd estavel se estiverem definidas as condigoes da proposicao
anterior (as raizes simples da equagao caracteristica devem ter modulo ndo superior a 1, e as
multiplas devem ter modulo inferior a 1).

Por consequéncia, os métodos unipasso, em que a equacao caracteristica era r = 1, raiz
simples, eram sempre estaveis.

Proposicao 17. Os métodos de Adams sao estdveis.

Demonstracao. E uma imediata consequéncia de a esses métodos estar associada a equagao as
diferengas y,+1 = y, idéntica & dos métodos unipasso. O

Exemplo 31. Consideramos o método de passo duplo

Yk+1 = 4yx — 3yr—1 — 2h [y,
e verificamos que é pelo menos consistente de ordem 1, pois

Y(teyr) — 4y(te) + 3y(te—1)
h

porque y(tpr1) = y(tr) + hf(te, y(tr)) + O(h?), 3y(tp—1) = 3y(tr) — 3hf(tr, y(tr)) + O(h?). Este
método pode ser visto como resultado de aplicar a férmula de diferengas progressivas de ordem
2 em t;_; (como a formula nao é aplicada em t; perde uma ordem na aproximagao).

No entanto, a equacao as diferencas associada é y,.1 = 4yr — 3yr—1, que tem r? = 4r — 3
como equagao caracteristica, com raizes r; = 1,3 = 3. Vemos que |r3| > 1, e portanto o método
nao seré estavel, apesar de ser consistente. Isso nao permite que o método seja convergente.

Aplicando este método a equagao y' = —y, cuja solugao é y(t) = yoe™*, obtemos

+ 2f(tr, y(tx)) = O(h),

Yk+1 = 4y — 3yr—1 + 2hy, = (44 2h)yr — 3yk—1

cuja solucao geral é
Yk = ClTlf + Cﬂ”éc
com ry; = 2-h—vi-dhth2 = 1 + O(h), 12 = 2-ht+/(2-h)2—3 = 3+ O(h), quando h — 0.
No entanto, vemos que y,, = ¢1(1 + O(h))" + c2(3 4+ O(h))™ — o0, excepto se distorcessemos
os valores iniciais com r1yy = y; de forma a que ¢, = 0. Portanto, neste caso h — 0 nao assegura
a convergéncia do método.

Teorema 22. Os métodos multipasso sao convergentes se e so se forem estdveis e consistentes.
Se 0 método multipasso for estdvel e consistente de ordem r (e também inicializado com essa
ordem), entao serd convergente de ordem r.
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Demonstracao. A demonstracao de que sendo estéavel e consistente de ordem r seré convergente
de ordem r, segue uma linha semelhante a que fizémos para o caso unipasso. A demonstragao
de que se trata de condi¢ao necesséria e suficiente usa outro tipo de argumentos. Para mais
detalhes ver p.ex. Numerical Analysis (1998, Springer) de R. Kress. m

Corolario 3.1. Os métodos de Adams-Bashforth de passo p sao convergentes de ordem p, e 0s
de Adams-Moulton de passo p tém ordem de convergéncia p + 1.

Demonstracao. Consequéncia imediata do teorema anterior, dos métodos serem estaveis, e da
sua ordem de consisténcia. O]

Observagao 48. (Métodos Multipasso como Preditores-Correctores). Um processo habitual na
utilizacao dos Métodos de Adams-Moulton é consideré-los como correctores, usando os Métodos
de Adams-Bashforth como preditores.

Exercicio 30. Mostre que o método Leapfrog (“salto-ao-eixo”)

Yk+1 = Yr—1 + 2D [ (3.6.8)

tem ordem de convergéncia 2.

Resolucao: Este método resulta da aproximacio por diferencas centradas. E estavel porque
a equacao as diferencgas associada y,.1 = yp_1 também é (7’2 =1tem r, = —1,ry = 1, raizes
distintas). E também facil ver que tem ordem de consisténcia 2.

hen)vlbet) o f (1 y(ty)) = —2y/(tk);jo(h3) —2f (te, y(te)) = O(h?).

Como é estavel e tem ordem de consisténcia 2, terd ordem de convergéncia 2.

Observagao 49. (Métodos BDF). Uma outra maneira de deduzir métodos multipasso consiste
em usar formulas de diferenciagao numérica. Ja vimos o caso do Leapfrog, mas também vimos
no Exemplo 31 que isso corre o risco de levar a métodos instaveis.

Uma classe de métodos que usam diferenciagdo numérica sdo os Métodos BDF (backwards
differentiation formula), que sdo implicitos, usando férmulas de diferencia¢do regressiva. O
primeiro exemplo serd o Método de Euler Implicito, que tem ordem 1 e ja estudamos. Vejamos
um outro exemplo, de ordem 2, considerando a férmula de diferencia¢ao regressiva (exercicio
no capitulo sobre diferenciagao):

3y(t) — 4yt — h) +y(t — 2h)

‘() = O(h*
y'(t) o +O(h7)
aplicada ao ponto t;1, retiramos fy 1 = Sy’““*;#, e obtemos o Método BDF de ordem 2
4 1 2h
= =Y — = Yp— — 3.6.9
Yk+1 = Uk = U1 + 3 Jes1 ( )

que ¢é implicito, estéavel (as raizes da equagao caracteristica associada sdo r; = %, ro = 1), e tem
consisténcia de ordem 2 (exercicio).

Os restantes Métodos BDF, de ordem superior, até ordem 6, podem ser obtidos de maneira
semelhante. A partir de ordem 6 falham na condigao de estabilidade, nao sendo convergentes.
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Estes métodos tém sido utilizados pela sua eficacia em termos da A-estabilidade, nos problemas
rigidos. Neste caso vemos que a regiao de A-estabilidade serd dada por

A={aeC: |2+ V14 2o <|]2a—3]} DC\(0,4) x (—3,3);

porque usando fr = ay obtemos yi11 = %yk — %ykz—l + %Olyk_i_l, e daqui com h = 1, temos
a equagao caracteristica
==V i et

2 V.2 _ 4.1
(l-za)r*=3r—35 = r= 53

e as raizes devem ter modulo nao superior a 1. Comparando com o Método dos Trapézios
Implicito este método tem maior regiao de A-estabilidade.

3.7 Problemas de Fronteira

Ao contrario dos problemas de valor inicial, definidos pelo Problema de Cauchy, os problemas
de fronteira podem ter condi¢oes em ambas as extremidades de um intervalo.

O caso mais habitual é o dos problemas de fronteira de segunda ordem, genericamente
definidos por:

y'(t) = g(t,y(t),y' (1)), (37.1)
y(a) =ya, y(b) =y
Notamos que nao podemos tratar este problema da mesma forma que os Problemas de Cauchy,
porque sendo um problema de 2* ordem, temos informagao sobre y(a), mas falta-nos informagao
sobre y/(a), e analogamente para o extremo b. Uma parte das informagoes esta na extremidade
a, e outra na extremidade b. Consideramos aqui o caso em que sao impostas condi¢oes sobre a
fungao nas extremidades (chamado problema de Dirichlet), mas também se poderiam considerar
condigoes sobre as derivadas y/'(a) e y'(b) (chamado problema de Neumann), ou ainda mistas.
Os processos podem ser generalizados sem dificuldade. Também iremos focar neste caso de
ordem 2, onde sao impostas duas condig¢oes nas extremidades, mas os problemas podem ser de
ordem m, colocando m condigdes no total, repartidas em ambas as extremidades (se todas as
condigoes ficassem definidas numa extremidade, entao tratava-se de um problema de Cauchy).

3.7.1 Método do Tiro

O Método do Tiro consiste em reduzir o problema de fronteira a uma equagao em que intervém
problemas de Cauchy. Podemos assim usar os métodos vistos anteriormente para resolver os
problemas de Cauchy intervenientes. Vejamos a sua aplica¢ao ao problema de fronteira definido
em (3.7.1).

A ideia consiste em definir uma funcao

¢(z) = ya(D),

em que ¥y, ¢ a solucdo do problema de Cauchy, em que z é tal que y.(a) = x. Ou seja, temos
os problemas de Cauchy auxiliares:

{y;’(t) = g(t,5.(1), (1)),
yo(a) =ya, vyl.(a)=uz.
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Consoante o valor de z, teremos uma solugao diferente y,, que respeita a equagao diferencial
e a condi¢ao sobre a, faltando verificar a condigao sobre b. O nosso objectivo é variar = de
forma a que verifique também a condigao sobre b. Ou seja, pretendemos que y,(b) = y,, 0 que
corresponde a resolver a equagao:

() = Y.

Trata-se de uma equacao nao linear, onde podem ser aplicados métodos numéricos, por
exemplo, os métodos da bisseccao, secante ou Newton.
Aplicando o método da secante, consideramos dois valores iniciais, xg e x1, e iteramos

Tpn — Tp—1

¢(xn) = ¢(Tn-1)

notando que em cada nova iteracdo devemos calcular ¢(z,), o que corresponde a resolver um
problema de Cauchy.

(@(zn) = ),

Tpy1 = Tp —

Exemplo 32. Consideramos um problema de 2% ordem simples
{y”(t) = B?y(t),
y(a) =ya, y(b)=w.
Vamos considerar o problema de Cauchy auxiliar
{yz@) = By (1),
Yo(a) = Yo, yy(a) =z
onde sabemos, neste caso que a solucao é da forma
Ye(t) = Ci(x)e™P + Cy(x)e?,
Podemos determinar C(z) e Co(z) através das condigoes iniciais:
Yo = C1(z)e P 4+ Cy(x)eP®, © = —pC(x)e P + BCy(x)e,

obtendo a expressao geral
Yz (t) = yo cosh(B(t — a)) + %sinh(ﬁ(t —a)),

e assim ¢(z) = y,(b) = y, cosh(8(b — a)) + 5 sinh(B(b — a)), pelo que basta resolver ¢(z) = ys.
Neste caso ¢ imediato:

z = By — ya cosh(B(b — a)))/ sinh(5(b — a)).
Conclui-se que a solugao é

sinh(B(t — a))

y(t) = yacosh(B(t — a)) + (y» — ya cosh(B(b — a)))sinh(ﬂ(b _ a))
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3.7.2 Meétodo das Diferengas Finitas

O método das diferencas finitas considera uma divisdo do intervalo [a, b] em pontos igualmente

espacados
b—a
ty = a-+ kh, com h = ,
n

e em cada um destes pontos podemos aplicar uma aproximacao da derivada e 2% derivada por
diferenciagao numérica.
Por exemplo, usando a aproximacao de 2% ordem por diferencas centradas

y/(tk) _ y(thrl)Q_hy(tkl) + O(hz)
Y(trr1) — 2y(t) + y(te—1)

Y (te) = 02 +0(h2)

podemos substituir em cada ponto y”(tx) = g(tx, y(tx), v'(tx)), com yx ~ y(t;) obtemos o sistema

-2 _ _
Yk+1 }iJZk ™ Yk—1 = g (tlmylm —y(tk+1)2hy(tk71)> , para k‘ = 1, e, — 1

com Yo = y(t()) = Ya> Yn = y(tn) = Yo

Este sistema é geralmente nao linear e pode ser resolvido, por exemplo, pelo método de
Newton (ou Broyden).

Quando a fungao g ¢ linear (na 2* e 3% componente), o sistema ¢ linear e pode ser resolvido
de forma algébrica.

Exemplo 33. (Caso linear)
Consideramos o problema de 2% ordem

y'(t) = c(t) +d)y(t),
y(a) =ya, yb) = .

em que ¢(t,y,z) = c(t) + d(t)y, é linear em y, e aplicando a aproximacao de 2% ordem ja vista,

obtemos
Yk+1 — 2Uk + Yr—1

B2
em que abreviamos ¢ = ¢(tg), dp = d(ty), € temos Yo = Ya, Yn = Y-

Podemos escrever estas equagoes na forma yp_1 — (2 + h2dg)yr + yri1 = h*cy obtendo o
sistema linear:

= ¢ + dpyr (k=1,....n—1)

_ ) o _ ) )
—(2—‘;—h dl) 1 o --- 0 U1 h201 — Ya
1 —(2 + h2d2> 1 . h202
: . — 1 : 2h20n—2
I 0 0 1 —(2+h2dpy) | | Yoo | | W — b |

Notamos que a matriz é tridiagonal (e é invertivel se dy > 0, pois tem a diagonal dominante),
o que permite uma resolucao facilitada do sistema linear.
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ANEXO

Nome do Método Expressao ‘ Ordem ‘
Euler Yer1 = Y + 1 1
Euler Implicito Yk+1 = Yk + Dfria 1
RK2-Ponto-Médio Yor1 = Ye + B f(t+ 2y + 2 /1) 2
RK2-Heun Yor1 = Uk + 2(fo + f(te + hoyr + hfi)) 2
Trapézios (implicito) Yer1l = Y + %( fr+ fre1) 2
Leapfrog (explicito) Yer1 = Yk—1 + 2hfx 2
BDF-2 (implicito) Yra1 = 3Yk — 3Uk—1 + 2 fra1 2
Adams-Bashforth (passo 2) Y1 = Yr + %fk — %fk:—l 2
Adams-Moulton (passo 2) Yir1 = Yi + 22 fran + %fk — L fia 3
Adams-Bashforth (passo 3) Yet1 = Yk + %fk — %fkq + %fk—2 3
Yri1 = Yk + 2(Fy + 4F, + F3))
RK-3 Fy= fi; By =hf(ty+ %y + 2F) 3
F3 = f(tk + h, Yk — hF1 + 2hF2)
Adams-Moulton (passo 3) | yki1 = Yk + %hfkﬂ + 2 — Lo+ 2 fro 4
Adams-Bashforth (passo 4) | yep1 =y + 22 f — D fo1 + 20 fro — %fk—s 4
Y1 = U + §(FL +2F + 2F5 + Fy))
RK.4 Fi=fi; Fo=flty+ 2y + 2F) 4
Fy=f(tp+ 2y, +2F)
Fy = f(tx + h,yr + hE3)
etc...
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