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Prefacio

O presente texto resulta de um texto anterior de 2002, usado para a disciplina de Métodos
Numéricos para Problemas Elipticos, disciplina que foi leccionada no Instituto Superior T'écnico,
no quarto ano da Licenciatura em Matemética Aplicada e Computacdo para os alunos que
seguiam a especializacdo em Analise Numérica e também como cadeira introdutéria para a
mesma especializagdo no Mestrado em Matematica Aplicada. Actualmente, essa disciplina deu
lugar a Andlise Numérica de EquacéGes Diferenciais Parciais, onde o contetdo programaético inclui
também uma parte de problemas de evolucao.

A escolha foi dividir a matéria em dois grandes topicos - Métodos de Diferencas Finitas e
Método dos Elementos Finitos. Na primeira parte inclui-se ndo apenas a aproximacao de proble-
mas elipticos, mas também problemas de evolucao, concentrando-se no caso unidimensional em
espaco. Na segunda parte é apenas abordado o caso estacionario, por uma questao de exiguidade
temporal. Esta divisao em duas partes é também uma divisao conceptual entre a aproximagao
forte, ilustrada pelo método das diferencas finitas, e aproximacao fraca, ilustrada pelo método
dos elementos finitos.

Como o assunto é demasiado vasto, foram feitas algumas simplificagoes do ponto vista tedrico,
j& que um dos objectivos da cadeira é também a implementagao computacional efectiva. A imple-
mentacao computacional dos métodos nao é trivial para o caso bidimensional ou tridimensional,
especialmente quando se consideram dominios arbitrdrios; aqui é apenas focado com maior de-
talhe o caso bidimensional. A teoria matemaética dos elementos finitos nao é trivial e necessita de
utilizar conhecimentos em espagos de Sobolev, pelo que é feita uma introdugao teérica (grande
parte em apéndice).

E claro que neste curso introdutério nao ha tempo para introduzir outros métodos numéricos,
como o método dos elementos de fronteira, nem tdo pouco ha tempo para entrar num maior
detalhe acerca do proprio método dos elementos finitos. O objectivo do curso é apenas intro-
duzir conhecimentos que poderao (e deverao...) ser complementados através da leitura de obras
referenciadas na bibliografia.

Carlos J. S. Alves
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Capitulo 1
Nocoes gerais

Um objectivo deste capitulo inicial é apresentar alguns problemas no quadro das equagoes com
derivadas parciais, comecando por apresentar a cldssica distincdo entre problemas elipticos,
parabdlicos e hiperbdlicos através da classificacdo do operador diferencial envolvido e também
através dos exemplos mais classicos, com aplicagoes directas em problemas fisicos. O outro
objectivo é apresentar algumas nogoes de aproximacao de operadores diferenciais, recorrendo a
nocao de delta de Dirac, enquanto elemento base dessas aproximacoes no sentido cldssico, e ao
mesmo tempo obter algumas aproximagoes que serao uteis para o método das diferencas finitas.

1.1 Exemplos de Equacoes Diferenciais Parciais

Uma relagdo entre formas quadraticas e as equagoes diferenciais parciais de segunda ordem,
pode ser estabelecida de forma naive motivando a distingao habitual entre problemas elipticos,
parabodlicos e hiperbdlicos. As varidveis nas derivadas parciais sdo substituidas por varidveis
cartesianas e podemos ver que isso corresponde a classificagao habitual em cénicas.

Vejamos alguns dos exemplos mais significativos nas aplicacoes, e que correspondem a ex-
emplos classicos de operadores diferenciais elipticos, parabdlicos ou hiperbdlicos.

1.1.1 Exemplo 1 — Equacao de Poisson

O operador diferencial eliptico mais simples e importante é o operador de Laplace:
A=0f+..+0]

No caso 2D temos A = 8% + 85 e se relacionarmos com Q(z,y) = x? + 2, torna-se clara a
razao de lhe chamar eliptico.
A equagio diferencial associada num dominio (aberto).Q C R?

Au = f, em Q (1.1)

é conhecida como FEquacdo de Poisson.

No caso homogéneo, f = 0, a equacao Au = 0 é conhecida como Fquacdo de Laplace e as
suas solucoes sao também designadas funcoes harmonicas.

Distingue-se entre problemas interiores em que o dominio §2 é limitado, e problemas ex-
teriores, em que o dominio €2 é o complementar de um dominio limitado. No primeiro caso



impoem-se apenas condicoes sobre a fronteira, e no segundo caso, ha que considerar um compor-
tamento assimptdtico no infinito, o que corresponde a considerar o infinito como uma fronteira,
artificial.

Condigoes de Fronteira. Para equacoes diferenciais de segunda ordem, as condigoes de
fronteira habituais sao:

e Condicao de Dirichlet: u = g, sobre 052

e Condicao de Neumann: dpu = g, sobre OS2

O simbolo d, designa a derivada normal, definida pelo produto interno do vector normal
n = (ny,...,ng) com o gradiente V = (94, ..., 9y)

Onu=Vu-n (1.2)

Por convencao, a normal n aponta sempre para o exterior de ). Trata-se de uma fungao definida
em cada ponto da fronteira 02 que toma valores vectoriais. Estd bem definida se a fronteira
for regular (variedade C'! de dimensdo d — 1), ou pelo menos seccionalmente regular (o conjunto
dos pontos onde nao estd bem definida tem medida nula). Consideram-se ainda condigdes de
fronteira mistas, em que numa parte da fronteira é imposta a condicdo de Dirichlet e na restante
Neumann, ou ainda condi¢ées de Robin, da forma 0, — Zu = g, em que Z é uma fungdo nao
negativa.

0Q

Jou

n

Figura 1.1.1: Ilustracdo de um problema de Poisson com condi¢does de Neumann na fronteira.

As equacées de Poisson servem de modelo a muitos fenémenos, nomeadamente electrostatica
(nesse caso u é o potencial electrostédtico e trata-se da Lei de Ohm para a conductividade
eléctrica), termodinamica (nesse caso u ¢ a temperatura e trata-se da Lei de Fourier da conduc-
tividade térmica), concentracao quimica (sendo w a concentracdo quimica, trata-se da Lei da
Difusao de Fick), escoamento de fluidos perfeitos (nesse caso u serd um potencial e Vu o campo
de velocidades), etc. Trata-se de um modelo para situacoes de equilibrio.

1.1.2 Exemplo 2 - Equacgao do Calor

Um exemplo de equacao diferencial parabdlica estd associada com o operador de difusdo:

Du = 0yu — kAu, (1.3)



em que k é uma constante de difusao. Esta equacao tem uma forma mais geral considerando &
como funcao, Du = dyu — V - (kVu), mas iremos concentrar-nos no caso constante.

O operador D é designado por parabdlico pois é facilmente associado a uma forma quadratica
parabdlica. No caso 1D+1T, D = dyu — k0? e Q(z,t) =t — kz? = 0 corresponde & equacio da
parabola t = kx?; e no caso 2D+1T, D = dyu — k(02 + 8;) temos Q(x,y,t) =t —r(z? +74%) =0
associado & equagao do paraboldide t = k(22 + y?).

A equacdo do calor

Ou—Au = f (1.4)

modela a evolucao da temperatura de um corpo. No caso homogéneo, f = 0, assume-se que nao
hé fontes de calor internas.

Para além disso, pode também servir para modelar a concentracdo quimica de produtos
(o que é 1til em engenharia do ambiente, para controle de poluigao... nesse caso considera-se
também uma parte de advecgao). A equacao do calor é também utilizada em modelos financeiros
(equagoes de Black-Scholes), por via da teoria de equagoes diferenciais estocasticas. Finalmente,
notamos ainda a semelhanga com a equagao de Schrodinger ihdyu — Au = V, no caso homogéneo
ou quando o potencial V nao depender de wu.

Condigoes Iniciais. Como se trata de uma equagao de evolugdo, a varidvel temporal é
substantivamente diferente das varidveis espaciais. Assim, normalmente o dominio é da forma
Qx]tg, +0o[ em que € representa o dominio espacial, ¢y representa o instante inicial, podendo
ainda considerar-se um instante final t; > ¢y. A fronteira tem assim duas componentes, uma
espacial 9Qx]tg, +0oo[ e uma temporal Q x {tg}. Na parte temporal ¢ imposta uma condicio de
valores iniciais, da forma

u(z,to) = up(x), (€ ),

e na parte da fronteira espacial consideramos, para o problema de Dirichlet,
’LL(ZL‘,t) :U[‘(x,t), (QT,t) € aQX]t0,+OO[,

sendo conveniente compatibilizar os valores em 99, ug(z) = ur(z,0") para x € 9.

1.1.3 Exemplo 3 - Equacao das Ondas

Um exemplo de operador diferencial hiperbdlico é o operador de d’Alembert:
Ou = 0?u — Au (1.5)

em que, por exemplo, no caso 1T+2D, O = d?u — (9% + 85) estd associado a Q(t,x,y) =
t?2 — (2 + 4?), o que define um hiperbolédide.
A equacdo das ondas

O*u— Au=f (1.6)

modela a evolucao da amplitude das ondas actsticas ao longo do tempo. No caso homogéneo,
f =0, assume-se que nao ha fontes acusticas internas que perturbem essa evolucao. O dominio
pode ser considerado, tal como no caso anterior, {2x|tg, +00[, com eventual limitacdo por um
instante final ¢;. Relativamente as condicoes de fronteira, este caso é semelhante ao da equagao



das ondas, mas como o operador diferencial envolve uma segunda derivada no tempo, ha duas
condigoes iniciais a impor,
’LL(LL‘,t()) = ’LL()(ZL‘), (ZL‘ € Q)>
Owu(z,tg) = wi(z), (xe€Q).
Equacoes semelhantes a esta, mas em que o laplaciano é substituido por outros operadores

diferenciais vectoriais (Maxwell, Lamé), modelam a propagagao de ondas electromagnéticas ou
ondas eldsticas (respectivamente).

1.2 Aproximacao de Operadores Lineares

Recordamos a nocao de operador linear A : X — Y, entre dois espacgos de Banach X,Y, e a
norma de operadores associada

|| Az|]
HAHL(X,Y) = sup - (1.7)

w£0 |1zl x
Alguns dos operadores que iremos considerar estao definidos em espagos CP(V'), em que V é um
conjunto compacto em R?. Recordamos normas associadas a estes espacos de funcdes

1fllen(yry = mass 1) |+ max [[VF (@) + .. + max || V7 £ @) (1)

em que V? representa o tensor J;, - - - 9;, das derivadas parciais com indices i1, ...,7p € {1, ..., p}.
No caso unidimensional, temos simplesmente

1 lon(yy = mas L) |+ max 0 @)]] + ..+ ma |67 (@) (19)

em que O representa o operador de derivacao.

Para efeitos de aproximar operadores A que actuem sobre um dominio D(A) C C(V),
interessa-nos definir operadores simples, que podem servir como base dessas aproximacoes, em
particular iremos considerar deltas de Dirac.

Definicao 1.2.1 Dado um ponto x € V, e funcgées f € C(V), o operador linear

€ designado delta de Dirac, centrado em .

Em muitos casos as aproximagoes sao combinacoes lineares de deltas de Dirac

A= by, + -+ andy,,

Regras numéricas bem conhecidas sao caso particular de aproximagoes de operadores difer-
enciais e integrais por deltas de Dirac. Essas aproximacoes sao normalmente deduzidas de forma
a que a aproximacao seja exacta para polindmios de um determinado grau. Pela expansao em
série de Taylor, é expectavel que a férmula sendo vélida para polinémios de um determinado
grau, permita uma boa aproximacao para funcoes regulares, ou analiticas. Designaremos por
A(V) o espaco de funcoes analiticas num conjunto V' C R

No que se segue iremos admitir que A(V') C D(A), ou seja que os operadores estao definidos
para fungoes analiticas.

10



Definigcao 1.2.2 Seja d = 1. Dizemos que uma aprorimacao A de um operador linear A tem
pelo menos grau m se for exacta para monomios de grau menor ou igual a m. Ou seja,

A = A#),  (k=0,--- ,m), (1.11)

com #k(a:) = 2. Uma aprozimacdao com pelo menos grau, m diz-se ter grau m se nao tiwer grau
m + 1.

No caso de dimensdo d > 1, a definicio é semelhante entendendo #* = ’fl e #Zd.
Deve distinguir-se grau, ou grau soma, de grau mdzimo. No caso do grau soma exige-se |k|; =
ki 4+ -+ kg < m, enquanto no caso de grau mdximo exige-se k|, = max{ky,--- ,kq} < m.

Observag¢do: No caso multidimensional, temos duas classificagbes de graus de polinémios,
em que a nogdo grau maximo m inclui todos os polinémios de grau m, pois |k| < |k|; < m.
Exigir que uma férmula tenha grau maximo m é mais forte que exigir grau m. Por exemplo se
a aproximacao tiver grau maximo 3, isso inclui a verificagdo para um mondémio de grau 5, por
exemplo, #1#3(z) = iz3.

1.2.1 Aproximacao usando Coeficientes Indeterminados.

O método mais simples que permite obter aproximacoes de um certo grau, consiste em definir
uma combinacao cujos coeficientes sao determinados pela resolucao de um sistema linear. Por
exemplo, consideramos A uma aproximacao que é combinacao linear de operadores dados (nor-
malmente mais simples) flj,

n
A= a4, (1.12)
j=0
Os coeficientes aq, - -+ , a, podem ser determinados pela resolugao do sistema linear

Alpi) = Algpi) <= Alpi) = Y ajAj(pi)  (i=0,...,n)
=0

em que oy, sdo funcoes base de teste, e para efeitos de impor um grau n, serdo os monémios #*
até grau n.

Matriz de Vandermonde.

A aplicacao do método dos coeficientes indeterminados no caso unidimensional com mondémios,

leva a um sistema de Vandermonde, considerando aproximacoes por operadores flj = Jy,
definidos por deltas de Dirac em nés yo, - - - , ym pré-estabelecidos. Neste caso, A;(p;) = dy, (#) =
#'(y;) = y;, e portanto, verificando para os monémios #°,--- | #", obtemos um sistema (n +
1) x (m+1)

o1 o) A(#9)

Do = (1.13)

i ] [ om A

em que a matriz do sistema M = [y;] é habitualmente quadrada (n = m), e é designada matriz
de Vandermonde (transposta). Nesse caso, o sistema, ainda que mal condicionado, é invertivel,

11



permitindo obter os coeficientes que definem uma aproximagcao A do operador A, que tem pelo
menos grau n. E ainda possivel considerar como incégnitas os préprios nds y;, o que permite
obter graus n > m. No entanto, nesse caso o sistema deixa de ser linear (e a sua apresentagao
matricial ndo tera significado 1til).

Observagdo: Uma aproximacao de grau m nao significa uma aproximacao de ordem m. Por
exemplo, no caso de integragao numérica, as aproximagoes de grau m correspondem normalmente
a aproximacoes de ordem m + 1. Na derivagdo numérica, uma aproximacao de grau m para a
primeira derivada tem normalmente ordem m, mas para a segunda derivada tem ordem m — 1.
Como regra empirica (podendo ser enunciada mais precisamente): uma aproximagao de grau m
para a derivacao de ordem ¢ terd normalmente uma ordem de aproximacgao m — q + 1.

Exemplo conhecido:

a) Regra de quadratura dos trapézios simples.

Relembramos o caso em que o operador considerado consiste na integracao de fungoes
continuas f € C([a,b],Y),

b
1(f) = / f(t)dt.

Se procurarmos uma aproximacao com os nos de integracao a e b, na forma I = ad, + 58, que
tenha pelo menos grau 1, obtemos o sistema

o] 13- |- Lo |

cuja solugao o = B = %(b — a), d4 exactamente a Regra dos trapézios. Portanto o operador

integral I = f; pode ser rudemente aproximado por uma combinagao linear de 2 deltas de
Dirac )

~ —a

1= (72)(5(1 + ).

Esta aproximacio pode ser concretizada exactamente para funcées em D(I) = C?|a, b], através
da expressao de erro (0 representa o operador de derivagao),
7 (b—a)
= -1 =———"6:0
£€(ab) 12 3
b) Regra de quadratura dos trapézios composta.
Como é bem conhecido, usando subintervalos de comprimento h = (b—a)/n, definindo n+1

nés, zx = a+kh, k € {0,1,--- ,n}, temos ainda a regra dos trapézios composta em C?[a, b],
b 1 n h2 9
Elan(a,b) : / = (b — a) —_ Z 12 61‘k — —5§n8 ;
o n 12
k=0
em que 17 representa uma funcao caracteristica para o conjunto dos indices J ={0,---,n},

mais concretamente,
1, keJ={1,---,n—1}
1:=X 1/2, kedJ={0,n}
0, k¢J
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O termo de erro com a segunda derivada permite assim garantir que a formula tem grau 1,
e também que é possivel, para funcdes C?, uma boa aproximacio do integral I por uma simples
soma ponderada de deltas de Dirac,

n
In=h> 1} 6u.
k=0

De facto, obtemos uma boa aproximacio na norma dos funcionais £(C?[a, b], R)

2 2 Se O? 2

-1, :H‘h—agﬁ By LedU B

£(C2[a,b] R) 12 2Ry 12 20 fllozey T 12
fec?a)

resultante de |f”(&,)] < [ fllc2(a)-

1.2.2 Aproximacgao de derivadas

Um outro exemplo conhecido é a aplicacao de regras numéricas na aproximacao de operadores
de derivagao. Por exemplo, fixando um ponto z, e sendo 0,0f = f/(z) o operador de derivagao
nesse ponto, consideramos as aproximagoes cldssicas D, que, estabelecido um espagamento h > 0,
usam como noés z — h, z, z + h.

A aplicagdo do método dos coeficientes indeterminados para a aproximacao 9, = apds_p +
@10, + @20, leva as equagoes

528#0 = (a05z_h + a1, + a25z+h)(#0) < O=ag+ a1 +as
804" = (ad,—p + 10: + andypn)(#) & 1 =ag(z—h) + o1z + as(z + h)
8,042 = (b, + 10, + b, 1) (#2) & 22 =ap(z — h)? + a12% + as(z + h)?

Das duas primeiras equagoes tem-se (g — ap) = % e hda varias possibilidades de aproximagoes
de 1° grau. Por exemplo, ap = 0 implica as = % eq = —qg = —%, o que nos da as diferencas
progressivas, e de forma semelhante as = 0 leva as diferencas regressivas. Para obtermos uma
aproximacao de segundo grau, a terceira equacao implica 2z = 2(ag — ag)zh + 2(az + ag)h?, ou
ainda z = z+ (aq +a0)h2 < ag = —ag. A solucao é tnica ag = %, g = —% e portanto a; = 0,
donde se obtém a férmula com diferencas centradas. Este sistema dé-nos as trés principais
aproximagoes que iremos considerar para a primeira derivada:

Diferengas progressivas

fz+h) - f(2)
h

o (f) = = flz, 2z +h), (1.14)

ou seja 9,0 é aproximado por 0,07 = £(0,44 — 8.) = 6z, 2 + h], com I+ = L(7; — 1), em que

Th(f) = f(# + h), e 1 representa a identidade.
Diferencas regressivas.

0-(f) = : (1.15)

ou seja 6.0 é aproximado por 0,0~ = £(8. — 6,_p) = 6[z — h, 2], com 9~ = F(1 — 7).
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Diferencas centradas

5 flz+h)—fz—h)

z = 5 1.1

b.(f) — (1.16)

ou seja 6,0 é aproximado por 6,0 = o (0sn — 62mp) =0lz — h,z+ K], m d = 2h L, —1_p).
E também comum considerar-se metade do espacamento, ou seja, 6 Sz — 2 , 2+ ]

e O método dos coeficientes indeterminados permite obter aproximacoes, mas nao nos da
uma expressao para o erro cometido nessas aproximagoes. Para esse efeito podemos considerar
um outro método, através da expansao de Taylor,

aof(z — h) = agf(2) — aohf'(2) + a0’ f"(2) — aoly f(2) + aoly f(€7)
a1f(z) = a1 f(2) 2 3 )
Qo f(z+h) = aof(2) + ashf'(2) + ol f"(2) + ol £7(2) + anlt £ (£1)

Somando obtemos ag f(z —h) +ai1f(z) +aaf(z+h) = (e + a1 +a2) f(2) + (2 —ao)hf'(2) + ...,
ou seja iremos obter as equacoes nos coeficientes que também se deduziram pelo método dos
coeficientes indeterminados, mas haverd ainda uma parte que contém o erro, pois nao foram
consideradas aproximacoes. Consoante se pretenda obter a primeira, a segunda ou até a terceira
derivada, podemos exigir que os coeficientes sejam 0 ou 1. Por exemplo, para a primeira derivada,
para conseguir uma aproximacao de 3% ordem deveriamos obter,
h? h3
(Ozo+0&1+0¢2) =0, (Ozg—ag)h: 1, (Ot()—i-Ozg)? =0, ( 2—040) 3 =0,

o que é impossivel, devendo retirar-se a 1ltima condigdo. Assim voltamos a uma aproximagao
de 2% ordem onde obtemos novamente a; = 0, a0 = —g = %, podendo escrever-se

flz+h)—f(z—h) , 1h3,, 1 At
o _o+f()+o+h3,f(z)+2h4,

(f"(E") = "(€7)
que é uma expressio para o erro em O(h?), pois

z — z — 3 3
f,(z) — f( + h)2hf( h) _ %f///(z) + ZS (f””(§+) f///l(é-f))'

No entanto é claro que neste caso é excessivo expandir até a 4*ordem, podendo obter-se com
uma expansao de 3% ordem (exercicio),

z — flz— 3
IR (e (Gl

Por outro lado, se o objectivo for aproximar a segunda derivada, impomos

f7(8).

h? h3
(o +a1+a2) =0, (a2—agh=0, (x+ az); =1, (a2—ao)5y T 0,
e como ao = g satisfaz a 1% e a 4% equagodes, € possivel obter essa aproximacao, com as = ag =
h=2 e a; = —2h~2. Assim, retiramos

h) — —h h4
f(z+ ) 2~];l(22)+f<z ) :0+f//( )+O+%Z(flﬂ/(£+)_"_fllll(é——))
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e estando a admitir implicitamente f € C*[z — h, z + h], pelo Teorema do Valor Intermédio,

Fe €z —hoz+h]: f7(E€) =5 (f"E)+ (7))
Obtemos assim uma aproximagao por diferengas centradas de segunda ordem:

f(z+h)=2f(2)+ f(z—h) h?
que iremos usar ao longo do curso. Esta aproximacao pode ser descrita em termos de deltas de
Dirac, na forma

f'(z) =

02 = 5 (Oun — 20+ 0. ) = 20[z — b, 7,2 4 ]

Observagdo: A aproximacao da 3% derivada s6 serd possivel nestes pontos se incluirmos as
derivadas, ja que o coeficiente de 1¢ ordem nao podera ser nulo se o coeficiente de 3* ordem nao
o for.

Ezercicio 1: Usando o método dos coeficientes indeterminados obter a expressao da aprox-

imacao
f//(z) — f(Z + h) B 2!2(};2) + f(Z - h) + O(h2)
Exercicio 2: Mostrar que para funcdes f € C?[z,z + h,
~ h ~ h
. _ At _ 2 _ At < Z
Fee(tn 10— 0; 500" = H8 ? HL(CQ[z,erh],R) =2

1.2.3 Expansao simbdlica

Escrever as formulas em termos de deltas de Dirac pode servir para obter féormulas de aprox-
imacao de derivadas através de uma expansao simbdlica. Mais concretamente, comegamos por
notar que a expansao em série de Taylor com resto de Lagrange de 3% ordem,

Secesorny (o4 h) = F() + /(@) + SH2 (@) + 3o (Ea),

pode ser escrita .
6
A aplicabilidade desta férmula estd restrita, no sentido cldssico, para funcdes f € C3(V,), em
que V, D [z, + h] é uma vizinhanga de z, o que se depreende do contexto. Da mesma forma,
para fungOes analiticas, continuando a expansao em série de Taylor, obtemos a féormula mais
interessante

1
3eoc(wsath) * Ozth = 0x(1+hO + §h282) + 8¢, h*0°.

Oz+h = Oz exp(hd),
porque formalmente,
1
exp(hd) = 1+ hd + §h282 + ...

Observacao: Nexto contexto, poderd ser 1util definir

exp,,(z) = Z ik

k=0
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notando que exp,, (z) — exp(x), quando m — co. Assim, podemos escrever a expansao de Taylor
com resto de Lagrange de ordem m, de uma forma mais reduzida

1

e Recuperando a defini¢do de diferenca progressiva, obtemos

= 1 1
528+ = _(5z+h - 52) = E

- (6. exp(hd) — 0.) = 6. exp(hd) = 0.(1 + hd™T).

Da igualdade anterior retiramos exp(hd) = 1+ hd™ (1 significa identidade), obtendo
hd = log(1 4+ hd™),

em que o logaritmo estd definido através da sua série de poténcias,

0 -1 k-+1
log(l1+x) = Z (T)a:k
k=1

Assim, obtemos formalmente a expansao simbdlica,
1 - 1 e (_1)k+1 Nk
0 = 3 log(1 +ho*) = EZ—(ha ).

Truncando a soma a um termo obtemos 0 ~ 0" (o0 que ja conhecfamos). Podemos agora obter
aproximagoes superiores, com dois termos:

- 1 = ~ h, ~ ~ 1
~ + +2: + _ +2: + _ _ 2
0 ~ G = oe(hdT) =5 = S0 =0 — (- 1)
1 1 1
= E(Th—l)—ﬂ(TQh—QTh—Fl):%(4Th—7'2h—3'1)

o que corresponde a uma conhecida aproximagao de segunda ordem,

T — f(x _ T 2 e
ey = et W= fo +20) = 3f(w) | B71E)

Continuando com a expansdo podemos obter outras férmulas de ordem superior, neste caso
usando os nés x,x + h,x + 2h, ...

e Para obter férmulas centradas, usamos a relacao com diferencas centradas, ou seja

~ 1 1 exp(hd) — exp(—h0)
528 - 2h(5z+h - 6th) - h(SZ( 2

Em vez do logaritmo, obtemos o inverso do seno hiperbdlico,

) = 6. sinh(hd) = 6.(hd).

d = h™'sinh ™' (hd)

em que
1 4 1x3 5 1x3x5 5

T3 Toxdx5’  2xax6x7”

sinh™(z) = =
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obtendo-se como primeira aproximacao exactamente 0 ~ 5, que neste caso tem ordem 2. Con-
tinuando a expansao, obtemos 9 = d— %253, que ja é uma férmula de ordem 4. Convém notar
que —%253 ¢é ainda semelhante ao termo de erro que se obtém para a aproximacao por diferencas
centradas (substituindo 3 por 83...), 0 mesmo se passava com a aproximagao anterior por
diferencas progressivas, nao sé para o primeiro termo, mas também para a férmula deduzida, ja
que o termo seguinte da expansao logaritmica serd 3ih(h8~+)3 = %(5*)3 Podemos ver que esta
expansao simbolica permite ndo apenas obter as férmulas, mas também indicar as expressoes
dos erros, truncando as séries com o termo de Lagrange.

17



Parte 11

Método das Diferencas Finitas
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Capitulo 2

Diferencas Finitas em Problemas
Elipticos

O objectivo principal desta parte é permitir uma familiarizacdo com uma técnica extremamente
simples, mas frequentemente eficaz, para a aproximacao da solucao de problemas de equagoes
com derivadas parciais — o denominado método das diferen¢as finitas (FDM - finite difference
method).

Uma das principais desvantagens que os métodos de diferengas finitas apresentam diz respeito
a discretizacao espacial do dominio, que normalmente fica condicionada a uma grelha reticulada.
Este tipo de desvantagem nao aparece numa discretizacao temporal, pelo que o uso de técnicas
relacionadas com diferengas finitas continua a ser mais popular em problemas de evolugao,
nomeadamente através de uma ligacdo com outros métodos apropriados para discretizagoes
espaciais.

Iremos concentrar-nos no caso de operadores diferenciais lineares de segunda ordem, ja que
modelam uma parte consideravel dos problemas elipticos. Todo o destaque sera dado a equagao
de Laplace (ou Poisson), ji que o Laplaciano é o operador eliptico mais simples que encontramos.
Algumas consideragoes tedricas serdo introduzidas, de forma a que se possa estabelecer melhor
uma ponte entre o problema discreto e o problema continuo. Nomeadamente alguns processos
construtivos para a obtencao de uma solugao explicita serao apresentados, nao apenas com o
intuito de permitir uma comparagao (por exemplo, computacional) com solucoes exactas, mas
também para que estejam presentes outras possibilidades de obter a solucao.

Um operador diferencial linear de segunda ordem da forma, escrito na forma da divergéncia,

d d
Au= =" 9j(aijou) + Y _bdu+ cu, (2.1)
ij=1 i=1
ou escrito na forma usual,
d d
Au = — Z aijal-ju + Z B;diu + cu, (2.2)
ij=1 i=1

com B; = b; — Z;lzl 0ja;;. Consideramos normalmente a;; = a;;. Dizemos que A é um operador
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eliptico se existir a > 0 tal que

d
Z aivivj > alv]?, Yo € RY. (2.3)
ij=1

Repare-se que isto corresponde a considerar que a matriz dos coeficientes a;; ¢ definida positiva, o
que nos leva a valores proprios positivos e é consistente com a relacao estabelecida anteriormente
com as conicas, neste caso as elipses. Notamos ainda que no caso em que os coeficientes sao
fungoes pode ocorrer que a propriedade de elipticidade seja verificada em certos pontos e noutros
nao.

O exemplo 6bvio de operador eliptico é Au = —Auwu, considerando a;; = d;;, e os restantes co-
eficientes nulos. Grande parte das propriedades dos operadores elipticos é deduzida inicialmente
no caso mais simples, o do operador de Laplace, que ird assim constituir o assunto principal
deste texto.

2.1 Equacao de Laplace/Poisson

Como ja fizémos referéncia, a equacao de Laplace descreve estados de equilibrio. Vejamos
como podemos deduzir esta equacao a partir de algumas consideracoes fisicas. Consideremos u
representando uma certa densidade (segundo as vérias interpretagoes fisicas em que se aplica)
e consideremos que é conservativo o fluxo F (quantidade proporcional ao gradiente, ou seja
F = aVu) através da fronteira dw de qualquer subconjunto aberto w do dominio €2, ou sejal,

/ F-n =0, para qualquer w C €2,
Ow
entao, pelo teorema da divergéncia
/ V -F =0, para qualquer w C €.
w

Como os subconjuntos w sao arbitrariamente pequenos, isto corresponde a estabelecer a equagao

pontual
V-F=0, em

ou seja, a equagao de Laplace, V - (aVu) = 0, que no caso de a ser uma fungao constante se
resume a

Au =0, em €.

Na sua forma nao homogénea, isto é, Au = f, é denominada Fquacdo de Poisson.

1Caso n#o se considere esta conservagio, assume-se que hd uma compensacio ao fluxo que se traduz numa
média nesse subconjunto, ou seja
/ F-n= / £
Ow w

obtendo-se assim a equagdo de Laplace ndo homogénea
Au = f,
designada equagao de Poisson.

Por vezes escreve-se —Au = f, ou até —Awu = 0, consistente com a definicdo de operador eliptico.
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E claro que a equacao de Laplace colocada em todo o espago e sem outras restricoes tem
uma infinidade de solucbes possiveis, comecando pela solugao trivial v = 0, ou pelos polinémios
de primeiro grau. Torna-se necessario impor condigoes suplementares, de forma a especificar
qual a solucao pretendida. Habitualmente essas condigoes sao impostas na fronteira do dominio
0f), e no caso de considerarmos dominios ilimitados também devemos impor condi¢Ges na ’outra
fronteira’, no infinito, através de um comportamento assimptotico.

Observagao: Convém relembrar que em R? é extremamente ficil encontrar funcées que
verifiquem a equacdo de Laplace (funcdes harmdnicas), através do isomorfismo de R? com o
corpo dos complexos C. Com efeito, sendo z = = + iy, é bem conhecido que qualquer funcao
de varidvel complexa f(z) = u(z) + iv(z), que seja holomorfa, verifica as condigdes de Cauchy-
Riemann, e consequentemente verifica a equacao de Laplace.

Isto permite um processo extremamente facil de encontrar funcoes harménicas em R2, e em
particular concluimos, pelo facto dos polinémios serem funcoes holomorfas, que a sua parte real
ou a sua parte imaginaria é uma fungdo que verifica a equacao de Laplace — obtém-se assim
polinomios harmonicos. Por exemplo,

z = Re(2),y = Im(2); 22—y? = Re(2?), 2zy = Im(2?); 23—3zy? = Re(2?), 322y—1y® = Im(2?), etc...

sao polinémios harmoénicos. Ou ainda, e® cos(y) = Re(e?), e®sin(y) = Im(e*) sdo também
funcoes harménicas.

Interessa-nos saber em que circunstancias podemos assegurar a existéncia, a unicidade e a
dependéncia continua dos dados, trés questoes que se colocam em qualquer problema de equagoes
diferenciais — dizendo-se nesse caso que se trata de um problema bem posto (no sentido de
Hadamard).

Definicao 2.1.1 Um problema diz-se bem posto se:

(i) existe solugdo; (ii) a solugdo € unica; (iii) a solugdo depende continuamente dos dados (numa
certa norma,).

2.1.1 Resultados elementares

Antes de passarmos ao caso com varias varidveis, analisemos o que se passa com uma unica
varidvel, em que o correspondente & equacao de Laplace é a equacao diferencial ordindria u” = 0.
Caso unidimensional, u” = 0.

O caso unidimensional é um caso trivial mas que aponta algumas caracteristicas. A equagao
uw’ = 0, que é uma equacdo diferencial ordinaria com equacio caracteristica associada r2 = 0.
Essa equagao tem uma raiz dupla r; = r2 = 0, o que significa que a férmula geral é dada por

u(z) = Az + B

em que as constantes podem ser determinadas por condicoes na fronteira do dominio, que sera
um intervalo.
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Se considerarmos o problema no intervalo Q =|a, b|,
u”(z) = 0,Vx €]a, b,

as condigoes de fronteira correspondentes sao colocadas nos extremos a e b, ja que 9]a, b[= {a, b}.

Problema de Dirichlet.
Corresponde a impor u(a) = «, u(b) = 3, e as constantes A, B podem ser determinadas

resolvendo (0] sistema
Ao+ B =« ou seia a 1 Al |«
Av+B=p8 "Iy 1| B| 7|8

que tem solugao Unica, ja que a # b. A solucao é a recta que une os extremos,

Problema misto Dirichlet-Neumann.
Consideramos, por exemplo, u(a) = «, u/(b) = 3, e as constantes A, B surgem da resolugao

d
¢ Aa+ B =« . a 1 Al |«
VML e [0 ][5 ]2 ]5)

que tem a solugdo tnica u(z) = a + (z — a).

Problema de Neumann.
Consideramos u/(a) = a, u/(b) = 8. Aqui surge um pequeno problema, pois ficamos com as

condicoes
A=« . 10 A e
{azs o [ 0] [5]-[5]

Assim, para que haja solucdo é preciso uma condicdo de compatibilidade: o = S e nesse caso a
constante B é arbitraria, nao havendo solucao unica... ou seja, havera uma familia de solugoes
u(x) = ax + B... podendo-se dizer que u(z) = ax é solu¢ao Unica a menos de uma constante
aditiva.

Problema de Cauchy.
Consideramos, por exemplo, u(a) = «, u/(a) = 8. Neste caso voltamos a ter o sistema

Aa+ B =« ou seia | @ 1 Al |«
A=8 Bl o0l B8]
que tem a solu¢ao tnica u(z) = a+B(z—a). Neste caso é preciso ter em atencao que as condigoes

colocadas em a determinam perfeitamente a solucdo do problema, pelo que qualquer condigao
colocada em b serad dispensavel e poderd nao ser compativel com a solugao.
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Separacao de variaveis

Iremos brevemente rever o processo cldssico de separacao de variaveis para obter solucoes par-
ticulares para uma equacao diferencial parcial. Consiste em admitir que em determinadas co-
ordenadas a solucao pode ser escrita como o produto de de funcgoes que dependem apenas de
uma das varidveis. Ao obter solucées desta forma, ndo resolvemos o problema para qualquer
dominio, nem para qualquer condicdo de fronteira, mas permite ter uma ideia de uma certa
classe de solugoes e ao mesmo tempo encontrar fungoes que sirvam de teste para verificar a
eficiacia de métodos numéricos.

Antes de prosseguir convém lembrar que no caso de termos solugoes u, ..., U, para uma certa
equacao homogénea Du = 0, em que D é um operador diferencial linear, entdo uma combinagao
linear u = >"}" | auy, é ainda solugao.

Separagao em variaveis cartesianas Suponhamos que a solucao se pode escrever na forma

u(z,y) = v(x)wy)
entao
0= Au =" (z)w(y) + v(z)w"(y)

ou seja, supondo que v, w # 0

_ V(@) w'y) V@) w'(y)

o(z)  wly) v w(y)

e como as fungoes de x nao dependem de y podemos igualar a uma constante

V@) o w'y)

@) O ) - ¢

0 que nos leva ao sistema
(x)=0
+ Cw( )=0
cuja solucdo geral d4, se C = p? > 0 (resultante da eq. caracteristica 72 —C =0 < r = +/C =
+p)

{ v(x) = A1el? + Age™H*

w(y) = By cos(uy) + Basin(uy) (2.4)

(o caso C < 0 seria andlogo, trocando v com w) podemos agora tentar ajustar as constantes
de forma a que sejam verificadas condigoes de fronteira constantes... pois nesse caso também
haveria apenas quatro constantes a determinar.

Da outra hipétese, C' = 0, retiramos

{ v(z) = A1 + Az
w(y) = B1 + Bay.

Claro que usando solugoes do tipo
m(z,y) = ™" cos(my)
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através de combinagodes lineares concluimos que, por exemplo,

M
u(z,y) = Z ame™® cos(my)

m=1

ainda é uma funcao harménica. E assim possivel obter uma funcao harménica que verifique u = g
num segmento S, em que o valor de x é constante, assumindo que g admite desenvolvimento
em série de Fourier. No entanto ainda que esse segmento nao defina a fronteira de um dominio
aberto limitado, e portanto nao se adeque aos problemas colocados anteriormente, é possivel
usar esta ideia com outro tipo de coordenadas.

Separagao em variaveis polares Ao considerarmos coordenadas polares, escrevendo
x=rcost, y=rsinb,

fica claro que se r for constante e 6 variar em [0, 27[ define-se a fronteira da bola B(0,r).
Podemos agora pensar em wu(z,y) como u(r, ) através das correspondéncias

T:(r,0) — (x,y) = (rcosf,rsinb)

T (2,y) — (r,0) = (Va? + y?, arccos(7))

Sendo u(r,0) = u(T~*(z,y)), apés alguns célculos, é possivel mostrar que o laplaciano em
coordenadas polares se escreve na seguinte forma:

1 1
A=0*+-0,+—05 .
Ty r2

Portanto se considerarmos uma separagao de variaveis u(r, 0) = v(r)w(f), de Au = 0 iremos

obter a equagao

1 1
vw + =v'w + —2vw” =0.
T T

Supondo que v,w # 0, dividindo por vw e multiplicando por r? obtemos

9 ,U// UI w//
rr—tr—=—-—.
v v w
Como o primeiro membro depende apenas de 7 e o segundo apenas de 6, a igualdade s6 faz sentido

se o resultado for uma constante, que designaremos por C. Teremos portanto duas equacoes

T2UT”+7”%:C T2UII+TU/_CUZO
w” +Cw =0

Comecemos por examinar a equagao em w. As possiveis solugoes virao da equagao caracteristica
PP+C=0

w(f) = A0+ B seC=0

w(0) = Ae~V=C0 4 BeV=CF se C' <0

w(f) = Acos(v/CO) 4+ Bsin(v/CO) se C >0

ora, apenas a dltima possibilidade nos d4 uma funcao w periédica, e de forma a que w(0) = w(2x)
é preciso que C = m? para um certo m > 0 inteiro.
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Quanto a equagao
"

r20" + v’ —m?u =0

podemos procurar as suas solugoes na forma v(r) = rP, verificando-se

2 2 2 2

p(p—l)r2rp_2+prrp_1 —m P =0&pp—1)+p—m =0&p°=m
logo p = +m.

Se p < 0, obtemos uma solugao v(r) = 7~ que explode em zero e que neste contexto nao
nos interessa.

Se m = 0, obtemos r“v” 4+ rv’ = 0, ou seja v(r) = A + Blog(r) que explode quando r = 0...

(no fundo este caso contempla a possibilidade da solu¢ao fundamental).

2 ’U"

Portanto o caso adequado é considerar p = m € N.
Com efeito podemos pensar agora em escrever a solucao na forma

u(r,0) = Z U (P, (0) = Z ™ (Ap, cos(mb) + By, sin(mh)),

m=>0 m>0

ou seja, como série de Fourier.
Ao impor uma condicao de Dirichlet u(R,0) = g(0), podemos procurar a solugao resolvendo

g(0) = Z R™(Ap, cos(mb) + By, sin(m#))

m>0

0 que se torna razoavelmente simples se conhecermos a expansao em série de Fourier? de

g(0) = Z (am cos(mB) + by, sin(mh)),

m>0

o que dara
am bm
Am = 5 Bm = 5
Rm Rm
Para haver convergéncia uniforme da série de Fourier basta exigir que g seja continua de
variacao limitada.

Repare-se que este é um processo de assegurar que eziste solu¢ao para o problema de Dirichlet
quando temos como dado uma funcéo de variacao limitada numa bola. No entanto, este resultado
é restritivo, e podemos estabelecer resultados muito mais gerais ao provarmos, mais a frente, o
teorema de Lax-Milgram.

e Por outro lado, notamos que se a fungao é harménica em €2 (dominio aberto) entdao é uma
funcao analitica em ().

2A expansio em série de Fourier de uma fungdo continua de variagao limitada g(#), com @ € [0, 27], é dada

através das férmulas

a0 = 3= 027r g(0)d, e param > 0:

am = = 2T g(6) cos(m)db
bm = = [;7 9(6) sin(mb)d6
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Em R2 podemos ver este resultado como uma generalizacao do que ja conhecemos nas funcées
complexas, em que ser holomorfa implica a analiticidade (a analiticidade em C implica a analiti-
cidade em R? das partes reais e imagindrias, o contrario pode ndo acontecer, obviamente). Mas
na realidade este resultado é mais geral e aplica-se a uma grande classe de equactes diferenciais
parciais lineares, homogéneas, e com coeficientes analiticos. Uma demonstracao pode ser obtida
através das férmulas de representacao, ja que se tratam de integrais paramétricos que usam as
solugoes fundamentais, que s@o fungoes analiticas (excepto na origem). Este resultado é impor-
tante, ja que implica que o conhecimento da fungao num aberto de €2 implica o seu conhecimento
em {2, desde que (2 seja conexo. No entanto, a demonstragao deste resultado sai fora do ambito
do curso.

Refira-se ainda que no caso de se tratar da equagao de Poisson, Au = f, a regularidade da
solugao u no interior de ) estd intimamente ligada a regularidade de f. E de esperar que haja
uma maijor regularidade, ja a soma das segundas derivadas terd que ter a regularidade de f, no
entanto, é claro que s6 podemos esperar que u € C™2 se f € C™.

2.1.2 Unicidade

Acabamos de verificar parcialmente a questao de existéncia, iremos agora abordar a questao de
unicidade num caso suficientemente geral, para solugoes v € C%(Q) N C(£2), em que © é um
dominio regular arbitrario.

Problema de Dirichlet

Para mostrar a unicidade para o caso do problema de Dirichlet, para a equacao de Poisson,
basta pensar que se tivermos uj e ug solu¢oes do mesmo problema (k = 1,2)

Aup=f em
up,=g¢ em Jf)

entao u = u; — ug verifica o problema homogéneo

Au=0 em)
u=0 em 0N

Através da 1%. férmula de Green,

Oz/uAu:/ uanu—/Vu~Vu:—/|Vu|2:Vu:()emQ
Q o0 Q Q

Assim v é constante em (2, e como v = 0 na fronteira, pela continuidade, u € C(Q), é claro que
u =0 em {2 e portanto u; = uo.
Problema de Dirichlet-Neumann

Usando o mesmo raciocinio, sendo u; e us solugdes do mesmo problema (k = 1,2)

Aug = f em Q,
u=gg em Y,
Opu=g1 em Iy,
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em que I'g UT; = 0f2, obtemos para u = u; — ue o problema homogéneo

Auy=0 em (),
u=0 em Iy,
Opu =0 em I'y,

e da mesma forma, separando, usando a la. férmula de Green isto implica que u é constante

em {2, e como u € C(£2), e também u = 0 em I'g, é claro que u = 0 em ).

Problema de Neumann

No caso do problema de Neumann, apenas sao impostas condigoes sobre a derivada normal na
fronteira, assim temos para duas solucoes u; e uo

Aupr=f em
Opug, = g em 0f),

e consequentemente para u = uj — ug verifica-se o problema homogéneo

Au=0 emQ
Opu =0 em 0.

Se aplicarmos ainda a 1¢ férmula de Green, podemos concluir que u é constante, mas como u
nao se anula em nenhuma parte de 92, nao podemos concluir que é nula. Assim sendo, retiramos
apenas que u = u; — uz = C em (2, ou seja as duas solucdes diferem por uma constante.

Portanto a unicidade no caso do problema de Neumann fica estabelecida a menos de con-
stante!

e No caso do problema de Neumann para além da unicidade nado estar estabelecida, pelo

teorema da divergéncia temos
/f:/Au: Bnu:/g
Q Q o0 o0

e torna-se necessario assegurar a condigao de compatibilidade

/mngﬂf, (2.5)

que no caso de fungoes harmonicas, em que f = 0, corresponde a verificar que g tem média nula,
Joq 9 =0.

2.1.3 Principio do Maximo

Iremos apresentar agora o chamado ‘principio do méximo forte’.
Note-se que designando por |V| o volume de V, e por |0V] a superficie de 9V, temos os
seguintes resultados para bolas de centro em zg e raio r em R,

|B(xo,7)| = adrd, |0B(xo,7)| = Jddrd_l,

em que og = |B(0,1)] = %’

em que I' é a funcdo gama?.

3A funcéo gama

I‘(z)z/ t*teTtdt
0
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Teorema 2.1.1 (Principio do Valor Médio). Seja u harmdnica em . Para qualquer bola
B(zg,r) C Q € vdlida a propriedade

1 1
u\xr = u dS = u d
(o) 10B(x0,7)| JoB(z0.r) (v) dsy |B(o,7)| /B(:L"o,r) (v) dy

Para além disso, a reciproca € vdlida, ou seja, se se verificar a propriedade anterior para qualquer
bola em ), entao a funcdo € harmonica.
Demonstragao: e.g. [7]. O

Observacao 1: No caso unidimensional, ja vimos que as func¢ées harmodnicas sao polinémios
do primeiro grau e é entao claro que

1 xTo+T

— ax + b= axy+ b,
2r

xro—T
o que corresponde a exactidao da regra dos trapézios para polinémios de grau 1.

Observacao 2: No caso em que consideramos funcgoes sub-harmonicas, ou seja funcoes
u: Au > 0, temos apenas a desigualdade

1

< — u(y) ds,,
0Bz Josar "

u(xo)

0 mesmo se passando para o integral de volume. No caso de fungoes sobre-harmodnicas, verifi-
cando Au < 0, a desigualdade aparece no outro sentido.

Teorema 2.1.2 (Principio do mdzrimo/minimo). Se u € C2(Q)NC(Q) e Au= 0 em Q, entdo

max u(xr) = max u(x minu(xz) = min u(x).
ma (z) max (z), min (z) min (z)

Ou seja, uma funcdo harmdnica no interior toma valores entre os limites definidos na fronteira.

é a generalizagao natural do factorial para niimeros reais (ou complexos), pois n! = I'(n+1), verificando-se sempre
a propriedade I'(z) = 2I'(z — 1).
Assim, apresentamos alguns valores para os ‘volumes’ de bolas unitdrias em varias dimensoes:
4 2 82 s
o1 =2, 00 =, 032?, 042?, 0521—5, 0’6:?7...
a que correspondem os valores 2, 2, 4, 272, %wz, 73 para as respectivas ‘superficies’.

Como curiosidade geométrica, o maior valor para o4 segundo esta férmula (que a priori apenas faz sentido para
nimeros naturais) é obtido para uma dimensao d = 5.25695... com o volume 5.277768... repara-se ainda que se
d — o0, entdo g4 — 0. O que significa, por exemplo, que para d > 12 um hiper-cubo unitario ndo ird caber na
hiper-esfera unitaria!

Quanto a superficie, a variagdo com d é a mesma, mas com uma diferenga de 2 dimensoes e vem multiplicada
pelo factor 27r. Assim, o méximo aparece em d = 7.25695... com a superficie 33.1612... e depois também converge
para zero.
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Demonstracao:
Vamos mostrar que se §) é conexo e u(zrg) = max,qu(x) = M entao u(x) = M em €.
Suponhamos que existia um V' C B(zg,7) C Q : u(x) < M, entao se V tiver medida nao

nula
1 1
ulrg) = ——— u(y) dy < 7/ Mdy=M
( 0) ’B($0,T)| /B(:co,r) <y) Y ’B(anT” B(xzo,r) Y

o que contradiz u(xg) = M. Assim V tem medida nula e u(z) = M no aberto B(zg,r). Como a
fungao ¢é analitica em ) conexo, entao pelo prolongamento analitico u(z) = M em €.

Agora, por continuidade, u(z) = M em 02 e portanto se o0 maximo ¢ interior, a funcdo é
constante e o mesmo valor é atingido na fronteira.

O mesmo raciocinio aplica-se para o minimo. O

Observacao 1: No caso de funcées sub-harménicas, Au > 0, obtemos apenas o principio
do maximo maxq u = maxgqu, € no caso de de fungdes sobre-harménicas, Au < 0, obtemos
apenas o principio do minimo ming v = mingg u. Para a demonstracao é necessdrio assumir
que o dominio verifica a condi¢do da bola interior, ou seja que em qualquer ponto zg de §2 existe
um ¢ > 0 tal que B(zg,e) C 2. Note-se em dominios com cispidas isto ndo acontece!

Observacgao 2: Note-se que é uma consequéncia da demonstragdao que, no caso em que a
funcao nao é constante, 0 maximo/minimo tém que estar na fronteira. No caso unidimensional,
como as funcgbes harménicas se tratam de rectas, é claro que num dos extremos toma o valor
minimo e no outro o valor maximo, a menos que se trate de uma constante.

2.1.4 Problema bem-posto

Falta apenas abordar a questdao da solugdo depender continuamente dos dados (numa certa
norma). Comegamos por verificar isso recorrendo ao principio do méximo.
e A solucao do problema de Dirichlet depende continuamente dos dados na norma do mdzrimo.
Com efeito, como dadas g1 e g2 fungoes em IS, se ||g1 — g2||lcoc — O isto significa que se
considerarmos o dado g = g1 — go, a solucdo u = u; — ueg ird verificar, pelo principio do maximo
(e do minimo...)
lulloo.0 = lglloe.00 = 0

ou seja ||u; — ualloo — 0, isto significa que o problema estd bem posto na norma do méximo
(que é a norma utilizada para funcoes continuas). O

e O problema de Neumann também estd bem posto se considerarmos unicidade a menos de
uma constante aditiva e admitirmos que os dados verificam a condicao de compatibilidade.

e O problema de Cauchy nao estd bem posto. Para além da propria questao de existéncia de
solucao (o problema é normalmente sobredeterminado), ilustramos o problema da dependéncia
dos dados, com o seguinte exemplo:

— Se considerarmos para cada m inteiro o problema

Au =0 em [0,4+00[xR
(Pm) ’LL(O, y) = gm(y) = % Sin(my)
anu(oa y) =0
e designarmos por u,, a solu¢ao do problema (P,,), vemos que g,, — 0, mas a solugao

1
U (T, y) = — sin(my) cosh(max)
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converge para infinito exponencialmente quando x — oc.

2.2 Diferencas Finitas - Equacao de Poisson

Consideremos a aproximacao da solucao de um problema em que é verificada a equacao de
Laplace ou Poisson num dominio € contido em R? utilizando um esquema de diferencas finitas.
Normalmente o dominio §2 nao é formado por pequenos quadrados, apenas podemos aproxima-
lo usando pequenos quadrados e definindo um dominio aproximado . Repare-se que isto é
semelhante aquilo que acontece quando através de pixels num écran sdo aproximadas formas
arredondadas, quanto mais pequenos forem os pequeno quadrados, melhor serd a aproximacao
da forma geométrica do dominio... No entanto, isto tem como contrapartida um consumo de
tempo e memoria acrescido, j4 que implica um grande nimero de incégnitas no sistema de
equagoes que se ird resolver. Qutra grande dificuldade é efectuar aproximagoes com condigoes
de fronteira que utilizem a normal (p.ex. as condi¢oes de Neumann), ja que no dominio reticulado
temos apenas normais verticais ou horizontais.

S N—

pal N

Figura 2.2.1: Aprozimacdo de um dominio Q por um dominio Q, e espacamento do reticu-
lado.
2.2.1 Aproximacao do Laplaciano

Supomos entdo que €2 é um dominio aberto bem definido num reticulado (ou malha). Os pontos
desse reticulado s@o (z;,y;), tendo-se
Tit1 = T + hey Yit1 = yi + hy,

com h, = hy = h ou com valores diferentes. Utilizando esta malha, as derivadas de segunda
ordem podem ser aproximadas usando as aproximacoes deduzidas na primeira parte. Assim,
querendo aproximar Au num ponto (z;,y;), pertencente ao reticulado, consideramos

9 Cu(wir, ;) — 2u(@, yp) +ulzic,y) b2y
8:;;“(%’ yj) - hg: - Tgaxu(gxa yj)

e da mesma forma

uw(i, Yjp1) — 2u(my, y;) + (@i, yj—1) hy
asu(xlay]) = ! h% ’ ’ - 1_;8;“(%751/)
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Abreviando as notagoes, u;; = u(x;,y;), ficamos com

Uitlj — 2uij +ui—1y | Wig1 — 2ug + Uiy
Au ~ Yt i iy Uig+ j J

02 02 ’

em que o erro serd em O(h2) +O(h§)... isto assegura que o esquema de aproximagao é consistente
e de segunda ordem.

Algumas notagoes

e Iremos usar a notacao A para designar esta aproximacao de segunda ordem do laplaciano, ou
seja
— 2 Ui Uil = 20+ Ui
h2 h2 )
T Y

A Wit1,j
Auij = (26)
Esta estrutura de aproximacao de segunda ordem do laplaciano sugere uma molécula em
forma de cruz, j4 que a disposicao na malha dos 5 pontos envolvidos w;j, Uit1,j, Wi—1,5, Wi, j+1, Wi j—1
se assemelha a uma pequena cruz. Existem outro tipo de aproximagoes, de ordem superior, que
utilizam mais pontos e levam a outro tipo de moléculas (ver exercicios no final do capitulo).

Uij+1

Uitl,j

Figura 2.2.2: Molécula em forma de cruz na aprorimacdo de sequnda ordem de A.

e Para facilitar as notagoes iremos supor no que segue que §2 = Q.

No caso em que ) # Q, hé duas possibilidades distintas de lidar com a aproximacio da
fronteira.

i) Trabalhar com 00 e considerar uma aproximagao que consiste em estabelecer uma pro-
jeccao IIj, de 9N para 92, e definindo uma funcéo § a partir de g através de g(z;, yi) = g(x,y),
em que (z;,y;) = Hp(z,y) com (z,y) € OS2 Neste caso existe um erro nesta projeccdo, mas
podemos continuar a utilizar o reticulado e a aproximacao de segunda ordem do laplaciano.

ii) Trabalhar ainda com a verdadeira fronteira 0€). Neste caso, nos pontos interiores préximos
da fronteira, ja nao poderemos usar um reticulado com néds igualmente espacgados, ja que eles
devem estar sobre a fronteira. Devido a este facto, a cruz da molécula deixard de ser simétrica
(ver figura) e o laplaciano nesses pontos ja nao ird ser dado com uma aproximacao de segunda
ordem.

Figura 2.2.3: Molécula em forma de cruz descentrada, usada na aprorimacdo de A, préximo
da fronteira original.
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Com efeito, se consideramos (i, yj1) = (zi,y; £ hy ), (zix1,y5) = (zi £ h3,y;), é claro que

h)? Bt)3
Uigrr = Ui+ Dy Oyuis + %{%Uzj + thy ) Bu(&y)
- (hy)? (h7)3

y’
. - . - hy . e,
com Oyu;j, hd que multiplicar a primeira equagao por R Mesmo assim, isto permitira obter

e como podemos ter h; # h,, a simples soma das equagdes ja nao faz desaparecer a o termo

apenas uma aproximacao de primeira ordem de Bsuij, ja que se mantém os termos de terceira
ordem, passando-se obviamente o mesmo para a aproximagao de 02u;;.

e Iremos usar a notagao {2, para designar o conjunto discreto dos pontos do reticulado que
estao no interior de 2 (relembre-se, assumimos €2 idéntico a €2 no que se segue). Ou seja, sendo
R2 o conjunto dos pontos do reticulado, temos

Q= {(z45,y;) € Ra = (x5,y5) € Q).

Da mesma forma, iremos usar a notagao 9Q, = {(zi,y;) € Ra : (z;,y;) € 00} e Qp, = Q) UOQ,.
Iremos ainda usar a seguinte notacao para os pontos do reticulado, p;; = (z,y;).

e Introduzimos também o operador de truncatura local para o laplaciano, que nos da o erro
nos pontos p;; € 2y,

T(u)ij = Au(zs, y;) — Au(i, y;)
e ja vimos que temos
-1

2.2.2 Equacoes nos pontos interiores

No esquema de segunda ordem adoptado, é facil constatar que, conhecendo os quatro pontos
das extremidades da cruz, podemos atribuir um valor ao centro. No entanto enquanto as ex-
tremidades nao tocarem a fronteira, esses valores sao também incégnitas. Os pontos interiores
sao portanto obtidos através da resolucao de um sistema linear.

No caso da discretizacao da equacgao de Poisson, impomos

- 1 1
A(uij) = 33 (Wivrj = 255 + tio15) + 55 (Ui g1 = 205 + uij-1) = fis (2.7)
T Y

para qualquer ponto (z;,y;) € Q4. Ou seja, sendo N = #€,, ficamos com N equagoes.
No caso de aproximar Au = 0, podemos ainda deduzir que

h2 B2
_ Y . . . . . .
Ujj = 20h2 + h;) (Wit1,j + wi—1,5) + 202 i hf,) (Wi jr1 + wij—1) (2.8)
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e reparamos que quando h, = h, ficamos simplesmente com

1
uij = 7 (Uit + Ui-1 + Uiger + Uig-1). (2.9)

Observagao: As férmulas (2.8) e (2.9) sao as versoes discretas da férmula da média. No
caso da férmula (2.8) hd uma média ponderada, ja que os valores de h, e hy sao diferentes, mas
a soma dos pesos ¢ 1, e no caso da férmula (2.9) é imediato.

2.2.3 As condicoes de fronteira

Aproximacao com Condicao de Dirichlet

Quando consideramos condi¢oes de Dirichlet, as Unicas incégnitas sdo os valores nos IN pontos
interiores, ja que nos pontos da fronteira, (z;,y;) € 0§, impomos obviamente

U5 = Gij-

Portanto temos N equagdes (2.7) para N incégnitas, o que nao nos garante a partida que o
sistema tem solugao, nem que é Unica, mas pelo principio do maximo discreto que veremos de
seguida, concluiremos que existe e é Unica.

Figura 2.2.4: Esquema de diferencas finitas num quadrado. Distincdo entre os valores dados
na fronteira e as incognitas nos pontos interiores.

Aproximagao com Condigao de Neumann

Antes de prosseguir com a anélise, referimos que o método das diferencas finitas néo é aconsel-
hado para problemas num dominio nao inserido num reticulado, especialmente quando aparecem
condicoes de Neumann, ji que qualquer dominio reticulado admite apenas quatro possiveis di-
recgoes para a normal, (+1,0) ou (0,+£1). De qualquer forma, admitindo, por exemplo, que a
condicao de Neumann é colocada numa parte da fronteira em que a normal é constante, podemos
obter aproximacoes com interesse.
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Considere-se, sem perda de generalidade, a aproximagao da derivada normal num ponto
(xi,y1) que assumimos ser dada por O,u;1 = —Jyu;1 = ¢i1.Uma hipdtese que ndo garante bons
resultados numéricos ¢ fazer a aproximacao de dyu;; considerando uma aproximacao de primeira
ordem que nao necessita de pontos extra, com 9yu;1 = ulzh;y““ + O(hy).

E importante notar que nestes pontos em que estao impostas condicoes de Neumann, apenas
a derivada normal é dada, o valor da funcdo surge também como incognita. Assim, aparece
i 3 i 3 i 5 o U2 U4 4
mais uma equagao que, pela aproximacao anterior, serd —g;; = = que é compensada pela
existéncia de mais uma incognita, w;1.

Vamos agora tentar obter uma aproximacao de segunda ordem, adequada a aproximacao que
consideramos nos pontos interiores. Para esse efeito desenvolvemos

2
uiz = ui1 + hy(Oyu)i + jy(a;u)il +O(h3)

e admitindo que tinhamos a equagao de Laplace sai também (8§u),~1 = —(0%u); = _hl?(ui“rl,l -
2ui1 +ui—11) + O(h2). Substituindo, ficamos com
hz2/ 1 2172 3
w2 = w1 — hygin — jﬁ(uiﬂ,l — 2ui + Ui—l,l) + O(hx)hy + O(hy)7
x
ou seja,
1 hz% 1 2 2
gir = 3= | Ui — Uiz — 7ﬁ(ui+1,1 —2up +ui-11) | + O(hy)hy + O(hy)
Y T

0 que ja é uma aproximagao de segunda ordem.
Neste caso, a equagao a incluir é

h2 1

w2 = Uil — hygil — Eyﬁ(uwl,l — 2u1 + ui—1,1) (2.10)
X

e que, no caso hy; = hy, = h, fica simplesmente

1
Uiz = 2ui1 — hgin — = (Wit1,1 + wi-1,1)- (2.11)

5

Observagao: Repare-se que no caso em que se tem a derivada normal nula, a equagao (2.11)
volta a ser uma férmula da média, ja que obtemos u;; = %uig + i(ul‘+171 +ui—1,1), de certa forma
admitindo que existiria um ponto extra tal que u;y = u;o.

2.2.4 O problema discreto

Iremos agora estabelecer o correspondente discreto do teorema do méximo, e assim podemos
estabelecer facilmente a unicidade e também uma estimativa para controlar erros no interior a
partir dos erros na fronteira.

Teorema 2.2.1 (do mdzimo/minimo discreto). Se w;j verifica a equagdo de Laplace discreta

A(ui;) = 0 (para pontos p;; € ), entdo

max ;; = max u;, min u;; = min
pij EQ Dij €O, pi €Qn Pij €Oy,
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Demonstragao:
Suponhamos que o méaximo/minimo era atingido num ponto p;; € 2.
Usando a férmula

uij = o(Uit1,j + wi-1,5) + B(Uij1 + wij-1)

ja vimos que u;; ¢ o baricentro dos 4 pontos u; 1 j,ui—1,5, Ui j+1, Ui j—1, porque a soma dos pesos,
com ) )
a = hy B _ ha:
- 2 2y P 2 2Y’
2(h% + h2) 2(hz + h2)

¢ igual a 1. Como estes pesos sao positivos u;; estd compreendido® entre os valores dos 4 pontos
de Vij = {uit1,5, wi-1,5, Ui j41, Uij—1}-

Portanto min V;; < u;; < max V5.

Como u;j = o(wit1,; + ui—1,5) + B(uij+1 + uij—1) é uma média, sé ha duas possibilidades,
ou a desigualdade é estrita ou entao hd igualdade em todos os pontos de V;;.

Se houver igualdade em todos os pontos, a fungao é constante, porque o mesmo se ird passar
para qualquer ponto de V;; que também serda maximo/minimo. Se a desigualdade for estrita isso
contradiz a hipétese de ser maximo/minimo em p;;. O

Definindo a norma do maximo num conjunto discreto w,
Uijlloo,w — MaX |Ujzq
gl oo = max ],
é consequéncia imediata que, nas condicoes do teorema anterior, temos

||uij||oo,(2h = ||uij||oo,8(2h~

Apresentamos também um principio do méximo para a discretizagao de fungdes sub-harménicas,
em que a demonstracdo anterior se repete, e que podera ser visto como um corolédrio. Analoga-
mente, poderiamos estabelecer um principio do minimo para fungoes sobre-harménicas discretas.

Corolario 2.2.1 Seja u;j : Au;; = fi; > 0, entdo
max t;; < max U,
Qp oy,

Demonstragao:
No caso mais simples, em que h, = hy = h, ficamos com

" 1
fij = Buig = 55 (Ui + vimrj + s + o1 — dugg),

e portanto
h2

uij = 7 (Uit + ui-1 + g +uig-1) = - fige

Como f;; > 0, mais uma vez concluimos que u;; < max V;; e a demonstragao anterior repete-se.
O

4 Nota: Se tivermos > ; = 1, com «; > 0, entdo teremos

min u; = E a; minu; < E au; < E o Max u; = maxu;.
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Problema de Dirichlet discreto

Teorema 2.2.2 Uma solugao do problema de Dirichlet discreto para a equacdo de Poisson existe
e € unica, havendo também dependéncia continua dos dados na fronteira.

Demonstragao:

Unicidade:

Se pensarmos em duas solucoes w4 do problema de Dirichlet discreto para a equacao
de Poisson, temos .

Aqu-“’ = fij em (Qy, € ugj) gij em Oy,

Se fizermos u = ) —u® obtemos a equacao de Laplace condi¢oes de Dirichlet nulas e portanto
[wij ] oo.q,, = lwijlloo,00, =0

o que implica u;; = 0 em Q.

FExisténcia:

Ja tinhamos visto que o nimero de equagoes é igual ao nimero de incégnitas, igual a #y,
e como acabamos de ver que o sistema homogéneo tem solucao tnica, o sistema serd sempre
possivel e bem determinado.

Dependéncia continua dos dados:

Ela é imediata em qualquer sistema invertivel. Mas podemos especificar mais, ja que se
tivermos uma perturbacao g;; dos dados g;;, entao a diferenca entre as solugoes correspondentes,
Ui;— uij, verifica a equagado de Laplace discreta (assumimos que f;; nao é perturbado) com
condicao de Dirichlet dada por g;; — gi; e temos

[Tij — wijlloo.q, = 1Gij — Gijlloo,00 -

Conclui-se assim que o erro no interior serd menor ou igual que o erro na fronteira. O

Problema misto Dirichlet-Neumann discreto

Teorema 2.2.3 O problema misto Dirichlet-Neumann discreto € bem posto.

Demonstragao:
A demonstracao é semelhante. Repare-se que neste caso devemos considerar o problema

A’LLZ'J‘ = fij7 cm Qh

. — 40 0
Uij = Y5j sobre I'y
Onyj = gilj sobre F}L,

com Of), = F?L U F,ll.

Dadas duas solucoes u 4@ verificando este problema, teremos u = u) — 42 verificando
condigoes homogéneas, isto é, u;; = 0 em F?L, e Opui; = 0 em F,ll. Neste caso, a equacao discreta
fica (num ponto (,1) da fronteira I'})

hZ 1

— (i1, — 2ui1 + ui—1,1)

1 y
Uiz = uin — hygin — = 73
2 12
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e como g' = 0, temos
h2
Uig = it — 5 (Wir11 — 2ui1 + Uim11)
h2 ’ h2
& up+ ﬁ(uiﬁ-l,l +ui—1,1) = un (1 + h—%)

h2
& hiuig + F(uiy11 + uio11) = ui (h2 + h3)
2

h2 h
& Uil = LU + Y Ui4+1.1 + Wi—1.1
i h2+h2 ™" 2(h§+h§)< trl =1, )

ora isto significa que um ponto da fronteira ¢ ainda o baricentro dos trés pontos w;o, Uit1,1, %i—1,1

: i i d 5 igual a 1
T 5 5 AQ
RILRD ) RTR) ) (note que a soma dos pesos ¢é igual a 1).
Isto significa que nestes pontos, em que se aplica a condicdo de Neumann nula, ainda é valido

o principio do maximo local, ou seja, ou a fungao é constante, ou

com oS pesos respectivos

w1 €] min{wio, w11, Ui—1,1}, max{ w2, Uit1,1, Ui—1,1}]-

Portanto a funcéo nunca atingird valores extremos em pontos com condicao de Neumann
nula, consequentemente atingira sobre a parte da fronteira I’ 2, onde temos a condicao u;; = 0,
logo pelo principio do maximo, haverd solucao nula.

A existéncia resulta da unicidade e de o niimero de equagoes ser igual ao niimero de incégnitas.

No caso mais simples h, = hy, = h, temos as equagoes para os pontos interiores p;; € 2y,

1
Ujj = Z(Uz’ﬂ,j + Uim1,5 + Ui g1 + Ui 1),
os valores em F?L sao dados, e temos ainda as equacoes para os pontos de fronteira F,ll, dadas tal
como em
1 ho, o1
“i1:§“i2+§ i1+1
No total teremos #£2, + #F}L equagoes e incégnitas, pelo que a unicidade do sistema homogéneo
implica que o sistema seja possivel e bem determinado.
A dependéncia continua dos dados resulta da invertibilidade do sistema. O

(Wit1,1 + Ui—1,1)-

Problema de Neumann discreto

J4 referimos que o método de diferencas finitas nao é o mais adequado para este tipo de proble-
mas. Com efeito, como temos condicoes de Neumann em toda a fronteira, surge-nos imediata-
mente um problema nos cantos do dominio em que a normal nao esta definida. Admitindo que
o canto é apenas devido a aproximagao geométrica, temos mesmo assim alguns problemas...

Se repararmos nas equacgoes colocadas sobre os pontos da fronteira ps; e p1a2, torna-se claro
que é preciso ter um valor no canto p11, para a aproximacao de segunda ordem. Artificialmente,
podemos pensar em impor ue; = u11, 0 que significa adicionar uma equacao e uma incognita,
repetindo o processo nos outros cantos, seguindo uma certa orientacao. Isto permitird obter
#Q), equacdes e incégnitas. S6 que agora, ndo iremos ter um resultado de unicidade no sistema
homogéneo... De facto, seguindo a demonstracao anterior apenas poderemos concluir que a
funcdo serd constante, e como nao ha condicoes de Dirichlet nulas em nenhum ponto, nao
podemos concluir que é nula! Devido a isso, também sé podemos concluir a existéncia caso seja
verificada uma condicao suplementar.
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Isto nao é estranho, ja que tinhamos visto no caso continuo que o problema de Neumann
apenas estaria bem posto a menos de constante aditiva e se fosse verificada a condicdo de
compatibilidade (2.5). Essa condigao de compatibilidade resultava imediatamente do teorema da
divergéncia, e podemos estabelecer qual o correspondente no caso discreto da mesma forma.

Com efeito, supondo que Auij = fi; em (2, escrevendo

hAuij; = diug; — diui—1,; + daug; — dauij—1,

Uit1,j—Uij Wi j+1—Uij

em que diu;; = , € dou;j = —5—L obtemos

S ohfy= > (diwy —diwiag)+ Y (daui; — dauiy1)

i=1,...,N i=1,...,N i=1,...,N
j=1,N j=1N j=1,.N
e pela propriedade telescépica
E hfij = g (diun,j — diug,;) + (dauin — dauip),
i=1,..,N j=1,..,N i=1,...,N

j=1,...N

ou seja,
hd fi= ) Owii= ), i
Dij €Q, Dij €00 Dij €00

isto, se considerarmos a aproximagao de primeira ordem de O u;; = gij.

e O problema pode ser contornado se for imposta uma condicdo de Dirichlet num tnico
ponto da fronteira. Desta forma voltamos ao enquadramento do problema Dirichlet-Neumann,
e a unicidade do problema homogéneo (gragas & condigao de Dirichlet nula nesse ponto) permite
garantir que o sistema é possivel e determinado. Isto podera parecer demasiado artificial, mas
corresponde simplesmente a atribuir um valor concreto a constante, e o valor da ‘derivada
normal’, que nao é atribuido nesse ponto, é automaticamente calculado de forma a que condicao
de compatibilidade seja satisfeita.

2.2.5 O sistema linear no caso de um rectangulo
Consideramos agora que 2 é um rectangulo e 2, é o conjunto dos nds igualmente espacados
definido por um reticulado R. Em cada ponto p;; € €, temos a equacao (no caso Laplace)

wij — o(Uit1,j + wi-1,5) — B(Uij41 + uij-1) =0,

h2 h2 . . .
— Yy — T
em que o = griyay, 8= T Assim, a matriz do sistema aparece sob a forma de blocos

[ K —BI 0 0
-8 K  —pI :
0 o
: -BI K  —pI
0 0 —BI K
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em que —fB1 é um bloco com uma matriz diagonal e em que o bloco K é dado por

(1 —a 0 -~ 0
—a 1 —o
K=1p B (]
: —a 1 —o
| 0 e 0 —a 1

Esta estrutura com n, x n, blocos de dimensao n, X n; resulta de considerar uma numeracao
sequencial do tipo

1 2 3 e Ny

por exemplo, num caso em que consideramos n, = 6,n, = 6 temos a figura seguinte.

Figura 2.2.5: Numeracdo ordenada dos nds num rectangulo 6 x 6.

Esta estrutura permite ver que a matriz serd uma matriz com diagonal dominante (mas nao
estritamente dominante!), e até concluir que é irredutivel (pois trata-se de uma matriz tridiagonal
com blocos nao nulos), o que permite concluir a invertibilidade (j& antes demonstrada). E como
a diagonal é positiva, podemos concluir que se trata de uma matriz simétrica definida positiva.

2.2.6 Dominio genérico - aplicacao de métodos iterativos

Se no caso de um rectangulo é razoavelmente imediato construir a matriz associada ao sistema,
para dominios com geometrias mais complicadas isso pode ser bastante mais moroso. Por outro
lado, como as matrizes do sistema sao esparsas, tornou-se bastante comum utilizar métodos
iterativos para a resolucao do sistema linear. Isto revelou-se eficaz, usando o método de Gauss-
Seidel, e especialmente o método SOR, ja que a matriz obtida é simétrica, definida positiva, e
nessas condicoes os métodos convergem.

No caso de um dominio €2, qualquer, com pontos p.,,, vamos admitir que a matriz é M.
Iremos usar indices duplos,.assim, numa linha com indice duplo (i, j), temos a equagao

Z MijmnUmn = wij — a(uiy1; +ui—15) — B(uijr1 + uij-1).
pmnegh
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Consequentemente, o valor M;;; ¢ dado pela equacao substituindo w,, = O ki, €M que Oy ki
é o delta de Kronecker para os indices duplos (m,n) e (k,1). Assim, podemos provar que mesmo
no caso de um dominio genérico a matriz é simétrica e definida positiva.

(i) Para qualquer dominio Q2 a matriz M € simétrica.

Como jé referimos, usando tmmn = Oy k1, Obtemos

Mij 1 = 0ij it — @(Oit1,5ik1 + 0im1jikt) — B(0ijr1:k1 + 0 j—1:k1),

ou seja,

1, se(i,j) = (kvl)
—Q, 8Se (Z + 17.7) = (kvl)
_Bv se (Z7j + 1) = (k’l)

0, caso contrario.

M =

Devido as equivaléncias
(i £1,5) = (k1) & (kF 1,1) = (i, )
(1, £1) = (k1) & (k,1F 1) = (i,))

torna-se claro que o valor My, ;; iria produzir o mesmo resultado, concluindo-se assim a simetria
da matriz para qualquer dominio.

uij = (Uit +ui—17) + Bluijr1 +uij-1) = uj,

(ii) Para qualquer dominio €y, a matriz M € definida positiva.

Reparamos que mais uma vez em qualquer linha existe uma dominancia (ndo estrita) do
termo diagonal. Pelo teorema de Gerschgorin (e.g. [1]), como a matriz é simétrica podemos
concluir que todos os valores préprios pertencem ao intervalo [0, 2]. Como ji vimos que o prob-
lema discreto é bem posto, o sistema é invertivel e podemos excluir o valor préprio nulo. Assim,
os valores préprios estao no intervalo |0, 2] e portanto a matriz M é definida positiva, podendo
aplicar-se os métodos de Gauss-Seidel e SOR.

Método de Gauss-Seidel

A aplicacao do método de Gauss-Seidel é extremamente simples, no sentido em que basta esta-
belecer o processo iterativo
(k+1) (k) (k+1) (k) (k+1)
wig =gyt g) A+ B fy ).
Aqui estd implicita uma ordenagao... os termos u;_1,; aparecem anteriores a u; j (e 0 mesmo se
passa para os termos u; j—1), o que é feito automaticamente ao serem definidos os ciclos em %

e em j. Com efeito, computacionalmente, resume-se a definir uma lista com os valores Ui, €
dentro de um ciclo em i e em j, atribuir simplesmente

i 1= i ) Tui—1,50) + B g Fu,—)-

Como o valor recentemente atribuido é o que consta nos registos de wj;_1 ; e de uf j—1)),
a implementagdo do método de Gauss-Seidel é imediata (ao contrario do que aconteceria se
tentassemos implementar o método de Jacobi, pois seria preciso guardar numa outra lista os
valores anteriores)!
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Outra vantagem deste processo ¢ que basta atribuir inicialmente os valores na fronteira g;;
a uy; ;) € executar o ciclo apenas nos pontos p;; € €, (excluindo assim os pontos da fronteira
Dij € o).

Os valores uj; jj para os pontos p;; € {25 podem ser inicializados com um valor qualquer (por
exemplo, zero). No entanto, no caso da equagao de Laplace, como ja sabemos que a solugao no
interior estard entre os valores maximo e minimo dados na fronteira, serd de bom senso inicializar
com uma média dos valores da fronteira.

E ébvio que, como os tinicos valores conhecidos sdo os valores da fronteira, o método iterativo
dara pior resultados na generalidade dos pontos interiores. H& que pensar que a informagao
da fronteira apenas chegard verdadeiramente aos pontos mais interiores apés um nidmero de
iteracoes razoavel. Esse nimero de iteragoes estd directamente ligado ao nimero

r= max_{|li—k[|j -1}
Dij PrIER

que é o correspondente discreto do didmetro de €. Assim, se considerarmos uma aproximacao
exigente, com bastantes pontos internos, sera também preciso exigir um grande nimero de
passos no método iterativo, no minimo o numero devera ser superior ao dobro de r para que a
aproximacao tenha algum significado.

Nao é uma boa estratégia tentar imediatamente obter uma aproximacao com um grande
numero de pontos internos, como ja vimos isso exige um grande nuimero de passos no método
iterativo. O melhor processo é comecar por considerar poucos pontos internos para obter uma
aproximagao rapidamente e usar essa aproximacao como iterada inicial numa discretizacao com
um maior numero de pontos. Normalmente, considera-se um novo h = h—;, ou seja, é¢ metade do
anterior A*. Ou seja, supondo que tinhamos obtido os valores iniciais para um certo h* = 2h,
entdo poderfamos inicializar u; ;) a partir de uﬁi*,j*]] da seguinte forma. Sendo p;; = pj (i.e.
(4,7), nos novos indices, representa o mesmo ponto que (i*,j*), nos antigos), aos valores

U1 Y1500 lig+10)> Ylli1,5+1])

¢é atribuido o valor de uﬁi* )" Isto garante que os valores iniciais estejam ja proximo da solugao
2

e rapidamente poderemos obter bons valores, sem haver necessidade de considerar um niimero

exagerado de passos no processo iterativo.

Método SOR

Outra hipdtese para melhorar o processo iterativo, é acelerar a convergéncia usando um método
de relaxacio, mais concretamente o método de relaxagao SOR (sucessive over relaxation®):

k k k k k
=(1- w)ugj) +w (a(ul&r)l’j + uz(_Jlrlj)) + B(uz(~7j)+1 + ufﬁ?))

em que w €]0,2[ é um parametro qualquer (no caso em que w = 1, obtemos o método de
Gauss-Seidel).

®Teorema (Ostrowski): O método SOR, converge para matrizes definidas positivas desde que w €]0, 2[.
Trata-se também de uma condigdo necessdria (Teorema de Kahan) desde que se exija a convergéncia para
qualquer iterada inicial.
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H4 um valor optimal para w, que designamos por w* €]1,2[, para o qual a convergéncia do
método SOR serd mais rapida. No caso de um dominio €2 qualquer nao é possivel estabelecer
a priori qual o melhor valor. No entanto, no caso de um dominio rectangular, é possivel mesmo
mostrar que dada a matriz® M = L + D + U, definindo B = D~!(L + U), o valor optimal ser
dado através do raio espectral de B,

p(B) = %(cos( 1) + cos(

Ny + ny"‘

)

na formula

*

2
1+ /I aBR

No caso n, = n, = n, fica simplesmente

. 2
w = ,
1+ /1 —cos(757)?
ou seja,
. 2
w = P Y
1 +Sln(n—+1)

Como a rapidez de convergéncia serd independente dos dados de fronteira, uma vez determinado
o factor w* ele podera ser ainda utilizado para outros problemas. Para confirmar a rapidez de
convergéncia, podemos usar uma solucao conhecida, como as obtidas no método de separagao
de varidveis.

l1.61

1.2+

10 20 30 10 50

Figura 2.2.6: Nesta figura mostra-se a influéncia da dimensdo do sistema na varia¢do do
parametro optimal w* do método de SOR. O caso apresentado € o caso de um quadrado, em
que € possivel obter uma formula explicita. Podemos constatar que mesmo para um sistema de
dimensao pequena, os valores optimais verificam normalmente w > 1.5, sendo assim aconselhdvel
proceder a utilizacdao de um parametro de relaracdo superior a 1.5. No entanto, deve ter-se em
atencao que, caso w esteja demasiado proximo de 2, e devido ao rdpido crescimento do erro para

parametros superiores ao valor optimal, o método de SOR pode ser menos eficaz que o método
de Gauss-Seidel.

5A decomposicio M = L + D + U significa, como habitualmente:
L =parte de M inferior & diagonal,

D =parte diagonal de M,

U =parte de M superior a diagonal.
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Erro do sistema — estimativas a posteriori

Relembramos brevemente uma parte relativa a métodos iterativos para sistemas lineares e como
é possivel ter uma nogao do erro que é cometido na aproximacao da solucao do sistema. Seja
Mu = b o sistema a resolver. Decompondo a matriz M na forma M = L 4+ D + U, definimos
para w # 0,

1 1
M,=L+=D, Ny=(1-—=)D+U
w w

C,=—M,'N,

e verificamos que se trata de um método de ponto fixo em que a funcao iteradora é Gu =
M;'b + C,u, ficando assim definido o processo iterativo

Uyl = Mujlb + C,u, & Myuy1 = b — Nyuy,
S U1 =wD b+ (1 —w)u, —wD H(Lu,yg + Uuy),

0 que é equivalente a processar a iteracdo da forma especificada no inicio deste paragrafo.

Sabemos que para o método do ponto fixo sao validas as estimativas de erro

il < IO — nda lha — a | < LGl
[lu =[] < J[Cul["[lu = uol|, ou ainda |ju —u,|| < o pllus — o],
1- H w”

no entanto, calcular ||C,,|| ¢ impraticével, num caso genérico, pois implicaria o cdlculo de matrizes
inversas.

Mas, como u,+1—u, = C,(u,—u,_1), é possivel ter uma no¢ao do valor de ||Cy|| efectuando

a razao I I
Up+1 — U
p, =t < 1Cw ],
[an — ap—1]|
e apesar de podermos garantir apenas a majoracao e nao a minoracao, para valores de n elevados

a razao 1, dd-nos um valor aproximado de ||C,||.

2.2.7 Convergéncia e estimativa de erro

Vamos agora seguir [10] para mostrar a convergéncia do método de diferengas finitas e a esti-
mativa de erro.

Lema 2.2.1 Consideremos Q, wm conjunto discreto qualquer, contido num quadrado Q =
[0,a] x [0, a]. Entdo
a® ~
max |vi;| < max |vij| + — max |Auvj (2.12)
DPij €Qp Pij €OQ Dij €Q
Demonstragao.
Consideramos a funcdo auxiliar w(z, y) = 1z
em () temos

2 e observamos que nos pontos pij do reticulado

CL2

OSwz‘j_?
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onde w;; = w(z;,y;). Portanto,

Ay = A ezt e Y o = L eh —ahan?
Aw”—h2(2(xz+h) 22951-—1-2(30@ h))—h2(xlh z;h + h?),

ou seja, Awij =1.
Definimos agora
+
v; = +v;5 + wi; M,
em que M = maxgq |Av;;|. Para qualquer ponto interior, p;; € €, temos
A’Uz-j; = j:A’Uij +M>0

e assim pelo principio do maximo discreto,

2

+ + a
v < max v.., = max (Lxvpm + WpmM) < max (Lv + —M.
K Prnm €0, nm Prm €0 ( o e ) Prm €Ny, ( nm) 2

Reparando agora que, pela definicao de M,
tv;; = vf]:- —wiM < vij][- ,

surge imediatamente
2

a
ivij < I%%X(:E'Uij) + EM
que implica o resultado. O

Assumindo uma regularidade da solucdo u € C*(Q), podemos agora estabelecer uma ma-
joragao para o erro pontual |e;;|, definido por

€ij = u(mlvyj) — Uigg,
e para a norma ||ep||, , definindo e}, = (e;5), o vector do erro.

Teorema 2.2.4 Seja u € C*(Q) a solugdo exacta do problema de Poisson. Consideremos Qy,
um conjunto discreto aprovimagdo de Q, e contido num quadrado Q = [0,a)?. Entdo

€3] < miax |u(wi, y;) — wis| < Cihg + Cohy, (2.13)
h
em que C, = % maxyeq |Oiu(w)|,Co = g—i maxweq |Oyu(w)|. Ou ainda, se hy = hy = h,

2
a
llenlloo = lul@i, yj) — wijlloosn < o5 (102ulloo 0 + 110yullc @) B*. (2.14)

Demonstragao:
Ja vimos que o operador de truncatura local para o laplaciano verifica, para p;; € Qp,

—1
T(u)ij = Au(z;, y;5) — Au(zi, y;) = ﬁ(h:%aiu(fu yi) + h20gu(zs, &5)).
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Definindo vy = u;; — u(z4,y;), como Au(z;,yj) = fij e também Auij = fij, entdo
Avij = fij — Dulzs, y;) = Du(wi, y;) — Dulwi, yj) = 7(w)is.
Como as condicoes de fronteira sao iguais, obtemos
vij = wij — uw(x;,y;) = 0 para (z,y;) € 0Q,.

Pelo Lema anterior,

a? X
max |vi;| < max |vy| + = max |Avgl
i h

Pij € pij E0Q pi €,
e portanto 2
pglgs%{h lu(zi,y;) — uij| <0+ % pf?gi}l{h |7 (w)45].
Concluimos que
a? 2 94 9 nd
max fu(i,y;) = uig| < 57 max [B07u(&,y;) + hdyula: &)

e deduzimos o resultado. O

Observacao: A demonstracio foi apresentada para o problema de Dirichlet, mas podemos
reparar que se tivessemos um problema que incluisse numa parte F,ll condigoes de Neumann,
0 mesmo raciocinio seria aplicdvel, se admitisse erro nulo na aproximagao da derivada normal.
Com efeito, a unica parte que seria diferente diria respeito a maxy, . coQy, |vij| que, no entanto,
continuaria a ser nulo, ja que as condi¢oes de Neumann nulas (se o erro fosse nulo) implicariam
que 0 maximo seria em F% que teria condigoes de Dirichlet nulas.

2.2.8 Caso tridimensional

Com é obvio, toda a anédlise que foi efectuada anteriormente pode ser estendida sem grande
dificuldade para dimensoes superiores, tudo se resume a considerar uma nova aproximacao dos
operadores diferenciais. Por exemplo, no caso tridimensional, o operador de Laplace passara a
ser aproximado por

Uig14k — 2Uijk + Uim1jk
2
hz

U1k — 2Uik + Ui j—1k N Ui g k1 — 2Uijk + Ui jk—1

+ 2 2
hy P (2.15)

Aujp, =

que constitui ainda uma aproximacao de segunda ordem. No caso mais simples, da equacao de
Laplace, e se considerarmos h, = hy = h., obtemos imediatamente a férmula da média discreta

1

Uik = g(uiﬂ,j,k F U1k F Wi 1k i1k + Ui k1 T+ Wigk—1), (2.16)

o mesmo acontecendo para dimensoes superiores...
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2.3 Outras equacoes e sistemas elipticos

Vamos agora abordar ligeiramente casos de outras equagoes, de ordem superior, e também alguns
sistemas de equacdes elipticas.A nocao de operador eliptico existe para operadores diferenciais
de ordem superior e também para operadores vectoriais. Iremos ver alguns casos mais significa-
tivos, que tém aplicacdo em problemas da fisica-matematica. Nomeadamente, o iremos abordar
ligeiramente o operador bilaplaciano, o operador da elasticidade (ou de Navier) e o operador de
Stokes.

2.3.1 Bilaplaciano

Com aplicagdo importante na teoria da deformacao de placas (com espessura negligencidvel),
introduzimos o operador bilaplaciano, que em R? é

A%y = A(Au) = fu + 28585 + 8;u,

e que se trata ainda de um operador eliptico. Uma funcio que verifica A?u = 0 é designada por
funcao biharmonica.

Portanto se tivermos uma placa fixa sujeita a uma carga f (por exemplo, devido a gravidade),
obtemos um deslocamento u nos pontos (z,y) da placa Q C R?, como solucio do problema

A2y =f,  emQ,
u =0, sobre 012,
Opu =0, sobre 0f).

Ao ser verificada esta equacao obtemos o deslocamento para o estado de equilibrio. Existem
varias possiveis condicoes de fronteira que sao adaptadas as varias maneiras como a placa estd
apoiada, mas aqui apenas consideramos apoios fixos. Iremos ver mais a frente que este problema
esta bem posto.

No quadro da a aproximacao com diferencas finitas, podemos obter uma aproximacao de
segunda ordem se usarmos convenientemente a expansao em série de Taylor a partir de 12
pontos (ver figura), e obtém-se, para h, = hy,

A2
A%ujj = aouij + o1 (Uit,j + Uim1,j + Uijyr + Uij-1)

Fag(Wit1,j+1 + Wit1j—1 + Wim1j41 + Uim1,j-1) + a3(Wiraj + Uim2j + Ui jy2 + Uij—2)

com 0s pesos
_20 B 8 B 2 B 1
_Fv al__ﬁ’ Oéz—ﬁj 063—@-

No caso de fungdes biharmoénicas (f = 0) ficamos com a férmula

@

uj = g(uz'+17j + i1, + Ui + Uij-1)

1 1
— 70 (Wittg+l + Uir1g-1 F Uic1gin + Uim1j-1) = 55 (Uiag U2+ Uigee +Uig-2).
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e H4 ainda uma outra possibilidade de abordagem, que consiste em decompor o problema
com o bilaplaciano em dois problemas com a equacao de Poisson, ou seja consideramos

Au=wv

Av=f
e é claro que A(Au) = Av = f, pelo que passamos a ter uma equagao de Poisson na sua forma
vectorial, ja que introduzindo w = (u,v), e g = (v, f) ficamos com Aw = g, notando, no

entanto, que o segundo membro depende de v e consequentemente de w.
Este tipo de abordagem permite uma discretizagao classica, ou seja

h2

Uij = 7 (Uit + Ui-1,5 + i1 + Uij-1) — T

h

1
= UZ]’
1 f

Vij =

mas notamos que isto traz alguma andlise detalhada na fronteira, pois implicaria converter os
dados na fronteira nos valores de v;;, ou seja, conhecer Au;; a partir dos valores da segunda
derivada normal 9,,0,u.

2.3.2 Elasticidade linear

Um outro exemplo interessante consiste em tratar problemas elipticos que tém a sua origem na
elasticidade linear, e que dao origem a um sistema de equacoes as derivadas parciais. Para esse
efeito, consideramos uma entidade, designada por tensor das tensdes,

oj(u) = Adiv(u)d;; + p(0u; + 05u,).

No caso bidimensional, u = (u1,uz2) representa o vector deslocamento, que serd a incégnita,
e A, u sdo parametros positivos, associados as caracteristicas do meio eldstico, designados por
coeficientes de Lamé. Este tensor das tensbes, assume, em certa medida, uma generalizacao do
vector gradiente, pelo que usaremos a notagao

V*u = o;j(u) =Adiv(u) I + p(Vu+ (VU)T)a

ja que é consistente com outras nocoes semelhantes e estabelece um paralelo com o problema de
Laplace, ou seja, podemos definir o denominado operador de Navier,

A* =div(V*)

e também
Jru=V*u-n,

verificando-se a validade do teorema

/ Afu = onpu
Q o0

e da 2% férmula de Green (também designada por férmula de Betti)

/A*u-v—/A*v-u: opu-v— orv - u.
Q Q o0 o0
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E ainda facil estabelecer uma expressao explicita para A*,
A'u=pAu+ A+ p)V(V - u).

O problema de Dirichlet associado a equacao da elastoestatica linear escreve-se, assim, sim-
plesmente,

A*u=f em ,
u=g sobre 0,

e para o correspondente problema de Neumann, a derivada normal passa a ser 0 u.

Quanto a uma discretizacao por diferengas finitas, basta reparar que da relagdo A*u =pAu+
(A + p)VV - u, podemos proceder & aproximacao de Au de forma semelhante a que fizemos no
caso escalar, ou seja

—2u +u 4 Wige — 2u +ui 51

~ U415
Au;; = :

J 2 2

h2 h3

A outra parte, relativa a aproximagao de VV - u, pode ser feita usando a definicao

v e [ B0 o) ]

9y (0, uM) 4 9,u?)

em que aqui escrevemos u = (v, u(?)). Podemos manter a aproximacio de segunda ordem para
8§u(1), para 8§u(2), e aproximar as derivadas cruzadas 8I8yu(2), 8y8xu(1) com um desenvolvi-
mento de Taylor nas duas variaveis. Basta reparar que
hihd .
_ z i 5

U(J: + h:ra Yy + hy) - i;{) (l + ])laxayU(J:? y)a

ou seja, para hy = hy,
1
Vitl,j+1 = Vij + h(@z + 8y)vl-j + h28§y?}ij + h2§(8% + 82)% + ...

Com simples céalculos, é possivel mostrar que

Vs . — Vi1 s — V; i—1 + Vi—1,5—
itlg4+1 — Yim1g41 7 Vit -1 T Vi1 1+O(hi)+0(hg2/)

8§yvij = aS:JcUij = Ah h
zlly

e assim obter uma aproximacao de segunda ordem para A*u;;. Esta aproximacao utiliza um
esquema com uma molécula de 8 dtomos em quadrado, como mostra figura seguinte:

Figura 2.2.7: Molécula quadrada para uma aproximacdo de segunda ordem do operador de
Navier.
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2.3.3 Sistema de Stokes

Referimos ainda o sistema de equagoes de Stokes, que representa um modelo para o escoamento
lento de um fluido incompressivel. Neste caso, é fundamental introduzir o tensor de Stokes, que
¢é dado através da pressao p e do vector velocidade u por

VS(u,p) = —pI + p(Vu + (Vu)").

Usamos a notagao com o gradiente, para realcar as semelhangas com o operador de Laplace. No
entanto, para além de exigirmos o conhecimento de

AS(u,p) = V- V3(u,p) = pAu — Vp
¢é necessario ainda considerar que a divergéncia do campo de velocidades seja nula, ou seja,
V-u=0.
O sistema de Stokes fica assim

puAu —Vp =1,
V-u=0,

e na fronteira impoe-se normalmente condicoes de Dirichlet (apenas em u). E claro que a pressao,
que também é incognita do problema, apenas ira ficar determinada a menos de uma constante.

Uma discretizacao simples, usando diferencas centradas para as derivadas de primeira ordem,
leva a uma aproximagao de segunda ordem para o gradiente da pressao,

pr _ (szrl,] pifl,j’pi,jJrl _pi,jfl) X O(hg) X O(hf,),

2hy, 2hy
e também para a divergéncia da velocidade
(1) (1) (2) u?
e O B O B i B Y i L 2 2

Repare-se que o aparecimento da pressao, faz surgir uma nova incégnita em cada ponto
interior (... e na fronteira), no entanto, hd também uma nova equacao que é dada pela imposi¢ao
de divergéncia nula. Considerando, por exemplo, p = 1 e f = 0, com h, = hy, obtemos as
equacoes em cada ponto (x;,y;) € Qp,

e 1) 1 1) 24D
z+1 ]+uz 1 ]+uz g+1+uz J— 1_ ij  _ Pit1,j—Pi—1,4
) (2) ?2) (2) w® B zh
Uit j+ul 1 j+ul j+1+uz j—1" ’Lj _ Pij4+1—Pij—1
o e e %
Uity = Wity T uz J-‘rl Ujj1 =0

e hd uma dificuldade imediata, ja que na fronteira os valores p;; sao também desconhecidos.
Uma possibilidade de contornar este problema consiste em considerar pontos intermédios

hatit ; 5 Pit1,j—Pi—1,j Pit1/25Pi-1/2,j

substituindo, por exemplo, a aproximagcao 57, por 7 . No entanto a aprox-

imagao envolve detalhes que ndo abordaremos aqui (para maior detalhe, consultar por exemplo

[17]).
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2.4 Exemplos computacionais (Laplaciano)

e Exemplo 1. Para ilustrarmos a convergéncia do esquema de diferencas finitas aplicado a
equacao de Poisson, comecamos por considerar um exemplo académico, em que a solugao é
conhecida

u(z,y) = cos(mx/4) cos(my/4) (2.17)

e assim, Au = f com f = —%Zu. Consideramos o dominio Q =]—4, 4[?\ (B (-2, 2)UB{(2, —2)),
onde BX(z) = {x € R?: ||z —z2|| < p} =2+ [-1,1]% que tem uma fronteira com 3 compo-
nentes conexas — uma externa I'g fronteira do quadrado maior | — 4,4[%, e duas internas, I'y e
Iy, fronteiras dos quadrados af inscritos (ou seja, B{°(—2,2) e B{(2, —2), respectivamente). Na
fronteira [y consideramos um condicao de Neumann homogénea, Ohu = 0, que é verificada pela
solucao apresentada, e nas fronteiras I'y,I's consideramos a condicao de Dirichlet dada pelos
valores de u (ou seja g = u).

Consideramos a resolucao exacta do sistema linear resultante do método das diferencas finitas
usando a discretizagdo de segunda ordem do Laplaciano (e da condicdo de Neumann). Para
h = hy; = hy, obtemos os resultados que se apresentam em tabela

h 1 0.5 0.25 0.125 0.0625
llen|lo | 0.0588 | 0.0141 | 0.00348 | 0.000865 | 0.000216

Estes resultados evidenciam um comportamento quadritico do erro, |lex||,, &~ 0.057h2,
conforme previsto pela discretizacao de segunda ordem, e na Fig.2.4.1 é apresentado o grafico
do erro, que é semelhante ao grafico da solucao dada por (2.17), a menos de factor de escala (o
erro é quase 5000 vezes inferior). Esta circunstancia ndo é estranha ao facto das 4% derivadas

da solugdo (que est@o no erro de truncatura) serem semelhantes & fungdo, a menos de factor
2

de escala (notando ainda que esse erro de truncatura envolve o factor 2}1‘—;%15‘ < 0.000248,

préximo do erro registado).

Figura 2.4.1: Grdfico do erro para h = 0.0625, considerando a solu¢do exacta do sistema
linear com 129% — 2 - 332 = 14463 incdgnitas.

e Exemplo 2. Para o mesmo dominio, considerdmos a solugdo do problema Au = 0,
exigindo valores constantes sobre as fronteiras interiores, mais precisamente, u = 100°C' em I'y
e u = 20°C em I's, mantendo a condi¢do de Neumann nula sobre I'g. A solugao nao é conhecida,
sendo apresentadas em Fig.2.4.2 as aproximagoes obtidas com h = 0.5 (& esquerda) e com h = 0.1
(a direita). O grafico obtido com h = 0.5 evidencia j& o aspecto global da solugao, devendo notar-
se que neste caso, havendo singularidades das derivadas da solugao nas fronteiras interiores, nao
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estd garantida a convergéncia, pelo que a aproximacao é naturalmente mais grosseira préximo
dessas fronteiras. Reparamos ainda na constatacao do principio do méaximo discreto, pois o
maximo esta na fronteira I'1, e também do minimo, que esta na fronteira I's.

Figura 2.4.2: Grdficos da aproximacao da solugdo do Exemplo 2, considerando wma aproxrimag¢ao
grosseira com h = 0.5 (a esquerda), e uma mais fina, com h = 0.1 (& direita).

¢ Exemplo 3.
Neste exemplo consideramos a aplicacao de métodos iterativos para a resolugao do sistema
linear. O dominio é =] —1,1[2, e consideramos o problema de Dirichlet na equacio de Laplace,

com a solugdo exacta u(z, y) = 2 cosh(y)(sin(z) +cos(z)). Na Fig.2.4.3, com h = =, apresentam-

se os graficos da solucao (a direita), da aproximacao resolvendo o sistema pelo método de Gauss-
Seidel com 80 iteragdes (ao centro), e do erro (a esquerda). De notar que aqui o erro inclui a
soma do erro da discretizagao com o erro da aproximagao do sistema. O valor maximo do erro
absoluto é razoavelmente elevado e é obtido num ponto préximo do centro. Neste caso o niimero
de iteragoes no método de Gauss-Seidel foi pequeno e os pontos centrais sao os ultimos a receber
a contribuicao da condigao de fronteira, o que justifica este erro mais elevado no centro.
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Figura 2.4.3: Grdficos da solugdo exacta (a esquerda), da solug¢do aprorimada usando o
método de Gauss-Seidel com 80 iteragdes (ao centro), e do erro (a direita).

Na tabela seguinte apresenta-se a variagdo do erro maximo aumentando m o ndmero de
iteragoes no método de Gauss-Seidel.

m =l | [m | [Ju— s
80 1.4187 640 0.002589

160 | 0.5856 1280 | 0.0004585
320 | 0.1006 2560 | 0.0004610
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(m)

Aqui usdmos a notagao u; ° para designar o valor obtido para o método de Gauss-Seidel
com m iteragbes e um passo h fixo. Até m = 640 nota-se um acentuado decrescimento no valor
absoluto do erro, mas de m = 1280 para m = 2560 hd um pequeno aumento. Isto deve-se
obviamente ao facto de que para esse numero elevado de iteracGes a solugdo aproximada do
sistema é bastante boa e apenas resta o valor do erro de discretizacao do método das diferengas
finitas. Repare-se que devemos separar o erro em

(m) (m)
[lu =y, oo < fJu—unlloo + [fun — ), |loo,
em que a primeira parcela é o erro da discretizacao geométrica e a segunda parcela é o erro da
aproximacao da solucao do sistema.
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Capitulo 3

Diferencas Finitas em Problemas de
Evolucao

A aplicacdo de métodos de diferencas finitas é muito habitual em problemas de evolucao, onde
os operadores diferenciais incluem uma derivada parcial no tempo. No caso linear, o operador
diferencial pode normalmente ser escrito na forma

D=0—D,

onde D, representa um operador diferencial linear nas varidveis espaciais (x € ]Rd). Neste
capitulo iremos estudar a aplicacao de métodos de diferencas finitas as equagoes do calor e
das ondas, representativas de problemas parabdlicos e hiperbdlicos.

Assim, obtemos a equagao do calor (homogénea) considerando D, = aA, (onde o > 0 é um
parametro de difusao), e podemos obter a equacao das ondas considerando um sistema (c é a
velocidade de propagagao da onda),

{ Ol = uo

8tu2 = C2Ax'u,1

j4 que por substituicio em ug se verifica 92u; = c?A,u;. Este sistema pode ser expresso na
forma Du = 0 através de um operador vectorial D = 0, — (F#a, C2Ax#1).

A aplicacao a estes problemas dos esquemas de diferencas finitas é normalmente muito sim-
ples, e é especialmente apropriado fazer a discretizacao no tempo por diferencas finitas, podendo
a discretizacao no espaco ser feita também por um método de diferencas finitas ou por um outro
(por exemplo, elementos finitos). Iremos estudar apenas o caso em que a discretizagao é feita
por diferencas finitas em ambos os casos, concentrando-nos no caso mais simples, num problema
de segunda ordem em que a dimensao espacial é 1.

3.1 Equacao do Calor

A equagao do calor que também é denominada equagdo de difusdo é, na sua forma mais
simples
Owu(z,t) = Agu(z,t),

em que iremos considerar x € Q,t € (tg, +00). O dominio de aplicacdo é agora um conjunto
Q X (tg,+00) em dimensdo d + 1, que corresponde a um cilindro generalizado, assumindo €2
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fixo (serd um cilindro para d = 2 e Q circular). Poderia ser considerada ainda uma variagao
do dominio (espacial) dependente do tempo €(t), mas iremos mesmo restringir ao caso mais
simples, com d = 1 e onde Q = (x4, ) serd um intervalo fixo.

Trata-se de uma equacao parabdlica, e o estudo que aqui faremos pode ser aplicado a outras
equacoes similares. Esta equacao modela a evolucao de bastantes fenémenos fisicos, relacionados
com dissipacao ou difusao, com é o caso da evolucao da temperatura num corpo. Também estd
relacionada com alguns modelos de matematica financeira, nomeadamente com a equacao de
Black-Scholes, que com uma transformacao de varidveis apropriada se pode reduzir a equacao
do calor.

e Separagao de variaveis
Consideramos separagao de varidveis u(z,t) = v(z)w(t) na equagao do calor, retirando (para
v,w #0)
w'(t)  Agv(x)

w(t) ()

v(z)w' (t) = Apv(z)w(t) & = const. = K

ou seja,
w = KwA Ayv = Ko.

Notamos que temos uma solucao exponencial em w
w(t) = woeX?t,

e uma solucao de uma equacao de Helmholtz em v. Em ambos os casos, o comportamento da
solugao depende do sinal de K.

Se K > 0, a solucao cresce assimptoticamente quando ¢ — oo, e obtemos a equagao de
Helmholtz modificada em v. Este caso nao tem correspondente fisico na dissipacao (difusao)
do calor, ao contréario do caso K < 0. Assim, assumiremos que u decresce assimptoticamente,
considerando K = —u?2, obtendo no caso unidimensional

w(t) = woe MY, v(z) = Ve 4 vieH,
Temos assim, como possiveis solugbes particulares (1D+1T), na forma trigonométrica,
u(z,t) = e_“zt(co sin(px) + ¢1 cos(px)).

Notamos ainda que uma combinag¢ao destas solugoes particulares pode nalguns casos levar
a resolucao do problema de valor inicial, considerando uma expansao em série de Fourier da
condicao inicial wug

e Problema de Dirichlet (unicidade)
Consideramos o problema de Dirichlet, nao homogéneo, em dimensao d, limitando a ob-
servagao até um tempo t F <o,

Owu(z,t) = kAzu(z, t) + f(x,t), (z,t) € Qx (to, ty) (7)

u(z,to) = up(z), x € (i) (3.1)
u(z,t) = ur(z,t), (x,t) € O x (to,ty) (it7)
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em que x > 0 é uma constante de difusao. Por uma questao de simplificagdo iremos considerar
frequentemente kK = 1 e f = 0, sem perda de generalidade.

Neste problema de evolugao (3.1) distinguimos entre a condi¢cdio na fronteira 09 (iii), e a
condi¢do inicial (ii). E claro que ambas as condicoes podem ser consideradas como parte de
uma unica condicao de fronteira para o dominio © x (tg, +00).

Admitindo que a solugao ¢ limitada no tempo, obtemos unicidade de solucao, tendo-se mesmo
o principio do méximo/minimo para a equagao do calor homogénea (ie. f = 0),

max U= max u
8Q><[t0,tf]uﬂ><{0} QX[to,tf]

(analogamente para o minimo). Isto garante ainda uma dependéncia continua dos dados iniciais
ug e dos dados na fronteira ur.

Considerando u = u; — ug (diferenga entre solugdes), podemos ainda obter a unicidade em
termos de um decrescimento da energia, definindo

B(t) = % /Q u(z, £)2dz.

Portanto,
= / Opu(z, t)u(x, t)de = Ii/ Ayu(z, t)u(z, t)de = —Ii/ Veu(z,t) - Vyou(z,t),
Q Q Q

em que a tltima igualdade resulta de aplicar a férmula de Green (ja que u = 0 em 052). E assim
claro que a derivada da energia é sempre negativa, E'(t) = —k ||Vu(-,t)|[3 12(q) decrescente e
menor que o valor inicial. Consequentemente 0 < E(t) < E(0) = up — ug = O ou seja E=0e
portanto u = 0.

3.1.1 Diferencgas finitas para a equagao do calor

Consideramos o problema de Dirichlet para a equagao homogénea, 1D+1T,

(8t — KA )u( t) = f(.’L’,t), (xvt) € (ma#ﬂb) X (t07tf) (Z)

u(z,0) = up(z), x € (Tq,Tp) (11) (3.2)
W(Za,t) = ua(t), t € (to,ts) (i) '
u(zp, t) = up(t), t € (to,ty) (iv)

notamos que a condigao de fronteira (3.1)-(iii) foi aqui substituida por duas condigbes nos ex-
tremos (3.2)-(iii)+(iv), que correspondem & fronteira do intervalo 2 = (z4, xp).

Na aproximagao por diferengas finitas usamos uma grelha de pontos (z,,t,) igualmente
espacados:

Tp = T+ nhg Aty =t + mhy
Tp — Tq tr—to
hy = — AN iy = ——
v N M
de forma a que g = T4, TN = Tp,ty = ty. O espacamento temporal hy ¢ normalmente diferente

do espagamento espacial h,, e a relacao entre ambos pode condicionar a estabilidade do esquema
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de diferencas finitas adoptado. Como anteriormente, iremos abreviar u,,, para a aproximag¢ao
de w(xy, tm).

No problema de Dirichlet, as condicoes iniciais e aos limites sao definidas directamente pelos
valores impostos, ou seja

Uno = UO($n) N Upm = Ua(tm) N UNm = ub(tm)-

Resta por isso considerar a aproximagcao no interior, ou seja, a aproximacao do operador difer-
encial D nos pontos internos,

Du = Opu — KA u.

Esta aproximacao € local, através de diferencas finitas, de forma a garantir consisténcia nos
pontos da grelha.

3.2 Esquema Explicito para a Equacao do Calor

Procurando resolver Du = f consideramos, no caso mais simples, uma aproximacao temporal
com diferencas progressivas, e uma aproximacao espacial com diferengas centradas (FTCS —
forward in time, centered in space). Ou seja, consideramos a aproximagao

- 9 B
O, ) = LI 4 O(R), OBy, ) = DL S T UL o (12),
t T

e desprezando os termos O(hy), O(h2), obtemos

Un,m+1 — Unm KunJrl,m — 2Upm + Un—1,m

he h2 ’

Dhunm =

o que, a partir de Dpunm = frm, leva ao Esquema Explicito:

Un4+1,m — 2Upm + Un—1,m
2
hz

Un,m+1 = Unm + khy + It frum.-
Consideremos a equagao homogénea f = 0. A dependéncia explicita pode ser expressa por um
operador My,

Un,m+1 = Mh(unm) = Unm + Kf%(un+1,m — 2Upm + unfl,m)> (33)
xr
e podemos encarar Uy, = ./\/lzn(umo). Assim, a solucao dependeria directamente das condi¢oes
iniciais se ignorassemos as condigoes nos limites laterais.

[ustramos esquematicamente, na Fig.3.2.1, a molécula do esquema explicito (& esquerda),
ao evidenciar que o calculo de up ;41 é feito a partir dos 3 valores num tempo anterior,
Un+1,m> Unms Un—1,m- Na figura da direita, ilustramos como o valor de u,,,1+1 depende suces-
sivamente dos valores situados na base da piramide cuja inclinacdo serd definida pela razao
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entre os passos l/hy.

Figura 3.2.1: Esquema Explicito para a Equagdo do Calor: molécula do esquema (a esquerda)
e piramide de dependéncia da avaliag¢do (a direita).

Conforme ja mencionado, sem o conhecimento dos valores nos extremos z, e x, 0 esquema
dependeria apenas dos valores da base, ou seja dos valores iniciais u,,0. O conhecimento dos val-
ores g, m € UN,, Permite completar os restantes valores (& esquerda e a direita, respectivamente),
de forma automatica.

Sem outras restricoes, poderiamos pensar que aumentando o valor de h; face ao valor de h,
isso permitiria avancar mais rapidamente, para uma previsao antecipada no tempo, com menos
passos. No entanto, iremos ver que isso nao é arbitrariamente possivel, pois para além de isso
levar a aproximagoes grosseiras no tempo, pondo em causa a consisténcia, ha ainda uma questao
de estabilidade numérica que impede mesmo uma antecipacao arbitraria.

H4 assim trés questoes essenciais que devem ser abordadas, estando relacionadas entre si:

(i) Consisténcia; (ii) Estabilidade; (iii) Convergéncia.

Iremos primeiro abordé-las no caso do esquema explicito, generalizando depois as nogoes
utilizadas.

3.2.1 Consisténcia do Esquema Explicito

A consisténcia de um esquema é uma nocao local, que mede a qualidade da aproximacao local.
Para esse efeito comparamos os novos valores dados pelo esquema, admitindo que os restantes
eram exactos e que nao continham ja um erro de aproximacao. Sendo up m+1 0s novos valores
obtidos pelo esquema, a sua diferenca face ao valor correcto u(zy, ty+1) medird a consisténcia.
Mais concretamente, temos um erro local de truncatura

Enm+1 = U(l'ny thrl) — Un,m+1,
em que Uy m,+1 € a expressao dada por (3.3) mas admitindo valores exactos, ou seja,

(xn—&-la tm) - QU(ZL‘n, tm) + u(xn—lv tm)
h2

U
Upmt1 = W T, tm) + Khy + hef(zn, tm)-

A ordem de consisténcia do esquema é normalmente definida pelo valor p em

u(xna tm+1) — Up,m+1
) — hp
. o),
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com h = max{hy, hy}. No caso do esquema explicito, por expansao de Taylor,

WTnstme1) = (s tm) + hiOe(Tn, tm) + O(h2) = w(Tn, tm) + £hiO2u(Tn, tm) + hif (@, tm) + O(h?)

n zytm) — 2 ny bm n T, tm
(2 Pz, ) = 2@ tn) 00 = s tm) e 02) 4 O(R2)

U
= w(zp,tm) + chy 12
X

Up,m+1 + O(hthi) + O(h%)7

concluindo-se que a consisténcia do esquema explicito é de 1* ordem.

3.2.2 Estabilidade do Esquema Explicito

A estabilidade de um esquema garante que a acumulacao sucessiva de erros é limitada. Como
admitimos que os valores de f néo estao afectados de erro, considera-se o problema homogéneo,
com f = 0. Para avaliar a estabilidade é comum utilizar o critério de estabilidade de Von
Neumann. Em primeiro lugar, assume-se que os valores iniciais sdo da forma

Un,0 = Roe'™,

para'qualquer p(€ Z). Depois, procuramos ver se os valores seguintes, sendo da forma uy, », =
R,,e*n levam a uma sucessao (R ue é limitada.
m bl m
No caso do esquema explicito, temos

R,,eHntl — QR eHTn 4 R etHiTn—1
2 )
hI

I = Uy g1 = R 4 hy

Rm+1€

e como eHnEl = ittneEitthe ohtemos por divisdo do termo comum e*#*»
ez,uhx -9 4 efmhgC

2 me
hx

Rm+1 = Rm + ht
A sucessao (R,,) ¢é assim recursiva, definida por

he /. A
Rypi1=RRy, com R=1+ h—; (e“‘hz -2+ e_”‘h”> ,
€T
e como R, = RyR™, a condic@o necessdria e suficiente para a sua limitagao é |R| < 1. Reparando
que

. A : N2
eithe _ 9 4 eTitthe <e”‘h” - e_“‘h””) = (2isin(phg))? = —4sin®(uhy)

obtemos a condicao

h
31@—23—%émﬁmmggo

h
IR <1< ’1 - 4h—; sin?(puhy)

que se resume a % sin?(phy) < % Como p é qualquer, sin?(uh,) poderd atingir 1, pelo que a

condicao de estabilidade é Z—é < %, ou seja,

1
mg§@.

Isto significa uma restricdo consideravel no espacamento temporal h;, que deve ser bastante
pequeno face ao espacamento espacial h,. Por exemplo, se h, = 0.01, devemos ter h; < 0.00005,
ou ainda para dimensoes idénticas, numa grelha com 100 nds no espaco, serao necessarios 20000
nds no tempo! Isto é uma restricdo considerdvel que motivara a adopc¢ao de outros esquemas.
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3.2.3 Convergéncia do Esquema Explicito

Enquanto na consisténcia avaliamos localmente a qualidade da aproximagao, ao avaliar a con-
vergéncia, estamos a avaliar globalmente, sem admitir que os valores anteriores sao correctos. A
ordem de convergéncia é dada pelo valor p na estimativa de erro

€n,m = u($n> tm) — Un,m = O(hp)

Iremos que a consisténcia e a estabilidade dos esquemas implicam a sua convergéncia, pelo
Teorema de Lax. No entanto, para ilustrar essa propriedade, podemos verifica-la sem recorrer a
esse teorema.

Explicitando o erro local de truncatura, usando os restos de Lagrange na expansao de Taylor,
temos para o valor exacto

h
u(zn, tm+1) = u(xn, tm) + ﬂh_; (U($n+1, tm) - 2u($n7 ) + u($n 17 )) + htf(mnv m)
T
hi " h?
_htﬁaiu(gna tm) - Etalgu(xna §£n)7

chorn £ € (Xn-1,Zn+1), &, € (tmy tmt1). Subtraindo da expressao do esquema Uy, ;41 = U m +
h_gztc(un+1,m - 2un,m + unfl,m) + h¢ frum, ficamos com

h h h
En,m+1 = En,m + h_;(€n+1,m - 2€n,m + 6nfl,m) - x84 (gna ) ?tafu(:nn,ﬁﬁn)
x

Aplicando a desigualdade triangular, temos

ht h?
lenm+1] < ‘1_2 |enm’+h (len+1,m| + |en— 1m|)+ht }84 u(&nstm "i‘?t‘afu(xqutn)’
€T
e designando
_ X4 _ 4 T2 _ 2
E, = max lenm|, D" = xeﬂrg%t}é,tf) |0pu(z, t)|, D'? = xeﬁzﬁ,tf) |07 u(z, t)]

obtemos

2 2
En, +]]; (Epm + Ep, )+hthX4+h—2tDT2.

Eni= max|enm+1| < '1 — 2h2

T

Quando a condicdo de estabilidade é verificada temos Qh—’ét < 1. Assim, ‘1 — 2h

E, +2 Em = FE,,, logo

=1- 2h2’
ﬁcando‘l—22

h% X4 ht T2

Por aplicacao recursiva da desigualdade, concluimos que

h? hy
E,, < Ey +mhy <1—;DX4 5 DT2>
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ou seja, temos

h? hy
max |enm| < (bn — to) ( =DX* + ZLDT?
(58 lenm| S (bm = to) (12 2 ’

o que implica ey, ;, = O(h¢), quando limitados os valores das segundas derivadas temporais e das
quartas derivadas espaciais. Tal como iremos ver pelo Teorema de Lax, a consisténcia de ordem
1 e a estabilidade do esquema implicam a convergéncia de ordem 1.

3.3 Consisténcia, Estabilidade e Teorema de Lax

Antes de apresentarmos outros esquemas para a equacao do calor, apresentamos a relacao entre
consisténcia, estabilidade e convergéncia, que é possivel obter através do Teorema de Lax (ou
ainda Lax-Richtmyer).
Para esse efeito definimos mais precisamente os conceitos de consisténcia e estabilidade.
Num esquema de diferencas finitas para um problema de evolugado, os valores num tempo
tm+1 podem ser definidos a partir dos tempos anteriores, ¢y,,- - ,t,—4 onde ¢ + 1 é o ntimero
de passos. Para simplificar, consideramos ¢ = 0 (método unipasso), e assim definindo o vector

umn, = (UO,ma e 7“N,m)
podemos considerar o vector u,,+1 obtido a partir de u,, por um esquema linear
Upt1 = Mpun,.

Por uma questao de simplificagao, e como nao assumimos erros nos dados, consideramos que os
problemas sao homogéneos.

3.3.1 Estabilidade

A nocao de estabilidade significa que a aplicacao sucessiva de My, ou seja M7, serd limitada.
Condigao para essa limitagao é exigir que a norma de M}, ndo seja superior a 1, pois se ||Mp|| <
1, temos

[l = (M5 aol| < [|Ma]|™ [Juo]] < oo

A condigao [[My]| < 1 significa

Mhllo
[|[Mp]| = sup M o] <1.
up#0 HUUH

Através de interpolacao trigonométrica (ou transformacao de Fourier discreta), podemos escrever
up (ou uma aproximacao da funcao ug) em termos de coeficientes de Fourier,

(u())n = uo(;];n) — Z Cueiﬂxn’

HEZ

(bastando considerar p = 0,---,N para determinar c,). Assim, para efeitos de avaliar a
limitagdo da norma, basta considerar vectores da base (ug), = €"*", conforme o critério de
Von Neumann.
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Nesse caso, u; = Mpug = My (e#*n) = R e ¢ obtemos

I )|
|[(etxn )|

|| M| = sup = |R]

justificando que, para métodos unipasso, a condi¢ao |R| < 1 garante estabilidade.

Observagdo: No caso de métodos multipasso o raciocinio é semelhante, mas convém observar
que isso leva a equagbes as diferencas, onde é necessdrio garantir que as raizes da equagao
caracteristica associada tenham maddulo nao superior a 1.

3.3.2 Consisténcia
A consisténcia de ordem p de um esquema, pode traduzir-se na relacao
E E E
Uy — Upgl = Wy — My, = hiO(RP),

em que W, é a aproximagao que se obtém com os valores exactos uZ = u(xp, t;,).
Alternativamente, podemos considerar a diferenca entre a aproximacao do operador original
D e da sua aproximacao por diferencas finitas Dy,. Nesse caso, admitimos que para um ponto

(x,t,) temos a aproximacao para qualquer w funcao regular,
(Dw)(y, ty) — Dpfw(zn, tm)] = O(h)

isto significa que hd uma consisténcia de ordem p na aproximagao do operador diferencial.

Aplicando para a solugdo u, e dado que uZ nio é solugao de Dyu,, = 0, temos

Dpul = (Du)(wy,t,) + O(RP) = O(RP).

Considerando a separagao de Dy em duas partes Dy = 5? -D (em que 5: corresponde as
diferengas progressivas), obtemos (5;r — D)uf = O(h?) e recuperamos a nocao anterior de
consisténcia,

u? = ul + hDul + hO(W) = w1 + hO(RP),

pois U417 € solugao de Dhufn = 0, verificando u,,4+1 = u,‘% + htDunET

3.3.3 Convergéncia

Um método tera ordem de convergéncia p se verificar
E
en = u,, — U, = O(hP),

onde uZ = u(x,,t;,) é o vector com os valores exactos no tempo t,,. Ao contrério da consisténcia
esta estimativa nao € local, ja que os valores u,, acumulam erros das aproximagoes anteriores.

Vejamos que para um método estavel é possivel obter convergéncia de ordem p, se houver
consisténcia de ordem p, ou seja,

em+1 = Mpey, + hO(hP),

62



Isto implica recursivamente,

m—1
em = Mj'eg+ > M (hO(hP)).
k=0

Admitindo naturalmente um erro inicial nulo, ey = 0, isto significa que existe C; > 0 :

m—1
llem|| < Cv > (IMa][F .
k=0

Assumindo a estabilidade do método, temos uma limitacao ||Mp||™ < Cy e assim,
llem|| < Cy || Ma|™ mheh? < C1C2hP,
concluindo-se a convergéncia de ordem p. Estabelece-se o Teorema de Lax:

Teorema 3.3.1 (Lax) Se um esquema é estdvel e consistente de ordem p, entdo é convergente
com ordem p.

Notamos ainda que hd uma versao mais forte deste resultado, dada pelo Teorema de Equivaléncia
de Lax-Richtmyer, que assegura que um esquema consistente é convergente se e sé se for estavel.

3.4 Esquemas ) para a Equacao do Calor

Conforme vimos hd uma forte restricao de estabilidade para o esquema explicito, o que motiva
a utilizacao de outros esquemas para a equagao do calor. Comegamos por considerar o esquema
implicito (puro). A partir de uma combinagao convexa entre o esquema explicito e o esquema
implicito, obtemos novos esquemas denominados esquemas 6 (theta), que também sao implicitos.
Para distinguir entre estes novos esquemas implicitos, o esquema implicito original é denominado
implicito puro.

3.4.1 Esquema Implicito (puro)

No esquema implicito puro, mantém-se a aproximacao espacial com diferencas centradas, mas
no tempo t,,+1 e a aproximacao em tempo é considerada por diferencas regressivas (BTCS —
backward in time, centered in space). Ou seja, consideramos a aproximagao

u —u U —2u + Up—
Opu(zs b 1) = LTI LO(), O ) = I Tl o),
t T

e desprezando os termos O(h;), O(h2), obtemos

Un,m+1 — Unm Un+1,m+1 — 2un,m+1 + Un—1,m+1
Dhunm = — K 2 3
hy h?
o que, a partir de Dpuy, = 0, leva ao Esquema Implicito:

Un+1,m+1 — 2un,m+1 + Un—1,m+1
h2
z

Upm+1 = Unm + khy + htfn,m+l- (34)

63



mas ja nao é possivel obter directamente os valores u,, 41 a partir dos valores . E necessario
resolver um sistema linear cuja estrutura ¢ muito simples, tridiagonal. Reescrevendo (3.4) com

X = khih,?

—XUn+1,m+1 + (1 + 2X)un,m+1 — XUn—1,m+1 = Unpm + htfn,erh (35)

e tendo em atencao que conhecemos os valores nos extremos ug 1 = Ua(tm+1),UN7m+1 =
Up(tm+1), obtemos o sistema

_1+2X —-X
—X 142y
0 .

i 0

0

0

0

—X

—x 142y | L uN-1m+1 |

U1,m+1
U2,m+1

Ulm
U2,m

| UN-1,m |

XU0m+1 + e frme1
htf?,m—kl

ht fN—2,m+1

| XUNma1 + N1 mr

Neste caso, o vector u,,+1 dado pelo esquema implicito € solucdo de um sistema

MIum+1 =un, + ferl-

em que f,,, 11 contém a parte nao homogénea e as condigoes nos extremos do intervalo.
A matriz do sistema My tem a diagonal estritamente dominante, pois 142y > |—x|+|—x/,
o que garante a invertibilidade do sistema.
Observamos ainda que as figuras em Fig.3.2 relativas ao esquema explicito, aparecem agora

invertidas no esquema implicito puro.

Consisténcia e estabilidade do esquema implicito puro

A consisténcia do esquema implicito é semelhante & consisténcia do esquema explicito, pois as

aproximagoes sao semelhantes — de primeira ordem no tempo e de segunda ordem no espago.
. E _

Definindo u}),, = u(zp, tm),

DU($n, tm+1) — Dhugm =

(8t - K@%U)(wm thrl)

hy

h3

E E E E E
. (un,m—i—l_unm . /{un—i-l,m-&-l_2un,m+1+un—1,m+1)

E

(&gu(xn, tm+1) -

hy

E
un,m+1_unm>

E E E
82 un+1,m+1_2un,m+1+unfl,m+1
—kK xu(xnvtm—f—l) -

O(he) + O(h3) = O(h),

0 que implica a consisténcia de primeira ordem.
Seguindo o critério de Von Neumann, consideramos wy »,, = Rpe™*", de (3.5) obtemos

h3

_XRm+lei,u(xn+hx) + (1 + QX)Rm+1eiM" _ XRm+1ei,u(xn_hx) — Rmeiﬂxn
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ou seja,

Ri+1 <1 — X(ei“hz -2+ e*“‘hz)> =Ry,

e usando ainda a relagao com o seno,

Neste caso, temos

Ryi1 =R (1 + 4y sin2(uhx))7 )

1

IR| = (1 +4xsin2(uhm))_1 <1,

pelo que a estabilidade é verificada incondicionalmente, quaisquer que sejam hy, h.
Aplicando o Teorema de Lax, conclui-se que o esquema implicito puro tem convergéncia de
ordem 1, para quaisquer hy, h.

3.4.2 Esquemas implicitos 6

Consideramos agora esquemas # que sao uma combinacao convexa dos esquemas anteriores.
Formalmente para 6 € [0, 1],

Esquema 6 = (1 — 0) Explicito + 6 Implicito.

Assim, para § = 0 (respect. 6 = 1) recuperamos o esquema explicito (respect. o esquema
implicito) puro.
Para facilitar a expressao longa do esquema 6, reescrevemos o esquema, explicito na forma

matricial
[ wimr1 ] I=2x X
U2,m+1 b% 1—2x
. _ 0
L UN-1,m+1 | 0
Upt1 = Mguy, + £,

0

X

0 [ Ul,m
U2m
0
X
1—2x | L UN-1,m |

XUo,m + htfl,m
hth,m

hth72,m

| XUNm + e fN1m ]

Aproveitamos para salientar que a matriz tridiagonal Mg, correspondente ao método explicito,

tem valores préprios menores que 1 (em médulo) quando x = khihy? < %
Os esquemas 6 resultam agora de combinar a parte explicita e implicita

obtendo-se

que pode ser reescrito abreviadamente,

(1-10)x
0 x

Um+1

Miu41

MEum + fm>

u,, + ferl

(1= OT+0M )ty 1 = (1 - 0)Mp + 01) wy, + (1~ )f + 0Fiy1)

MI,179um+l = ME,Gum + fm+9-
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considerando M, g = 014+(1 — 6)M,,, ou mais precisamente,

142x0 —0x . 0
oy . e
Mi1¢9 = X )
.. .. .. _9X
L 0 o —0x 1+42x0 |
[ 1-2v1-0) 1-6)x - 0 ]
| ’ (1-0)x
I 0 o (I=0)x 1-2x(1-0) |

E ainda f4cil observar que a matriz My 1_g é sempre invertivel, pois tem a diagonal estritamente
dominante, 1 + 2x0 > |—0x| + |—0x| = 2x0.

Esquema de Crank-Nicolson

De entre as vérias possibilidades para escolha de 6, a escolha 6 = % leva ao denominado Esquema
de Crank-Nicolson, com

M;1/20m+1 = Mg 1/20m + £ 412,

em que
1+x —x/2 . 0 1—-x x/2 . 0
e e 5 . )
M2 = X/ _ Mg = X/ : .
_X/2 *. *. t. X/2
L O _X/2 14+ x | . 0 X/2 1—x |

el = % (f, + f41) - Iremos ver que a escolha do meio, de Crank-Nicolson, ndo ¢é sé a mais
simples, é também a mais eficaz, permitindo convergéncia de ordem 2.

Consisténcia dos esquemas 6

Seja f = 0, para simplificar. Por combinagdo convexa das equagbes explicitas e implicitas,
obtemos

t
Un,m+1 = Unm + /iﬁ (un+1,m+0 - 2un,m+9 + unfl,erG): (37)
X
em que abreviamos s, ;m+9 = (1—0)tp m+0Up mt1. Este esquema resulta de considerar Dy, =
0, com
Unm+1 — Unm 1

2)hunm = h— - ’Qﬁ (un+17m+9 - 2un,m+0 + un—l,m—i—é))
t T

e a sua consisténcia pode ser obtida comparando com Dpu(xy, ty, + 0hy).
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Sendo t,,+9 = tm + 6hs, obtemos por expansao de Taylor
Wimer = W, tmio) + (1= O)hidu(@n, tmyo) + (1 — 0)*hi 07 u(wn, tmyg) + O(h})
ufm = w(Zn, tmy) + (—0he)Opu(Tr, tinye) + (—0he) 202 u(2n, timyg) + O(RY)

pelo que se obtém,

uE _uE
w = Opu(xn, tm + Ohy) + (1 — 0)% — 02 hO2u(p, i) + O(h?).
t

Se (1 —6)2 — 6% = 0, ou seja, § = 1, o resto é um termo O(h?), caso contrario serd O(hy).

Portanto

uEerl - ufm
Opu(, t + Ohy) — I o) (3.8)
t

comp9:2569:%epgzlsec97é%.
Por outro lado, ainda por expansao de Taylor

O3u(Tn, tm) = O5u(Tn, tinto) + (—0ht)0:05u(wn, timse) + O(h7),
8%“($n> tmy1) = 3§u(:£n, tmyo) + (1 — e)htatagu(xm tmye) + O(h%)»

obtemos
(1 = 0)2u(xp, tm) + 00%u(xp, tims1) = 02u(2n, timre) + O(RE)

e efectuando as aproximagoes de O2u(xp,tm) e 02u(xn,tmi1) por diferengas centradas, con-
cluimos que

1
8%“(%7 tmio) — ﬁ<u7€+1,m+9 - 2“5m+9 + urEL‘fl,erO) = O<h926) + OU%%)- (3.9)

Juntando as estimativas (3.8) e (3.9) resulta
Du(n, tmto) = Phting, = O(h{’) + O(h3),

e 0 esquema terd consisténcia de ordem 2 quando pg = 2, isto é quando § = % (Crank-Nicolson),
sendo de ordem 1 nos restantes casos.

Estabilidade dos esquemas 0

Mais uma vez consideramos o critério de Von Neumann, tendo em atengao que uy, m, = Ry e
implica
Unmto = (1 — 0) Ripe™™ + Ry 1M = Ry g™,

designando R, 19 = (1—0)R,;,+0 R, 1. Da expressao (3.7) obtemos (usando ainda xy = xhihy ?),
Rppp1€#%n = R, et 4y (etthe — 9 4 e~ ha) R oeihtn
ou seja, Ryi1 = R — 4xsin?(phyg) Rinag, ficando

Rt (14 40xsin®(phy)) = (1 — 4(1 — 0)x sin®(phs)) R
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e a condigao para estabilidade sera

1 —4(1 — 0)xsin?(phy) -1

R pu—
& 1+ 46x sin?(uhy) -

O que se resuine a

0 < 24 4(20 — 1)xsin®(phy),

ou melhor,

(1-20)x < (3.10a)

N =

Esta condigao é exactamente a encontrada para o esquema explicito quando § = 0, e é sempre
valida para 6 > % (que implica (1 —20)x < 0). Conclui-se que os esquemas 6 sao incondicional-
mente estaveis quando 6 > %, e condicionalmente estaveis, sujeitos a condigao (3.10a), para
0 <L

2

3.4.3 Simulacoes numéricas

Para ilustrar o comportamento dos métodos, vamos considerar um exemplo académico em que
fazemos a comparagao com uma solugao exacta (com k = 1),

u(z,t) = (sin(3z) — cos(3x)) e 9 (3.11)
e escolhemos como dominio (—1,1) x (0, 1], pelo que as condicoes iniciais e nos extremos sao
obtidas directamente de (3.11), por exemplo, up(x) = u(zx,0) = sin(3z) — cos(3x).

Comegamos por testar o esquema explicito, com h, = 0.1, pelo que para garantir estabilidade
consideramos h; = 0.5(0.1)% = 0.005, na situacio limite prevista pela teoria, e também para um
valor ligeiramente superior, h; = 0.0052, onde ja é previsto ocorrerem instabilidades. Essa pre-
visao é confirmada experimentalmente, conforme podemos ver na Fig.3.4.1. Dentro da situagao
limite (figura & esquerda), o gréfico da aproximagao é basicamente correcto, ja que o erro ab-
soluto é inferior a 0.005 (70.5%), nao sendo visualmente diferente do gréfico exacto. Quando
ultrapassamos essa situacao limite (figura a direita), ficam j& bem perceptiveis oscilagoes que
resultam da instabilidade numérica prevista teoricamente.

. o~ - 2 - - ~ ca 3
Aproximacdo com Iy = 0.3 Iy Aproximacdo com iy, = 0.32 I*

Figura 3.4.1: Grdficos com aproximacoes pelo esquema explicito com h, = 0.1. A esquerda,
uma aproximagdo com erro relativo inferior a 0.5%, obtida considerando hy = 0.005 (dentro
da situagao limite para estabilidade). A direita, o aparecimento claro de oscilagées espirias,
quando hy = 0.0052 (fora da situac¢ao limite para estabilidade).
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Conforme vimos, é possivel obter boas aproximagoes com valores superiores h; se usarmos
esquemas implicitos. Por exemplo, considerando h; = h, = 0.1, obtemos erros ||epn, ||, < 0.02 =
2h? com o esquema de Crank-Nicolson, mas apenas ||enm||,, < 0.1 = h; com o esquema implicito
puro, o que esta de acordo com a teoria. Para estes valores de h; nao é possivel comparar com
o esquema explicito, pois as instabilidades levariam a valores da ordem |u,ys| =~ 10'2.

o B importante notar que pode haver alguma surpresa ao reparar que com h; = 0.005 e
hz = 0.1, o esquema de Crank-Nicolson apresente ||enm||,, < 0.004, ou seja erros semelhantes
ao esquema explicito (||enm||,, < 0.005), valores que sdo préximos de hy e ndo de h?, mas relem-
bramos que o erro é O(h?) + O(h2), por isso quando o termo em h? é muito baixo, passa a
dominar o termo em h2, e 0.004 é préximo de 0.5h2. Por isso, quando consideramos h; = 0.5h2,
a performance do esquema explicito é semelhante & do esquema de Crank-Nicolson, ja que
nessa situagdo para o esquema explicito temos O(h;) + O(h2) = O(h2), e para o esquema de
Crank-Nicolson teremos também O(h?) + O(h2) = O(h) + O(h2) = O(h2), ficando justifica-
dos os resultados semelhantes. A vantagem dos esquemas implicitos é ndao necessitarem desse
espacamento reduzido na propor¢ao h; = 0.5h2, mas se ele for imposto (por exemplo, para se
poder fazer a comparacdo) entdo o comportamento é semelhante, e ndo ha vantagem face ao
esquema explicito.

e Podemos ver o diferente comportamento do erro, entre o esquema implicito puro, de
primeira ordem, e o esquema de Crank-Nicolson, de segunda ordem, na Fig.3.4.2. Para com-
paragao, fixdmos h; = 0.02, e notamos ainda que os resultados deixam de ser relevantes para
hy < h2, pois af o comportamento em h2 ndo permitird baixar o erro, ji que fixdmos esse valor.
No caso implicito puro (gréfico a esquerda), obtemos aproximadamente ||e||,, ~ 2h; revelando
o comportamento linear, e no caso Crank-Nicolson (grafico a direita), temos aproximadamente
|le]| o, & 4h?, revelando o comportamento quadritico em hy.

lerro|. " lerrol.

0.04
1.175 €

Figura 3.4.2: Grdficos com a evolu¢do do erro em hy fizrando h, = 0.02. A esquerda, evolucao
linear para o método implicito puro, e a direita evolugdo quadrdtica para o esquema de Crank-
Nicolson.

Observagdo: Convém notar que computacionalmente os esquemas implicitos nao apresentam
um custo computacional muito maior que o explicito, j4 que a matriz do sistema sé depende
de h¢, h,, bastando ser factorizada uma vez para os mesmos parametros de discretizacdo. Para
além disso, a estrutura tridiagonal dessa matriz permite uma factorizacao muito rédpida, em
O(N), pelo que algum maior custo poderd ser de tempo de programacao do que propriamente
em tempo de execucao.

No caso estudado, h; = 0.005, h, = 0.1, a implementagao do esquema explicito, em Mathe-
matica, demorou 0.08s, enquanto do esquema Crank-Nicolson, para os mesmos valores, demorou
0.125s. Estes valores devem ser relativizados no Mathematica, pois a computagao explicita
dos valores pode ficar mais lenta comparativamente com as rotinas internas para matrizes, ja
compiladas e mais rapidas.
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3.5 Reducao a um sistema linear de EDO’s

Uma possibilidade para a resolucao numérica de problemas de evolucao é a sua redugao a um
sistema de EDO’s (equagoes diferenciais ordindarias) por discretizacao prévia da parte espacial.
Consideremos o caso em que Du = dyu — D u.

Definindo uma grelha de pontos z1, - - - , z, podemos efectuar uma aproximacao do operador
D, através de diferengas finitas (ou outro processo). Sendo

Dyu(z,t) ~ Dyu(z, t) Zak u(zg, t

a equagao Du = 0 serd aproximada pela discretizacao
Ou — Dyu =0

0 que corresponde a um sistema linear de EDO’s

Oruj(t) Z apjuk(t

escrevendo uy(t) = u(zg,t) e ag; = ap(x;). Podemos ainda apresentar na forma vectorial
ou = Au

em que u representa a funcao vectorial u = (uy,--- ,uy) e A representa a matriz dos coeficientes
da discretizacao espacial A = [oy;].

A resolugao deste sistema linear de EDO’s pode ser considerada pelo cédlculo da exponencial
matricial

u(t) = exp(tA)u(0).

Observagio 1: Usando a decomposicdo A = P~1AP, onde A é a matriz diagonal dos valores
préprios (ou a matriz de Jordan, no caso de uma matriz nao diagonalizdvel), temos

exp(tA) = P~ texp(tA)P,

e caso a matriz A seja diagonalizavel, exp(tA) = diag(et™,-- -, et?).

Observagao 2: Este processo corresponde formalmente a uma aproximacao na resolugao pela
teoria de semigrupos. Por exemplo, no caso da equacao do calor, a exponencial do operador
laplaciano permite escrever a solugdo na forma u(z,t) = exp(tAz)u(z,0).

Observacdo 3: Apesar de também ser conceptualmente simples, a redugdo a um sistema de
EDQO’s nao é sempre computacionalmente mais eficaz que os métodos que envolvem também a
discretizagao em tempo, que vimos antes.

3.6 Equacao das Ondas
Nesta seccao consideramos a equagao das ondas, que na sua forma homogénea é dada por

O*u = AAu,
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em que c ¢ a velocidade de propagacgao da onda. Iremos apenas considerar o caso unidimensional
(neste caso, também conhecida como equagao das cordas vibrantes).

Trata-se de uma equagao hiperbdlica de segunda ordem, que pode ser formulada como um
sistema de equagoes de 1* ordem. A aplicacao dos esquemas de diferencas finitas sera semelhante
a anterior, havendo apenas o cuidado de considerar a sua formulacao enquanto sistema, o que
permite ilustrar também a aplicag@o destes esquemas a outros sistemas de equagoes diferenciais.

Consideremos o problema de Dirichlet para a equacao das ondas nao homogénea,

(07 — 2)u(x, t) = f(=,t), (z,t) € QA x (to, ty) (3)
u(z, to) = up(x), Owu(z,to) =ui(t), =€ (17) (3.12)
u(z,t) = ur(z,t), x € 08 X [to, ty] (u44)

Tal como no caso da equacao do calor, é também possivel estabelecer unicidade para o
problema de Dirichlet usando a férmula de Green. Definindo u = wu; — ue, diferenga entre
solugoes, consideramos agora uma quantidade diferente,

1
E(t) = 5/ |8tu(x,t)|2 + |qu(a:,t)|2 dz.
Q
Portanto,

E'(t) = /8?u(x,t)8tu(x,t)dx+c2/qu(x,t)-vmﬁtu(:c,t)d:c
Q Q

= 02/ Ayu(z,t)owu(x, t)dr — ¢ /Axu x,t)Opu(x, t)dr — ¢ / On, u(z,t)0u(x, t)dx
Q

e como u(x,t) = 0 Vo € 92 (pela condicao de fronteira), temos também Oyu(z,t) = 0 em 0, o
que implica que o integral sobre 92 é nulo, e assim E’(t) = 0. Ora isso implica E(t) constante,
como Jwu(z,0) = 0, e u(xz,0) = 0 = V,u(z,t) = 0, temos E(0) = 0 e consequentemente
E(t) = 0. Isso significa que dyu(x,t) = 0 e ainda pela condigao inicial nula, temos u = 0.

3.6.1 Caso unidimensional (1D+1T)

Por uma questao de simplificacao, iremos concentrar-nos no caso unidimensional homogéneo.
Comecamos por notar que dadas funcdes vg, vp € C?(R) obtemos solugdes particulares para
a equacao das ondas homogénea, na forma

u(z,t) = vr(x + ct) + vp(z — ct),
pois dfu(x,t) = A (Wh(z + ct) + vih(z — ct)) = 2opu(x, t).

Para um problema homogéneo (3.12) em que Q = R e apenas consideramos as condigdes
iniciais (ii), temos uma solucdo explicita dada pela formula de d’Alembert

ug(z + ct) + uo(z — ct) N 1 /”“
x

t) =
u(z,1) 5 70

up(7)dr,
—ct

como pode ser visto verifica a equagao e as condigoes iniciais. No entanto esta solucao deixa de
ser vélida quando consideramos o problema de propagac¢ao num intervalo Q = (z,, ), em que

71



sao também impostas condigdes sobre os limites (iii), conforme:

(0 — kAL )u(x,t) =0, (z,t) € (xa,xp) X (to,tf) (3)
u(z,to) = up(z), Owu(x,to) =ui(x), x € (xq,xp) (i7)
w(Za,t) = ua(t), w(xp,t) =up(t), te€ (to,ty) (t31) (3.13)

Iremos apresentar esquemas para a resolucao deste problema através do método das diferengas
finitas aplicado a um sistema equivalente.

Separacao de variaveis

Para além das solugbes particulares da forma wu(z,t) = vg(x + ct) + vp(xz — ct), que ji vimos, é
conveniente determinar as solugoes particulares que se obtém pela simples separacao de varidveis,
u(z,t) = ui(x)ua(t). Neste caso obtemos

Considerando K = —u? obtemos duas equacoes

(@) + Ly (z) = 0
uly(t) + pPug(t) =0

o que leva a solugoes do tipo

u1(z) = Ay cos(Ex) + Bysin(£x)
ug(t) = Ag cos(ut) + Basin(ut)

Portanto, combinagoes de fungoes do tipo

u(z,t) = Cos(%x) cos(ut), ou u(z,t) = sin(%x) sin(ut)

serao solugoes particulares da equacao das ondas.

3.6.2 Sistema de 1%rdem

No caso unidimensional é possivel reduzir o operador diferencial de segunda ordem a um sistema
de duas equagoes de primeira ordem. Em primeiro lugar, reparamos que podemos factorizar o
operador das ondas numa composi¢ao de dois operadores de transporte,

(02 — 202) = (0) + 0y (0r — cOr),

(o que também poe em evidéncia as rectas caracteristicas de inclina¢ao +¢). Assim, uma possi-
bilidade consiste em escrever um sistema de equagoes de primeira ordem com incégnitas (u,v),

{ (0 — cOp)u = v
(Oy +cop)v=f

em que u, primeira componente da solucao, verifica a equacao das ondas nao homogénea.
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e Alternativamente, no caso homogéneo, escrevendo
v =0, w=-c ‘u (3.14)
deduzimos um sistema mais simples, que iremos utilizar para a discretizacao,

O = cOyw
{ O = cOzv (3.15)

em que a primeira equacao traduz simplesmente a identidade 0;0,u = 0,0u, e a segunda equagao
resulta na equacao das ondas homogénea,.pois

Oyw = cOyv = 8t(c_18tu) = 0, (0pu) = 8t2u = 028§u

Note-se ainda que ambas as novas fungdes v e w verificam também a equacao das ondas
homogénea.
Considerando u = (v, w) o sistema (3.12) pode escrever-se na forma vectorial,

ou= D, u

em que neste caso o operador diferencial D, é de primeira ordem, D, (v, w) = (cOyw, cOzv).

Condicoes Iniciais e nos extremos

Tendo introduzido novas varidveis em (3.14), podemos obter condigoes iniciais e de fronteira para
as variaveis (v, w) a partir das condigbes em u, assumindo a regularidade necesséria. Assim, a
condicao inicial sera dada por

vo(z) = wv(z,0) = dpu(x,0) = uy(z)
wo(z) = w(z,0)= %Gtu(x,O) = %ul(:r)

Usando w = %Gtu ¢é igualmente imediato obter condigbes nos extremos para w,

wa(t) = %ug(t),wb(t) _ %ug(t),

mas a condi¢ao v = J,u ndo permite o mesmo para v, pelo que se considera uma aproximagao
consistente com a ordem da aproximacao espacial, como veremos.

Integracao da solugao

A expressao de u pode ser obtida directamente a partir de w através de uma integracdo numérica
nos nos calculados,

tm

m
W( T, tm) = cwo(zy) + c/ w(zy, s)ds ~ cwp o + chkwnk
to k=0

em que py sao os pesos da integracao. Por exemplo, usando a regra dos trapézios pj, = 17 hys,
h4 um erro da aproximacdo integral em O(h?), o que ¢ suficiente para esquemas até ordem 2.
Com efeito, a acumulagao dos erros O(h?) em cada w,y serd somada m vezes, mas também
multiplicada pelo peso em O(hy), pelo que um efeito compensa o outro.
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3.6.3 Esquema explicito instavel

Um esquema simples para a discretizagdo em diferencas finitas do sistema de equagoes (3.15),
em notacao matricial,

OV = cOyw L Oy —cOy U
{ Orw = cOyv < D(v,w) '_[—cax Oy } [w}_o

consiste em considerar uma diferenca progressiva no tempo e uma diferenca centrada no espaco,
ou seja, aproximamos

00 (&, tn) = —””vm“ht_ L4 Ohe); D (@, tm) =~ LI 4 O(h2).

Fazendo o mesmo para w, obtemos uma aproximagao Dy usando diferencas finitas em D, e
Dh(Vnm, Wpm) = 0 leva ao sistema aproximado

{ 7 (vnme1 = vnm) = o (Wnyrm = wWn-1m) (3.16)
he (Wnm+1 — Wnm) = C2h, (Vn+1,m = Vn—1,m)
Esta aproximacao leva a um esquema explicito,

Un,m+1 = Un,m + Cﬁl (wn+1,m - w”_Lm) (3 17)

Wp,m+1 = Wnm + o ('Un—l-l,m - vn—l,m)

que tem consisténcia de primeira ordem, mas que é instavel. Podemos verificar isso usando o
critério de Von Neumann, com

Unm = Rme™ ™, wpm = Smer™m.
Obtemos o sistema

Rm_Hei,umn — Rmei,uxn + C%Rmei‘ux” (ei,uhz _ efi,uhz)
Smp1ettn = S etHn 4 c%;Sme“””" (¢ithe — g=ipha)

e a relacao pode ser descrita na forma matricial
s =L LS
Sm+1 i/Bu 1 Sm
em que i3, = thTZ(eiph — e~"), ou melhor,

Bu = c% sin(phy).

T

Isto poe em evidéncia uma matriz de amplificacao
1By,
Mo, ]

cuja norma deve ser menor que 1, ou melhor, cujos valores préprios devem ser inferiores a 1. E
facil ver que os valores préprios desta matriz sdo solucoes de (A — 1)% + 53 =0, ou seja

A=1+if,

cujo médulo serd [N\ = /1 + Bﬁ > 1. Portanto havera incondicionalmente uma amplificacao do

factor inicial, e este esquema explicito é incondicionalmente instdvel.
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3.6.4 Esquema implicito

Como o esquema explicito anterior é sempre instavel, vamos considerar o esquema implicito
que resulta da aproximagao no tempo t,,+1, ou seja, usamos diferencas regressivas no tempo e
centradas em espaco na aproximagcao de

V(s ting1) = COpw(Tp, tmt1)
8tw($natm+1) = Caxv(xnatm—&—l)

o que leva ao esquema implicito,

h
Un,m+1 = Unm + Cﬁ(wn+l,m+l - wnfl,m+1) (3 18)
Wp,m+1 = Wnpm + Cﬁ (UnJrl,erl - 'Unfl,m+1)

O esquema ainda serd consistente de primeira ordem, mas ha que resolver um sistema linear, pois
os valores de vy, ;11 ou de Wy ;m41 56 estao definidos implicitamente. Analisemos a estabilidade
de acordo com o critério de Von Neumann. E facil ver que

R, | 1 —if3, Ry
Sm N _iﬁu 1 Sm+l

e portanto a matriz de amplificacao serd agora

1 =g 1!
e

Os valores proéprios de /\/lI_1 serdo exactamente os valores préprios de Mpg. Assim, os valores
préprios de M verificam || = \/ﬁ < 1. Concluimos que o esquema implicito puro é in-
I

condicionalmente estdvel, apresentando o inconveniente de ser necessaria a resolucao de um
sistema em cada passo. Concluimos ainda, pelo Teorema de Lax, que este esquema tem ordem
convergéncia 1.

3.6.5 Esquema explicitos condicionalmente estaveis

Esquema semi-implicito

Uma ideia para evitar a resolucao do sistema no esquema implicito é considerar apenas uma
das equagoes como implicita, o que permitird obter um esquema explicito, assumindo uma certa

ordem nos calculos (de forma semelhante ao que acontece nos métodos iterativos do tipo Gauss-
Seidel).
Assim, partindo das igualdades

OV(ZTpy ) = cOpw(Tp, tn)
8tw(37n7 tm—l—l) = Caxv(xna tm+1)

obtemos o esquema semi-implicito

h
Unmet1 = Unm + Cop (Wntt,m — Wn—1,m) (3.19)
h .
Wp,m+1 = Wnpm + Cﬁ (UnJrl,erl - 'Unfl,m+1)
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Note-se que ao exigir que a igualdade ocorra em todos os instantes t,, entao também teremos
no passo seguinte 0y (Ty, tm41) = cOpw(Tp, tmt1), ndo havendo por isso qualquer problema de
consisténcia, tratando-se ainda de um esquema de primeira ordem.

Analisando a questao da estabilidade, obtemos pelo critério de Von Neumann

h ; »
Rypt1 =Ry + c—%’fx Sm(e“‘hw —e ’“h“)
h if1hg —iph,

Sm+1 = Sm + C2htx Rm+1(ezuhl —€ z,uhx)

e na segunda equagao podemos substituir o valor de R,, 1, ficando com

{ Bynr = Bon + 5,5

e com a relacao matricial
)=l e
Sm-‘rl Zﬁu 1- 6;21 Sm '
A determinagao dos valores proprios da matriz de amplificacao reduz-se a resolver

B2 -2 B2 —2
M2 + (N

A=1A-14+8)+8=0& A=

L , . 22 . ,
e o discriminante é positivo se ([—32L)2 > 1, ou seja ﬁﬁ > 4. Nesse caso é claro que |A| > 1, e

portanto hé instabilidade.

Resta ver o caso em que ﬁZ < 4. Neste caso temos duas raizes complexas conjugadas cujo
produto é A1 A2 = 1, e consequentemente ambas tém maodulo 1.

Neste caso ha estabilidade, portanto pode falar-se em estabilidade condicional, em que a
condicao é |3,] < 2.

Podemos concretizar melhor esta condicao, pois

h
§2:chh—t§2

T

cﬁ sin(phy)

’BM| = hx

A condigao sobre x é também conhecida como condigao de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL).
Para este esquema semi-implicito garantimos estabilidade quando x < 2, e portanto de acordo
com a consisténcia, pelo Teorema de Lax, é garantida a convergéncia de ordem 1.

Esquema de Lax

Existem outros esquemas explicitos que sao condicionalmente estaveis, como o esquema de Lax,

cuja ideia consiste em substituir, no esquema explicito, os valores vy, ,, € Wy, », por uma média no

espaco. A consisténcia nao € alterada, pois conforme vimos antes, essa média é uma aproximagao

O(h2),

U($n+1, tm) + U($n_1, tm)
2

Portanto, o esquema de Lax é explicito, dado por

0@ ) = — S20(En ).

(3.20)

Wn+1,m+Wn—1,m

— UntlmFUn—1, h

Unmt1 =~y g (Wnt1,m — Wn—1,m)
— hyt

Wn,m+1 = 5 =+ o (Un+1,m - Un—l,m)
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Quanto & questao da estabilidade, podemos ver que neste caso obtém-se

Riy1 = 5(e#he 4 e #h) Ry + copt= S (P — €7 ")
Smt+1 = %(e“‘hﬂ” + eTiha) G 1 c%’:Rm(e”’h — e~iPh)

o que leva a relagao matricial

|:Rm+l:|:|:7u ZBM:||:Rm:|
B+ Zﬂu T Sm |’
em que 7, = 3(eMe +e7ih=) = cos(phy). Assim, a matriz de amplificagio M tem como valores
préprios
(A= ’yu)2 = —BZ = A=, £if.

Assim |A? = cos(uhg)? + (c%’;—)2 sin(phy)? < 1, 6 uma condigdo que define uma elipse com
semieixos 1 e x, pelo que a condicao para estabilidade serd x = c}% < 1. Concluimos, pelo

Teorema de Lax, que para x < 1 o esquema de Lax é convergente, de ordem 1.

Condicoes nos extremos

Conforme referido, as condigOes iniciais e as condigoes nos extremos, para w, podem ser obtidas
directamente a partir das condigoes em u. Resta examinar as condigoes nos extremos para
v = Ozu, que estdo relacionadas com os esquemas considerados. Iremos considerar o esquema
de Lax, mas o processo é andlogo para os restantes esquemas.

No extremo g, sdo necessarios os valores vy, = Odyu(a,ty) para o desenvolvimento do
esquema. Para esse efeito consideramos um ponto artificial x_1, e usamos a aproximagao da
média para calcular v ,,, mantendo a ordem de consisténcia 2 no espaco, ou seja

Vi,m + V=1,m

2

Vo,m =
pelo que atribuimos

V—1m = 2UO,m —VUlym; W-1m = 2w0,m — Wi,m
e dessa forma os valores g, s@o obtidos sucessivamente por aplicagao do esquema de Lax

I e A I
vt = gty
X

Cht

= Uo,m + h_(wl,m — Wo,m)-
xr

e os valores v_1 ,, W—_1,, desaparecem no resultado final. A aplicacao de um processo semelhante
para o outro extremo, vy, = Oru(b, t,,), permite estabelecer as iteragoes para os valores nos
extremos (esquema de Lax)

(wl,m - wfl,m)

h
Vom+1 = Vo,m + Ch_:(wl,m — Wo,m)
h
UN,m+1 = UN,m + %(WN,m - wN—l,m)

notando que os valores vg m, Un,m foram jé calculados na iterada anterior. Ainda que se pudessem
obter expressoes semelhantes para w a sua aplicagao levaria a uma recursividade onde de-

sapareceriam os valores impostos sobre os extremos. Por isso, deve considerar-se wo,;, =

%u;(tm)> WN,m = %UZ(tm)
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3.6.6 Esquemas de ordem 2
Esquema de Lax-Wendroff

Podemos obter um esquema explicito de ordem superior usando a expansao em série de Taylor

h?
Unm+1 = Unm + ht(atv)n m+ = (at )n,m + O(h?) (321)
e substituindo (92v)n.m = c2(02v)n,m, obtém-se o esquema de Lax- Wendroff

Un m—+1 = Un m + Cgh ('wn—l—l m + Wnp—1 m) + C 2h2 ('Un—i—l m 2Un,m + 'Un—l,m)

h
Wn,m+1 = Wpm + C2h ('Un+1 m + Un—1 m) + c? 2h2 (wn+1 m 2wn,m + wnfl,m) (322)

Este esquema é explicito e tem consisténcia de segunda ordem, sendo ainda estavel para valores
de x < 1. Os calculos sao semelhantes, mas mais extensos, pelo que se propéem como exercicio.

Esquema Leap-Frog

A traducao literal do nome deste esquema seria salto-de-rd, mas é de facto a designacao para
salto-ao-eizo em inglés. A designacao salto-ao-eizo estd relacionada com o aspecto da molécula
do esquema, ja que o valor vy ;41 € calculado a partir de vy, ,,—1, apoiado nos valores vy,—1, €
Un+1,m, saltando o valor central vy,.

Concretamente, consiste em considerar uma aproximagao com diferengas centradas no espago
e também no tempo, o leva a um esquema com consisténcia de segunda ordem. E um esquema,
multipasso, usando dois passos no tempo, e requer uma inicializagao para obter v, 1 € w, 1.

A expressao do esquema leap-frog é ainda explicita, dada por

h
Unm+1 = Unm—1 + C# (wn—l-l,m - wn—l,m)

3.23
Wp,m+1 = Wpm—1 1 CFL‘ (Un+1,m - Un—l,m) ( )

A estabilidade deste esquema envolve também uma recursividade a dois passos, ja que usando
o critério de Von Neumann,

Ryt1 =R e (ez,uh e~imh )Sm
Sm+1 = Sm-1 Cha (ewh e~ ih )Rm

s =L S LS (6]
Sm+1 2i8, 0 Sm Sm-1 |’
havendo neste caso uma recursividade vectorial a dois passos, que pode ser abordada como duas

recursividades escalares, que sdo equacoes as diferencas.
Definindo as varidveis T, = Ry, + Sp,, T, = Ry — Sy, obtemos

obtemos

Tt =T% | +£2iB,TE

T = T _ + 2B, T
T_ - 28,1,
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as equagoes caracteristicas associadas a estas equacgoes as diferencas sao

r? =1+2iB,r

com raizes r = +if3, + /1 — 2. Se ﬂﬁ < 1, obtemos |r|* = 53 +(1- ,33) =1, o que garante a
estabilidade. Portanto para y < 1 temos ﬂi = x?%sin?(puh,) < 1, e concluimos que a condicdo
CFL que garante estabilidade é ainda x < 1. Como a consisténcia é de segunda ordem, o
esquema leap-frog tem convergéncia quadratica. E um esquema muito simples e, inicializando
os valores em t; com uma aproximagao de segunda ordem, é computacionalmente mais eficaz
que o esquema de Lax-Wendroff (que pode ser usado para essa inicializacao).

Observagao: O esquema leap-frog é instdvel quando aplicado a equagao do calor (exercicio).
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Parte 111

Método dos Elementos Finitos
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Capitulo 4

Método de Galerkin

O objectivo deste capitulo é apresentar um método alternativo que se adequa especialmente a
resolugao de problemas elipticos, permitindo evitar a condicionante geométrica de submeter o
dominio a aproximar a uma grelha quadriculada e permitindo também aproximar problemas em
que os dados nao sao regulares.

A ideia essencial, desenvolvida a partir da década de 50, e que remonta a Galerkin (1915),
consiste em reescrever o problema através de uma formulacao variacional equivalente utilizando
para esse efeito fungoes teste suficientemente regulares. Ao escrever o problema dessa forma,
a maior regularidade das funcles teste compensa uma menor regularidade da solucdo através
de uma transferéncia que se centra no uso da férmula de Green. Desta forma é possivel escr-
ever o problema numa formulacao fraca que consiste numa igualdade entre uma forma bilinear
(que encerra a informacao acerca do operador diferencial), e uma forma linear (que contém a
informagao acerca dos dados do problema). O espago das fungoes teste encerra também in-
formacao relacionada com a condicdo de fronteira. Assim, ao considerarmos o espaco H& para
espaco de fungoes teste estamos implicitamente a exigir que se verifiquem condicGes de Dirichlet
nulas na fronteira.

H& que distinguir dois tipos de situacdo, uma em que a forma bilinear é simétrica e que
corresponde a minimizar um funcional (designado funcional de energia), estando assim nas
condicoes do denominado método de Ritz, e uma outra em que nao ha a priori simetria da
forma bilinear, correspondendo ao caso geral do método de Galerkin.

4.1 Formulagao Variacional

Comecamos por escrever a equagao de Poisson usando a definigdo de delta de Dirac, a forma
linear d,(f) = f(x), e usando a seguinte notagao

f(fﬂ) =< f,0: >,

que nos parece mais adequada, ja que € a utilizada para a dualidade nas distribuigoes e permitira
apresentar as formulagoes variacionais como uma generalizacao de igualdades pontuais. Note-se

que 0z (y) = do(y — ).
Desta forma, a igualdade pontual da equacao de Poisson

Au(z) = f(x), Yo € Q
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passaré a escrever-se assim

(Au, 6z) = (f,05), Vo € Q.

Agora, o proximo passo ¢é generalizar esta igualdade pontual, e passar a encard-la como uma
igualdade global. Com efeito, iremos passar a considerar a nocao de dualidade, substituindo as
funcGes por funcionais, escrevendo a igualdade

(Au,w) = (f,w), Yw € V(Q).

Iremos ao longo do curso tornar mais clara esta passagem, em que deixamos os deltas de Dirac de
lado, e passamos a trabalhar com fungées w definidas num certo espago de fungdes V' (€2). Note-
se que se V() for um espago de funcoes mais regulares, a maior regularidade de w permitira
considerar f num espago dual com menor regularidade. Quando isso fizer sentido o valor de
(f,w) é dado por

< fiw>= | f(yw(y)dy.
R2

Da mesma forma, o delta de Dirac pode ser introduzido, formalmente, através de

< £80>= [ f@h)ds = F(0)

o que apenas pretende significar que todo o peso do integral estd no ponto 0, levando por isso
& nocao intuitiva de que g seria nulo em toda a parte excepto em 0, onde valeria ‘infinito’! E
isto implica [ do(y)dy = 1.

Ora, pode mostrar-se a existéncia de uma sucessao de fungoes C*°, com medida unitaria, u,
(designadas por mollifiers), cujo suporte é cada vez mais pequeno, ou seja supp(uy,) C B(0, %),
tal que

< f,pn >= /R2 F@)pn(y)dy — £(0).

Estas funcdes p, podem ser vistas como distribuicoes de probabilidade!, que tém o seu valor
maximo em 0, e que, para valores de n grandes, se concentram cada vez mais préximo de 0,
ignorando os valores circundantes. Uma possivel interpretacao intuitiva é pensar em marcar um
ponto no papel com um ldpis. Quanto mais afiado estiver o lapis (o que corresponde a p,, com
n grande), mais préximo estamos de marcar apenas o ponto desejado, e é claro que se tivermos
um lapis pouco afiado (o que corresponde a p,, com n pequeno) ha uma larga marca que cobre
varios pontos. Nesta interpretacao livre, o delta de Dirac corresponde a um lapis ultra-afiado,
que nao deixa marca em mais nenhum ponto!

Assim, quando temos os valores < f, u,, > ao invés do valor f(0), significa que nao observamos
o valor exacto no ponto zero, mas apenas observamos (com alguma miopia) uma névoa, mais
concretamente o valor dado pela média ponderada das imagens dos pontos préximos de zero.
Note-se que este tipo de argumento é exactamente o mesmo que foi usado na mecanica quantica
e substituiu a nocao pontual de particula no espago pela nocao de nuvem, correspondente a sua
distribuicao de probabilidade.

Contudo, nao iremos usar apenas mollifiers, iremos admitir observacoes com um maior
numero fungoes, que passaremos a designar por fungoes teste. O espago de fungoes teste (desig-
nado anteriormente por V(£2)) poderd ser adaptado a cada problema de forma a que possamos
extrair as vantagens pretendidas.

'O que esté na origem do nome distribuicdo.

82



Voltemos a igualdade (com o sinal negativo, para simplificagdo posterior)
<_Au7 w> = <f>w> , Vw € V(Q)

Designamos uma igualdade deste tipo por igualdade fraca no espago V(). Se os deltas de Dirac
estivessem presentes, era ébvio que se tratava de uma igualdade forte, pois poderiamos escrever
imediatamente Au(x) = f(z). No entanto, o espago V(€2) é suposto ser um espaco de fungoes
e ndo de distribuigoes! Torna-se assim claro que quanto mais pequeno for o espaco V(£2) mais
longe poderemos estar da verificacao da igualdade forte.

Avancemos. Se o espago V() contiver fungoes suficientemente regulares, a igualdade pode
escrever-se na forma integral

(~auw) = (fw) = = [ Aww= [ fu

e pela primeira férmula de Green

/Vu-Vw—/ 8nv.w:/fw.
Q o0 Q

Ora, se impusermos que no espago V(€2) as fungoes verificam w|sn = 0 temos

/QVu-Vw = /wa, Vw € V(Q) (4.1)

que se trata de uma equagao que traduz a formulacdo variacional associada a equacao de Poisson.

E claro que ¢ preciso definir convenientemente o espaco V(£2), mas por enquanto apenas
diremos que se trata de H}(£2), um espago de Sobolev de fungdes em H'({) com traco nulo na
fronteira (ver apéndice). Com efeito, entre outras razoes, considerar espagcos cldssicos de fungoes
diferencidveis (por exemplo, funcoes C1(£2) nulas em 9Q) ndo se revela apropriado para a uti-
lizagao de resultados da teoria de espacos de Hilbert. Esses espagos classicos sao espacos de Ba-
nach para a norma do maximo, mas nao espacos de Hilbert, reflexivos. Ao efectuar a formulagao
variacional através do produto interno definido em L2, torna-se claro que aqui iréd interessar-nos
utilizar a teoria de espacos de Hilbert. Isto leva a introducao de espagos de Sobolev, que sdo
espacos em que as derivadas existem num sentido generalizado (das distribuigdes). O espago
H(Q) seré definido como espaco de fungoes L?(2) com derivadas em L2(2) e isso garante que
Vw € L*(Q)%, o que é adequado para assegurar a existéncia dos integrais.

Por outro lado, ao admitirmos que as fungoes estejam em H'(Q) isso pode mesmo significar
que as fungles nao sejam continuas, assim torna-se necessario dar novo sentido & nocao de
restricao sobre a fronteira, ja que tendo a fronteira medida nula, fungoes que seriam idénticas
(a menos de um conjunto de medida nula) poderiam ter valores diferentes na fronteira. H4 que
introduzir a nogao de trago, que generaliza a nocao de restricao no caso de fungbes continuas
(ver apéndice).

Ao exigir que as fungées teste tenham traco nulo sobre a fronteira, acabamos por ignorar
qualquer contribuicdo na fronteira, e assim veremos que esta formulacao é apenas adequada ao
problema de Dirichlet homogéneo

—Au=f em §)
(F) { u=20 sobre 0.
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Observacao 1. Se considerarmos o problema de Dirichlet nao homogéneo,

—Au=f em
(1) { u=g  sobre 9N

podemos converté-lo num problema homogéneo para a equacao de Poisson. Para isso consider-
amos g um prolongamento de g a 2. Esse prolongamento nao ¢ tinico e pode ser obtido de varias
maneiras. Uma possibilidade, no caso de g aparecer dado como uma expressao, é considerar g
como sendo a extensao natural de g, ou seja a prépria expressao de g calculada para os pontos
interiores. E claro que essa possibilidade é apenas admissivel quando héa regularidade suficiente
na extensao de g.

A partir de g consideramos F' = Ag + f, e assim v = u — ¢ é nulo na fronteira e verifica

—Av=Ag—Au=F—f+f=F
e consequentemente reduzimos o problema (P;) a um problema de Dirichlet homogéneo,

—Av=F em )
v=>0 sobre 0.

A regularidade de F estd assim ligada & regularidade de f e também de Ag, pelo que a extensao
de g deve ser suficientemente regular.

Observacao 2: Relativamente a passagem para a formulagao variacional, podemos estab-
elecer uma analogia que consiste em passar do resolucio do sistema em R

Av =y
para a formulacao ’fraca’
TA ...
w” Av = w" Yy, para certos vectores w.

A primeira implica a segunda, mas o contrario nem sempre é verdade, a menos que haja uma
quantidade suficiente de vectores w. E claro que basta considerar w = e;, isto é, os vectores
base, para que se obtenha uma igualdade em termos de componentes, e consequentemente haja
uma equivaléncia. Mas se os vectores w considerados nao gerarem uma base de R¢, entdo a
formulacao fraca nao implicara a forte.

Caso discreto. Podemos explorar um pouco mais a ideia anterior, aplicando ao caso do
problema discreto para diferencas finitas.

Suponhamos que temos os pontos p;; = (;,y;), ordenados com uma qualquer numeracao,
de forma a identificd-los simplesmente com um indice, passando assim a serem referidos apenas
por p;. Tendo ja estabelecido o problema discreto relativo a equagao de Poisson,

Au; = f;  em Qy,
u; =0 em OQy.

ja vimos que esta igualdade pode ser descrita em termos matriciais através de uma igualdade
do tipo Mu = y. Suponhamos agora que consideramos vectores teste w definidos com valores
arbitrérios nos pontos p;. Ao escrevermos wlMu = wly, estamos a escrever a formulacio
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fraca, que corresponderd a formulacao forte se admitirmos que os vectores teste w incluem ou
geram a base candnica, ou seja w = ey, vectores dados pelo delta de Kronecker, w; = d;1.
Outros valores para w correspondem a considerar uma soma ponderada, por exemplo, w =
(0, %, %, %,0,0, ..,0), implica wly = 711y2 + %y3 + %y4, e a informacg@o aqui é essencialmente
dada por ys, mas estd misturada com os valores de ys e y4 (correspondente & névoa), o que
nao acontece se considerarmos w =e3 = (0,0,1,0,0,0,...,0) que implica wTy = Y3, ou seja,
obtemos o valor exacto.

H4 assim um paralelismo evidente entre o caso finito e continuo, e que se traduz numa semel-
hanca de papéis entre os deltas de Kronecker e Dirac. A grande diferenca é que, no caso finito,
se o subespago vectorial que contém os vectores w nao for o préprio espaco (e consequentemente
incluir a base), entdo nao temos informacao suficiente para recuperar a igualdade (forte). No
caso continuo isso é possivel, gragas a resultados de densidade, como veremos mais a frente.

Note-se que o caso finito de que falamos aqui, é ainda um caso de igualdades pontuais, e
nao deverd ser confundido, mais & frente, com a aproximacao discreta, num espaco de dimensao
finita, mas que serd um espaco de fungdes!

4.2 Formulacao abstracta

A igualdade variacional estabelecida para equagao de Poisson (4.1) pode ser vista como um caso
particular de uma formulacdo mais geral em que se utilizam formas lineares e bilineares.

Seja V um espago vectorial. Dizemos que uma forma b: V x V — R é uma forma bilinear,
se verificar as propriedades

b(ur + v, ) = blon, w) + b(us, w), blaw,w) = ab(v, w),
b(v, w1 + wa2) = b(v,w1) + b(v,we), b(v,aw) = ab(v,w).

Dizemos que a forma é simétrica, se verificar b(w,v) = b(v, w).
Reparamos que apenas faltam duas propriedades para que uma forma bilinear simétrica seja
um produto interno. A primeira é que b(v,v) > 0, e a segunda que

b(v,v) =0=v=0.

No caso de formas definidas nos complexos, b : V x V — C, introduz-se a nocao de forma
sesquilinear?, e nesse caso a Unica diferenca diz respeito as propriedades

b(v, aw) = ab(v,w), b(v,w) = b(w,v).

Podemos agora estabelecer a formulagao variacional

(4.2)

Encontrar u € V :
b(u,v) = l(v) YveV.

em que V é um espaco de Hilbert, [ : V — R é uma forma linear e b: V' x V — R é uma forma
bilinear.

20 prefixo sesqui vem do latim, e significa um e meio. Por exemplo, sesquipedalis significava um pé e meio.
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Serao habitualmente admitidas algumas hipdteses:
e b é continua em V| ou seja, que existe uma constante M > 0 :

[b(u,v)| < M |[Jullv [[v]|v, Vu,v € V.
e b é coerciva em V (ou V-eliptica), ou seja, que existe uma constante a > 0 :
b(v,v) > al|v||}, YveV.
e | é continua em V, ou seja, existe C' > 0 :
l(w)| < ClJll, VoeV.

Exemplos:
a) No caso da equagio de Poisson, V(Q) = H(9), j4 vimos que

b(v,w)—/QVU‘Vw, l(w)—/ﬂfw.

Falta-nos verificar as hipéteses de continuidade e coercividade, mas para isso precisamos do
estudo do espago de Sobolev H& (Q) e de qual norma serd adequado considerar nesse espago.
Faremos isso mais & frente.

b) No caso de dimensao finita, para um sistema Au = y, escrevemos a formulacao fraca
wTAv = wTy, com w € V =R, e é claro que temos

b(v,w) = wr Av, l(w) =wTy.

Se a matriz A for definida positiva temos, por definicdo v7 Av > 0, para v # 0, e portanto
como se trata de um espago de dimensao finita podemos sempre considerar & = min||,||—1 wr Aw >
0 (j& que a bola unitaria é compacta e ha minimo), logo

vl v
b(v,v) = vT Av = — A——]|v||? > a|v]|.
ol o]l
De facto, em certo sentido, a nocao de coercividade generaliza a nogao, em dimensao finita, de
matrizes definidas positivas.

Se a matriz A for definida positiva e também simétrica, sabemos que b(v,w) define um
produto interno, que podemos designar por (v, w) 4 e assim a formulagao variacional corresponde
a encontrar u tal que

(u,w) 4 = (y,w), Yw € RY,

em que designamos propositadamente o produto interno cléssico por (.,.) sem o indice 4, para
que fique evidente que se trata de encontrar um vector u que ’seja o equivalente’ a y segundo
o novo produto interno. Iremos ver que este caso simétrico corresponde a um problema de
minimizacao.

c) Vejamos agora um exemplo resultante de uma equagao diferencial ordinaria em Q =|0, 1],

—(p()u'(2))" + q(z)u(z) = f(z), Yz €]0,1]

com p > 0,q > 0 e as condigoes de fronteira (note-se que 92 = {0,1}) sdo u(0) = u(1) = 0.
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A forma bilinear obtida (por integracdo por partes) é neste caso

1
o) = [ pla @)l (@) + ala)ola)ula) o,
e a forma linear seré .
l(w) = /0 F@)w(z)da.
O espago de Hilbert a considerar serd H}(]0,1[). O espago
Cy([0,1]) = {v € C1(10,1)) N C([0,1]) : v(0) = v(1) = 0},

nao é completo para o produto interno.

4.2.1 Equivaléncia I (Caso simétrico - minimizacao de energia)

Vamos mostrar que, no caso em que a forma bilinear é simétrica, a formulacao variacional
corresponde a uma minimizacao de energia. Relembramos que esta andlise é apenas vélida se b
for simétrica.

A equivaléncia entre a formulacao variacional e a minimizacao de energia pode ser estabele-
cida mesmo para o caso de espacos de Banach, mas como nos interessa essencialmente o caso de
espagos de Hilbert, manteremos a notacao V para designar o espago.

Seja V um espaco de Banach. Para uma forma bilinear simétrica, b: V x V — R, definimos
o funcional, designado por funcional de energia,

J(v) = %b(v,v) ~ ).

Interessa-nos estabelecer que o problema de minimizar J para qualquer v € V, é equivalente
a resolver o problema variacional

b(v,w) =l(w), Ywe V.

Derivada de Fréchet de J.

Podemos calcular a derivada de Fréchet? de J a partir da bilinearidade de b e da linearidade de
[, porque
J(w+h) = J(v) = 1b(v+ h,v+h) = (v + k) — b(v,v) + L(v) =
= b(v, h) — I(h) + 3b(h, ),

3Relembra-se aqui a nocio de derivagio de Fréchet de operadores em espagos de Banach (espagos normados e
completos). Dados dois espagos de Banach FE, F, um operador A : E — F diz-se Fréchet diferencidvel num ponto
x € E se existir T € L(E,F) :

|A(z +h) = Az = Th||r = o(|[h]| ),

e T designa-se por A,. Trata-se de aproximar um operador ndo linear A por um outro que o é, na vizinhanca de
um ponto x.

Repare-se que quando os pontos sdo nimeros reais, e o operador é uma simples funcdo f, isto corresponde a
exigir que ha uma constante T :

|f(z +h) — f(z) = Th| = o(|h])

essa constante é a derivada cléssica, i.e. T = f'(z).

Neste caso mais geral, os pontos podem ser fungbes, e a derivada deixa de ser uma constante para ser um
operador linear, pois 7' € L(E, F). Como é claro, se o operador for linear a derivada de Fréchet é o préprio
operador!
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e, devido a continuidade de b,
1
|[J(v+h) = J(v) = b(v, k) + U(R)] = [5b(h, )| < M 11

Isto significa que, para a topologia de V, a derivada de Fréchet é

J'h = b(v,h) —I(h), Vh €V,

e Reparamos assim que se a derivada de Fréchet for nula, ou seja, J,h = 0,Vh € V, isso
equivale a

b(v, h) = I(h),Yh € V,

ou seja, a formulacao variacional.
Vamos agora ver que se o ponto v for minimo de J, ou seja,
J(w+h)>Jw),YheV

a derivada de Fréchet J) tem que ser nula. Este resultado generaliza assim um facto bem
conhecido.

Proposigao 4.2.1 Se v um minimo de J entao J,, =0 e consequentemente
b(v,h) =1(h),Yh € V.
Demonstracao: Como J é Fréchet-diferencidvel, temos

0< Jw+h)—J@) = Jh+ol||hl]), Vh eV,

o que implica, para h = ew,com ||w|| =1, > 0, que
1 ' € p
W(Jvh +o([[All)) = ZJy(w) +o(1)
e assim
e—0

0 < J)(w)+o(1) = J(w).

Logo, 0 < J/(w). Ora, isto é vélido para qualquer w com norma 1, logo também para —w,
portanto 0 < J/(—w) = —J,(w), concluimos assim que J(w) = 0 e portanto J, (h) = J)(w)e =
0.0

Observacao: E claro que poderiamos obter o resultado anterior sem falar em derivacao
de Fréchet, mas é conveniente estabelecer que a condigcao para a derivada de Fréchet ser nula
corresponde exactamente & formulagao variacional.

Podemos agora deduzir o seguinte resultado:

Um caso intermédio, entre os niimeros reais e as fungoes, é o caso de vectores. Com efeito quando temos uma
funcéo vectorial f : R — RY, a derivada de Fréchet é a matriz jacobiana J¢, pois a matriz T' que verifica

|f(x +h) — £(x) — Thi| = o||h]])

é justamente a matriz jacobiana calculada no ponto x, ou seja, T' = Jg(x), que sendo uma matriz é um operador
linear de R? em RY.
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Teorema 4.2.1 Seja b tal que b(w,w) > 0,YVw € V. O ponto u é minimo em V de
1
J(v) = Eb(v,v) —1(v)

se e so se verificar
b(u,w) =l(w), YweV.

Demonstracao: Ja vimos uma das implicacoes na proposicao anterior, a outra € trivial.
Basta reparar que, sendo u solugao do problema variacional, temos para qualquer h € V,

J(u+ h) — J(u) = b(u, h) — 1(h) + %b(h, h) = 1(h) — I(h) + %b(h, h) > 0.0

Observacao 1:

a) A hip6tese de b verificar b(w,w) > 0,Vw € V, é imediatamente garantida pela coercivi-
dade. Com efeito, exigir a coercividade é mesmo mais forte e garante que apenas havera um
minimo, pois teremos

(]
J(u+h) = J(w) = SIIAf

e a desigualdade ¢ estrita se h # 0.
b) Repare-se que sendo b simétrica e coerciva, a forma bilinear define mesmo um produto
interno! Com efeito,
b(v,v) > allv|[}, YveV.

implica que b(v,v) > 0 e é ébvio que b(v,v) = 0 implica ||v|| = 0 e consequentemente v = 0.
Nestes casos, iremos ver que (pelo teorema de representacao de Riesz) qualquer forma linear
em V pode ser representada como o produto interno por um certo elemento.
Observagao 2: Note-se que

b(v,w)—/Vv-Vw
Q

verifica b(v,v) > 0, mas nao define & partida um produto interno, ja que b(v,v) = 0 nao implica
v = 0, pois as constantes também verificam b(v,v) = [, |Vv|? = 0. No entanto, este facto é
contornado suprimindo as constantes nao nulas do nosso espaco, impondo a condi¢ao v =0 em
082, o que acontece ao considerar v € Hg ().

Observagao 3: Acabamos de mostrar que minimizar em Hg(Q)

J(v)z%/ﬁ]Vu]Z—/Qvf

/Vv-Vw:/fw, Vw € HY ().
Q Q

Esta ideia de encontrar a solugao através de um processo de minimizacao denomina-se método
de Ritz.

Observacao 4: No caso matricial, isto corresponde a reparar que de Av = y obtemos a
formulacio variacional w' Av = w 'y, que serd equivalente a minimizar .J(v) = %VTAV —v'ly
quando a matriz A é simétrica e definida positiva.

é equivalente a resolver
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Observagao 5: No caso do exemplo ¢) anterior, a solu¢do serd o minimo de

1
J(u) = /0 p(@) (W (2))? + q@)u(@)? — 2f (@)u(z)dz,

para fungdes u € H}(]0, 1]).

4.2.2 Equivaléncia II (Formulagoes fraca e forte)

Vamos agora considerar a equivaléncia entre as formulacoes fraca e forte em casos especificos.
Comegamos por ver o caso que mais nos interessa, associado a equagao de Poisson. Para esse
efeito, é conveniente relemebrar resultados basicos de distribuigoes e espagos de Sobolev (ver
algumas notas em apéndice). Comegamos por estabelecer algumas notagoes.

Para qualquer aberto Q ¢ R%, o espaco C2°(Q) (designado por espago de fungoes teste, na
teoria de distribuigoes, onde também se utiliza* a notacio D()) ird designar as fungoes C>()
que tém suporte compacto em §2, ou seja, as fungoes infinitamente diferencidaveis em 2 que sé
nao sdo nulas em subconjuntos K C € tais que K é compacto. Na pratica, isto corresponde
a considerar todas as funcoes infinitamente diferenciaveis que sao nulas numa vizinhanca da
fronteira (note-se que isto exclui as fungdes analiticas, ja que estas sendo nulas numa vizinhanga
sao nulas em ).

Iremos usar a notagao f = 0 . {2 quando parecer importante salientar que a igualdade f = 0
se verifica a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula (o simbolo & é uma abreviatura
da expressao inglesa almost everywhere). De um modo geral, nao haverd necessidade de estar
sempre a referir esse facto, j4 que quando se trabalha em espacos de Lebesgue, a igualdade é
subentendida a menos de conjunto de medida nula.

Teorema 4.2.2 O espago CX () € denso em LP(Q), para 1 < p < oo. Em particular, se
f € L3(Q) e verifica

/ f(@)w(x)dz = 0,Vw € C°(),
Q
entio f =0 @. €.

Demonstragao: Ver p.ex. [4]. A conclusao particular resulta de uma propriedade bem
conhecida dos espagos de Hilbert. Com efeito, se H é um espago de Hilbert e X é um seu
subespago, temos X+ = {0} <= X = H. O

Observacgao. Este resultado tem bastante importancia, porque permite encarar a igualdade
dos funcionais com uma generalizagdo da nogao de igualdade pontual. Com efeito, quando
consideramos distribuigdes, dizemos que f = g se tivermos

<f _gaw> =0,Vw € CSO(Q)a

e no caso em que f, g sao fungdes L?(Q2) (na realidade basta considerar L} (Q2)), fica claro que
isto significa

/Q (f(2) — g(x))w(z)dz = 0,Yw € C(Q),

“Nio iremos usar habitualmente a notagio D(Q2) para as fungdes teste, mas iremos usar a notagio D’ (f2) para
o dual (na sua topologia), j4 que esta é a notacado mais comum para designar o espago de distribuigdes.
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e que pelo teorema implica f — g =0 a. Q.

Vejamos agora o caso da equacao de Poisson.
Se considerarmos f € L2(f)) e obtivermos uma funcio u € H%(Q) (logo, Au € L?(Q)) tal
que
—Au=f & Q,

dizemos que v é uma solugdo forte (diremos que é solu¢do cldssica quando u € C%(Q)).
Falaremos de solucdo fraca, quando u € H&(Q) for solucao do problema variacional

/Vu~Vw:/fw, Vw € HY ().
Q Q

Precisamos apenas de especificar o que entendemos por H& (Q), para além das informagoes
intuitivas ja adiantadas anteriormente.

Definigao 4.2.1 O espaco H}(Q) € a aderéncia de C°(Q) na topologia definida por H ().

E imediato que HZ(Q) é um subespaco vectorial de H(f2), e pela definicdo é um subespaco
fechado para a norma induzida... no entanto nao sera essa norma que nos interessara considerar.
E também claro que o espaco HA(Q) contém as funcdes teste C2°(Q), que séo nulas na fronteira.
Para além disso, como as suas fungdes sao o limite, na norma de H'(€2), de fungdes C°(2)
(que sao nulas em 0€2), coloca-se a questao de saber se estas fungdes tém traco nulo em Of2.
A resposta intuitiva poderd ser um sim sem hesitacoes, mas sé pode ser bem compreendida se
notarmos que pelo teorema anterior também tinhamos dito que qualquer fungio L?(92) poderia
ser obtida como limite também de fungoes C2°(2), na norma L?(Q). Ora, as fungoes L?(£2) nio
tém que ter trago nulo na fronteira! Qual a diferenga?

A pequena grande diferenca estd na norma que se considera! Por exemplo, é possivel con-
siderar uma sucessao de fungoes teste que convirja para f = 1 em € (basta pensar em funcoes
cut-off> numa sucessdo de compactos K, que se aproxima de §2) mas é claro que para valores de
n grandes, a distancia entre a fronteira de K (onde a funcao vale 1) e a fronteira de Q (onde a
funcao vale 0) serd cada vez mais pequena, pelo que a derivada ird tender para infinito. Como
a derivada ndo sers limitada, verifica-se (...) que esta sucessdo ndo converge em H'(f2), ndo
podendo pertencer a Hg(Q).

Convém neste momento rever no apéndice a definigao correcta de trago, algumas das suas
propriedades, bem como os espagos funcionais em que é possivel estabelecer a formula de Green.

Vamos admitir o seguinte resultado, cuja demonstragao nao é trivial (cf. [15]):

Lema 4.2.1 Temos a definicdo equivalente
H}(Q) = {v e HY(Q) : v|spq = 0},
em que v|pq Tepresenta o traco de v na fronteira O (fronteira seccionalmente C*).

Este resultado permite justificar algumas afirmagoes feitas anteriormente, e podemos estab-
elecer os resultados de equivaléncia.

SFungdes cut-off sdo fungdes C°(£2) que sido nulas em todo 2, excepto no interior de um compacto K C €2,
onde valem 1.
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Problema de Dirichlet para a equacao de Poisson

Teorema 4.2.3 Se f € L*(Q2) e u € H2(Q) N HE(Q) entdo a solucdo fraca e forte, do problema
de Dirichlet para a equagdo de Poisson, coincidem.

Demonstragao:
(<) Esta implicagao ja havia sido considerada, mas repetimo-la, justificando alguns passos.
Como f € L?(2) e u € H*(Q), temos

—Au=f e Q,

0 que implica
—/Auw:/fw, Yw € Hy (),
Q Q

porque Au € L2(Q),w € L?(Q) e todos os integrais estdo bem definidos.
Pela férmula de Green (generalizada para fungoes nao regulares — como no apéndice), temos
agora

/Vu-Vw— 8nuw:/fw, Yw € H(Q),
Q o0 Q

note-se que todos os termos estao bem definidos, mas talvez seja importante reparar que
wlpa, Opu|oq sao funcoes de HY2(9Q) C L2(99).
Agora podemos usar o facto wjpg = 0, devido ao Lema anterior e concluir que

/Vu'Vw:/fw, Vw € HY ().
Q Q

(=) Podemos repetir os passos no sentido inverso e obter

_/QAuw:/wa, vw € HY(Q).

Como C°(Q) C H(Q), a igualdade variacional anterior ¢ vélida, em particular, para w €
C°(Q), portanto

/(Au+f)w:O, Vw € C(Q)
Q

e concluimos (pelo Teorema.4.2.2) que Au+ f =0 . .
A condigao na fronteira u = 0 em 0 resulta imediatamente de considerarmos sempre u €
H(Q). O

Observacgao: No teorema fica assumido implicitamente que estamos a considerar fronteiras
suficientemente regulares, onde é possivel aplicar os teoremas, e isso verifica-se se 2 for um
aberto com fronteira seccionalmente C*, o que inclui domfnios com cantos. No entanto, iremos
ver mais & frente, que apenas conseguimos garantir que a solucdo esteja em H2(Q) (condicdo
exigida para a equivaléncia) se a fronteira nao tiver ‘cantos’ complicados...
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Problema unidimensional

Vamos agora estabelecer a equivaléncia entre o problema de Dirichlet resultante de uma equagao
diferencial ordindria em € =0, 1],

{ —(p(z)u/(z))

q(z)u(z) = f(x), v €]0,1],
u(0) = u(1) = 0.

em que p > 0,q > 0,p € C'([0,1]),q € C[0,1]. A formulagio variacional obtida foi

1 1
/ pu’w'+quwda:—/ fwdz, Yw e HA(]0,1[).
0 0

FEzercicio: Verifique a equivaléncia entre a solucao fraca e forte para .
Resolugao:
(<) Da equagdo —(pu')' + qu = f, obtemos multiplicando por w € Hg(]0, 1[),

1 1
—/ (pu’)’w+quwdx:/ fwdz,
0 0

e aplicando integragao por partes (férmula de Green unidimensional!)

1 1 1
/ pu'w'dx — [pu'w]évL/ quwda:—/ fwdzx,
0 0 0

e como [pu’w](l) = p(1)u'(1)w(1) — p(0)u/(0)w(0) = 0, pois w € H(]0,1]) e os tragos sio w(0) =

w(1) = 0, obtemos
1 1 1
/ pu’w'd:n+/ quwdx :/ fwdz.
0 0 0

(=) Mais uma vez, trata-se de repetir os passos no sentido inverso até que obtemos

1
/O ((pu) — qu + f)wdz = 0, Yw € Hj(]0, 1[),

e considerando, em particular, w € C§°(]0, 1]) pelo Teorema.4.2.2 temos (pu') —qu + f =0 .
]0, 1[.

4.2.3 Teoremas fundamentais

De seguida apresentamos alguns resultados fundamentais que nos permitem retirar informagoes
valiosas acerca da existéncia, unicidade, e dependéncia continua face aos dados das solugoes
fracas, solugoes dos problemas variacionais. O resultado mais geral é o teorema de Lax-Milgram,
ja que nao se exige que a forma bilinear seja simétrica, mas iremos comegar por referir o caso
simétrico, em que se pode fazer uma aplicacao directa do teorema de Riesz. Alids convém notar
que na demonstracao do teorema de Lax-Milgram iremos usar o préprio teorema de Riesz.

Em qualquer dos casos serd sempre necessario assumir as hipéteses de que b é continua e
coerciva e de que [ é continua, num certo espaco de Hilbert V.
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Formas Simétricas - Teorema de Riesz

Jé referimos (na Observacao 1b) anterior) que, se a forma bilinear for simétrica e coerciva, define
um produto interno, e iremos escrever

(v,w), = b(v,w).

Alids, sendo a forma continua e coerciva em V, isso é, neste caso, uma maneira equivalente de

dizer que a norma definida por
[|v]lo = V/b(v,v)

é equivalente & norma de V, ja que temos constantes o > 0, M > 0 :
2 2 2
of ][y < [Jolfy = b(v,v) < M|[vl[y; .
Recordamos agora um teorema fundamental em espacos de Hilbert.

Teorema 4.2.4 (Representa¢do de Riesz). As formas lineares continuas num espago de Hilbert
V' sao sempre da forma T(z) = (1,x) em que T € um elemento do espago V. A correspondéncia
T +— 7 € biunivoca, sendo mesmo uma isometria.

Portanto, no caso de b(v, w) definir um produto interno, qualquer forma linear em V' pode
ser representada como o produto interno por um certo elemento. Ou seja, sendo [ uma forma
linear em V fica garantido que existe um e um sé 7 € V tal que

(w) = (T,w),, Yw e V.

Isto significa que temos [(w) = b(r,w) e portanto 7 é exactamente a solugdo do problema
variacional, ie. w = 7. Como o teorema de Riesz também garante que nessas circunstancias
se trata de uma isometria, conclui-se que o problema estd bem posto, tendo-se ||ully = |||y,
recordando-se que a norma no dual é definida por

l(w
||lHV/ = sup | ( )| .
w0 ||w]lv

Exemplo 1. Caso discreto — matrizes simétricas definidas positivas.
No caso em que temos Au = y, e em que A é uma matriz simétrica definida positiva, entao
b(v,w) = w' Av

define um produto interno, que ja representdmos por (v,w), e portanto, é claro que dada a
forma linear [(w) = wTy = (y,w) , pelo teorema de Riesz existe um e um s6 u € RY :

(u,w) 4 = (y,w), Yw € R%
Assim, definida a norma |[v||3 = (v,v) 4 = vT Av, temos

why]

[|l|]| .4 = sup que serd igual a ||ul|4.

w0 [|w|]a
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Exemplo 2. Caso unidimensional.
Consideremos agora o problema ja apresentado para uma equacao diferencial ordinaria. A
solugdo fraca u € Hg(]0,1[) deve verificar o problema variacional com a forma bilinear

1
b(v, w) = /0 p(@) (@) (2) + gz )o(@)w(z)dz,

em que p > 0,q > 0,p € C1([0,1]),q € C[0, 1], e com a forma linear

- | ' f@ula)d

E claro que se trata de uma forma bilinear simétrica continua, em H'! (]0,1[), basta ver que
aplicando Cauchy-Schwarz em L2,

b(o,w)] < \/ |+|/ (2)de] <

< max\pr'/ vw\%aﬁcrq\'/o vw]scmv'umuw'HLz+HvHL2HwHLz>s

IN

2C] vl g lw]l g,

em que C' = max{max |p|, max |g|}, j& que é claro que ||v||z1 > ||[v||z2 e que [|[v]||g1 > [|V|] L2
Temos também b(v,v) > 0, resta ver que define um produto interno em Hg (]0, 1]).
Designando m;, = min,¢(g 1) p(z), Mg = mingeo 1 (), temos

1 1 1 1
= IL'UIQT2$ SU’UZL'2£U m U/:r23:‘ m 'UZL'2ZL'
b<v,v>—/0p<><>d+/0q<><>dzp/O<>d+q/0<>d

e portanto

1 1
b(v,v) > min{m,, m,} </ o (x)?dx +/ 0(33)2(133) = 0‘”””%{1(]0 1))
0 0 ’

A) Se o = min{m,, my} > 0, obtemos um produto interno, porque b(v,v) = 0 implica
[[v[lg1qo1p) = O e consequentemente v = 0 @. ]0,1[. Este produto interno é equivalente ao
produto interno de H'(]0, 1[) induzido no subespago Hg(]0, 1[).

Estamos assim nas condigoes do teorema de Riesz, e podemos garantir existéncia, unicidade
e dependéncia continua dos dados em H}(]0, 1[).

B) Se my = 0 entao a = 0 e temos que rever o tltimo passo. Neste caso obtemos apenas

1
b(v,v) > mp/ v (z)%dz,
0

e é claro que b(v,v) = 0 implicaria apenas v’ = 0. No entanto, como estamos a trabalhar no
espago H}, podemos usar o facto das fungdes terem trago nulo para retirar o seguinte resultado:

Exercicio: (Desigualdade de Poincaré em dimensdo 1). Seja v € C(Jay, azs[) com v(a;) = 0,

entao existe C' > 0 :
/ Vdz < C / z))3dax.
ai

95



Resolugao: Esta desigualdade resulta de considerar (note-se que v(a;) = 0)

ole) = [ )y

1

e portanto, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, | (1,2") |> < |[1]% - ||/||?,

T
(@) < |z — a / 1 (y) [2dy.
al

Agora, é claro que

as a X 1 a2
[ w@Par< [Ce—a) [ W@Pdyde < G-l [ @)Pdy,
a a ai

1 al 1

e a constante é C' = %|a2 — a1/, A desigualdade fica assim demonstrada. O

Portanto, agora é simples estabelecer que o resultado ainda se verifica para v € Hg (Jai, az[),
j& que serd obviamente vélido para fungoes C2°(Ja1, az[), e sabemos que uma desigualdade (nao
estrita) quando é vélida para cada elemento de uma sucessao é valida no limite.

Logo,

1 m. [l m. [l
b(v,v) = mp/ v (z)%dx > —p/ v (x)%dx + —p/ v(x)?dx
0 2 Jo 2C Jo
e portanto temos a coercividade,

Loomy m
b(v,v) > mm{Tp, 2—5}”””%11 :

Desta forma podemos aplicar o teorema de Riesz ao espago Hg (€2) munido da norma induzida
por HY(Q), j4 que também é possfvel aplicar directamente o teorema de Riesz ao espago H} ()
munido da seminorma, dada por

1
lolliy =/ [ v@Pde
As normas sao equivalentes, pois é claro que ||v] < l|v]|| g1 e vemos (pelo exercicio) que
2
ol < (C+ Dol
Ezercicio: Verificar que a forma b é continua e coerciva usando o produto interno de H&.
Repare que a desigualdade de Poincaré é agora utilizada para mostrar a continuidade.

Exemplo 3. Fquacdo de Poisson.
Para verificarmos a coercividade para o caso da equacao de Poisson precisamos de aplicar
um caso mais geral da desigualdade de Poincaré

Teorema 4.2.5 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ um dominio limitado (ou pelo menos
incluido numa faiza). Existe Cq >0 :

vl r2(0) < CallVvll12(q), Yo € Hy().
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Demonstragao:

A demonstracao é semelhante a efectuada para em dimensao 1 num exercicio anterior.

Sem perda generalidade, admitimos que € estd na faixa R x [a, 8], e escrevemos 2 =
(T,24), com & € R 24 € [, B]. Consideramos v € C°(9) prolongada por zero a RY. Assim
v(Z,a) = 0 e podemos escrever

o(z) = v(F, 24) = / oy 0(z Dt

Portanto, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, | (1,0,,v) |2 < |[1|? - ||0x,v][%,

)
W@mWSW—m/!%MMWﬁ
[0

Agora, é claro que

Tq
/ 0(F, 2) [2d7 < (24 — al)/ / 100, 0(z, )2t dT = (24 —al)/ 10, 0(x)Pdz
Rd-1 Ri-1 Jo R

pelo que

B _ )2
| @aaPs< [ @) | 00, 0(, ) Pz < L0 |10z
R4 e Rd-1 R4

Como o suporte de v estd em £, fica assim demonstrado que
19]122(q) < Callzy0ll720) < CallVol[72(q)

em que a constante é Cq = %|B — a/?. Apenas mostramos para v € C°(Q), mas como esse
conjunto é denso em H{ (), a desigualdade fica demonstrada. O

Agora é facil concluir que
b(u,v) :/VU-VU
Q

define um produto interno em H}(Q), j4 que

1
bw.0) = | Va2 ool

e portanto b(v,v) > 0 e b(v,v) = 0 implica |]u||%2(9) = 0 e consequentemente u = 0 &. €.

E este o produto interno natural de H (), que é equivalente ao induzido por H*(), j4 que
temos nitidamente

2 2
ull oy < Il e
e por outro lado, pela desigualdade de Poincaré,
2 2 1 2 1 2 11 2
Il @) = [IVullzz(q) 2 5lIVullzz(g) + EHUHLQ(Q) = min{g, E}HUHHNQ)'

Como as topologias sao equivalentes, podemos usar indistintamente um ou outro produto
interno. Usando o produto interno de H!, a coercividade de b surgiria pela desigualdade de
Poincaré, e se usarmos o produto interno de H& essa desigualdade seria aplicada para mostrar
a continuidade de b.
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Formas Nao Simétricas - Teorema de Lax-Milgram

Até aqui vimos apenas resultados que se aplicam a formas simétricas, no entanto, podemos
estabelecer um resultado mais geral (o teorema de Lax-Milgram) em que nao se exige que b seja
simétrica. Mostramos que basta que b seja continua e coerciva para existir uma e uma s6 solugao
para o problema variacional em V. A demonstracdo ird basear-se no Teorema de Representagao
de Riesz e no Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Teorema 4.2.6 (Laz-Milgram). Consideremos uma forma bilinear b continua e coerciva num
espaco de Hilbert V. Dado | € V' existe um e um sé u € V :

b(u,v) =1(v),Yv € V.

Para além disso, a transformacdo | — u € um isomorfismo entre V' e V. Isto assequra que o
problema variacional estd bem posto para qualquer 1 € V'.

Demonstragao:

Fixando u € V, definimos um funcional b(u, -). Como b(u, -) é linear e continuo (pois a forma
bilinear é continua), temos b(u,-) € V'. Pelo teorema de representagao de Riesz, sabemos que
num espaco de Hilbert a um funcional linear continuo b(u, -) estd associado um elemento 7 € V,
como esse elemento depende de u iremos designa-lo por 7(u), de forma que

b(u,v) = (7(u),v).

Para além disso a aplicagao 7 : b(u, ) — 7(u), é uma isometria de V' em V.
Repare-se que a coercividade significa, neste caso,

(T(v),v) = b(v,v) > al|v]]?,
e a continuidade implica
I7()[1? = (7(v),7(v)) = b, 7(v)) < M |[ol| ||7(v)]],

ou seja, ||T(v)|| < M |[v]].

O problema variacional consiste em encontrar u € V' tal que b(u,-) = [.

Pelo Teorema de Riesz, também existe um 7; associado a [ € V', podendo escrever-se entao
que procuramos u € V tal que se verifique

T(u) = 7.

Trata-se de uma equagao a que iremos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, transformando-
a numa equivalente,
u=u—w(r(u) —mn),

em que a multiplicacao pela constante w # 0, corresponde a uma técnica de relaxacao. Existir
uma so solucdo para equacao anterior corresponde a encontrar um sé ponto fixo para o operador
Gu = (I — wT)u + w7y, que aplica V em V.

Basta ver que existe um w # 0 para o qual G é uma contracggo. Como G é afim, ou seja,
Gu=Tu+ C, em que Tu = (I —w7)u é linear e C = w7y é constante (relativamente a variacao
de u), basta verificar que a norma de 7' é inferior a 1, ou seja,

T
1 = Su UHV <1
[Ty = sup |

w20 ||vllv
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Aplicando as desigualdades ja obtidas,

1Tl = ||v —M(v)2||2 = [I|? S 2w r(v).v) ﬂzLuJ?IIT(v)II2 <
< Jof[* = 2wa|v[|* + w* M= |v]]

E agora fécil concluir que existe w # 0 tal que
1 —2wa+w?M? <1< w?M? < 2uwa,

bastando considerar 0 < w < %

Note-se que apesar de utilizar o teorema do ponto fixo esta demonstracao nao é construtiva
pois o operador de iteragao G é construido com base na aplicacdo T que provém do teorema de
Riesz.... pelo que a demonstracao nao é construtiva. O

4.3 Formulagao Variacional Discreta

H4 que proceder a escolha de um espaco de funces V' onde se coloque a questao de resolver o
problema variacional. As fungoes v € V sao designadas por funcdes teste, e o espago de fungoes
teste é demasiado grande para admitir que pudessemos testar, por exemplo, a condigao

/QVu-Vv—/va

para cada uma das fungoes v € V, ja que V nao se trata de um espago de dimensao finita.

A ideia serd considerar espagos de dimenséao finita V}, em que o pardmetro h é um parametro
de discretizacdo. Quando h — 0, pela teoria de interpolacdo que iremos desenvolver no préximo
capitulo, podemos aproximar qualquer funcao em V por uma sucessao de funcoes em V},, e assim
poderemos obter uma boa aproximacao, considerando h suficientemente pequeno.

Assim, associado ao problema variacional,

e Dado [ € V', encontrar u € V tal que

b(u,v) =1(v), Yv €V,

consideramos um problema variacional em dimensao finita, que designamos como aproximacado
de Galerkin e que consiste em considerar um subespacgo de dimensao finita V3, C V, e encontrar
um uy, € V3, tal que

b(uh,vh) = l(vh), Yoy, € Vy,.

Observacao 1: Ao garantir que a forma b é coerciva, e como supomos V;, C V, isso implica
imediatamente que na discretizacao também se tenha

b(vp, vp) > CMHU}LHz,VU}L eWy

e consequentemente que a matriz do sistema seja definida positiva. Isto significa que podemos
utilizar o método de Cholesky (quando é simétrica), o método de Gauss-Seidel ou o método
SOR.

Observagao 2: No caso de se tratar de uma forma bilinear simétrica designa-se também
por aproximacao de Ritz-Galerkin, ja que nesse caso, corresponde a minimizacao do funcional
J(v) = 1b(v,v) — I(v). Neste caso podem ser utilizados métodos de optimizagdo para deduzir a
aproximacao.
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4.3.1 Fungoes base

Como estamos a supor uma aproximacao por um espago de dimensao finita V},, existird uma
base finita de fungoes

71117 777Z}N

e podemos escrever qualquer fun¢ao up € V como combinagao linear

N
up = u;
i=1
Verificando-se a relacao, para j = 1,..., N

b(un, ¥j) = U(¢;),

obtendo o sistema
m

h .
i=1
pois basta verificar para as funcoes base para assegurarmos que é verificado para todos os
elementos de V}, devido a linearidade de [ e de b(u,-). Matricialmente o problema pode ser
escrito na forma

[b("‘/}ia wj)]NXN[U?]le = [l(%)]le.

Convém-nos considerar uma base simples, de forma a que o célculo dos elementos da matriz
e do vector seja reduzido. Isto leva a construcao dessas fungoes através de elementos finitos, que
sera feita no préximo capitulo.

Exemplo. Caso unidimensional. Consideramos as fungoes teste 1, ..., %, que constituem

uma base unidimensional o
b,
7=t parat € [ti—1,ti]

tir1—t
P = tijffti’ para t € [ti, tiy1]

0, fora de [tj—1,t;t1]

A ideia consiste em aproximar a solucdo u, através de uma combinacao linear das fungoes

base,
w=> uit

verificando a relagao b(u,w) = [(w) para cada w = ;. Isto leva a um sistema cuja matriz é
tridiagonal.

Observagao: A matriz B = [b(1);, ¢;)|nxn € construida de forma particular. Como 9;(z) =
0 se z nao pertencer a um elemento adjacente ao né i, o célculo ira reduzir-se aos elementos
adjacentes aos nés i e j. Com o vector y = [I(¢)j)]nx1 ird passar-se o mesmo.

Podemos agora apresentar um resultado que estabelece uma certa proporcionalidade entre
a aproximacao de Galerkin e a melhor aproximacao possivel no espago Vj. Este resultado sera
crucial para estabelecermos estimativas de erro para a aproximacao por elementos finitos, no
capitulo seguinte.
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Teorema 4.3.1 (Céa). Consideremos u a solugao do problema variacional em V' ey, a solugdo
do problema de aproximacdo de Galerkin em Vi, C V. Entao, temos a estimativa

M
— < —/— inf - .
[|lu —up|| < - yilelvhHu |

Demonstragao:
Como b(u,v) =1(v),Vv € V, em particular é verdade para v, € V}, tendo-se assim,

b(u,vp) = l(vy) = b(up, vp),
e entdo b(u — up, v,) = 0 para qualquer vy, € V}. Portanto,
aflu —up|* < b(u — up, u — up) = b(u — up, )

e ainda b(u — up,u) = b(u — up, u — vp,), para um qualquer vy, € V. Assim, pela continuidade de
a surge imediatamente

allu = up|* < b(u —up,uw—vy) < Mlju—up|| [[u—wvpll, You € Vi

Portanto

M
Il = unll < —llu = wpll, Yon € Vi

e a estimativa é estabelecida. O
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Capitulo 5

Interpolacao por Elementos Finitos

5.1 Caso unidimensional

Ja vimos o exemplo em que era construida uma base com fungoes teste ; que eram seccional-
mente lineares. Vejamos agora mais em detalhe como se poderd passar a uma construgao para
duas ou mais dimensoes analisando melhor o caso unidimensional. Vamos definir como elemento
base o segmento de referéncia [0, 1].

Fungoes de forma lineares. No elemento base [0, 1] definimos as fungoes lineares p(x) = a+bzx,
cuja base é dada pelo conjunto de fungdes {1,z}. Cada polinémio de primeiro grau fica bem
definido pelos dois valores nos seus extremos, pelo que podemos definir uma nova base com duas
fungoes q1(z) = 1 — z, g2(z) = =, que tem a caracteristica de verificar nos pontos z; = 0,29 = 1,
a seguinte propriedade

qi(z) = bij
essas funcdes 1, e constituem ainda uma base do espaco de polinémios lineares, para além
disso, com uma simples tranformagao de coordenadas, podemos definir as fungoes base a partir
destas fungoes. Basta fazer essa transformagao para cada um dos elementos Ej = [z, xx + hl,
em que xr = kh, com k =0,...,n — 1. Desta forma, querendo uma fung¢ao base v}, associada ao
ponto interno xx (com k = 1,...,n — 1) escrevemos

pi(x), sex € Ej_q,

Yr(z) = p2(z), sex € Ey,
0, caso contrario,

em que o0 py é obtido a partir de g2 por transformacao de coordenadas, Fj(z) = (z — x)/h,
fazendo

p2(x) = g2(Fy(x))

e da mesma forma, p1(z) = ¢i1(Fr—1(z)). Assim, convém salientar que o suporte das fungoes
teste estd em dois elementos, Fr_1 e Ej, e ndo apenas num deles.

Fungdes de forma quadrdticas. Nesse caso, temos de considerar em cada um dos elementos
fungoes quadréticas. Levando de novo o problema para o elemento de referéncia [0, 1], devemos
incluir um novo ponto, central, e ficamos com 3 nds, z; = 0,20 = %,23 = 1. Agora trata-se
de encontrar 3 polinémios de segundo grau, q1, ¢z € g3, de forma a que se verifiquem ainda as
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condicoes de Lagrange ¢;(z;) = 0;;. Para isso, basta resolver

1 1 1 ai] a1z @13 1 0 0
0 % 1 a21 a9y as3 = 01 0
0 Z—i 1 a3] azz ass 0 0 1

e os valores a;; dao os coeficientes na base candénica para o polinémio do segundo grau. Obtemos
assim os polinémios base

qi(z) =1 - 324227, qa(x) = 4z(1 — z), g3(x) = —x + 22°

que podemos representar graficamente na figura seguinte

62 04. 6.6 6.8 1
Figura 5.1.1: As 3 fungoes de forma de Lagrange quadrdticas, no elemento de referéncia [0, 1].

Reparamos, no entanto, que a colagem entre a primeira e a ultima fungao seréd acentuada
pois ndo héd colagem da derivada. Para obtermos elementos C'! basta considerar os dois nés da
extremidade, com condigoes nas derivadas.

Condicoes nas derivadas e fungoes de base cubicas. Repetindo o procedimento anterior,
obtém-se 4 condigoes, as duas condigbes de Lagrange em ¢(0) e ¢(1), e as duas condicoes de
Hermite em ¢'(0) e ¢/(1). De forma a ter um sistema bem determinado precisamos de considerar
funcoes base cibicas, ¢(z) = ag + a1x + azx? + azx>. Por exemplo, as quatro condicdes

QI(O) = 17Q1(1) =0, qi(O) = anll(l) =0,

ddo-nos a fungdo q1(x) = 1 — 322+ 223, representada na primeira figura em Fig.5.1.2. Da mesma
forma exigindo agora g2(1) = 1, obtemos ¢2(z) = 322 — 223, representada na segunda figura. De
forma semelhante, as condigdes ¢3(0) = 1 e ¢4(1) = 1 levam aos polinémios g3(z) = z — 2% + 23
e qu(z) = —x? + 23, representados nas duas tltimas figuras. A interpolacio usando os valores
das derivadas é designada interpolagao de Hermite.

02 04 06 08

02 04 06 08 02 04 06 08

Figura 5.1.2: As j func¢oes de forma de Hermite cibicas, no elemento de referéncia [0, 1].
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Comparagao entre funcoes base. De seguida apresentamos funcoes base obtidas a partir das
funcoes de forma definidas nos trés casos precedentes, o caso linear, quadrético e o caso cibico
com condigoes nas derivadas. Considere-se o intervalo I = [0, 2] com dois elementos E; = [0, 1]
e E2 = [1, 2].

No caso linear, uma funcao base é representada na primeira figura em Fig.5.1.3. e resulta
da colagem de fungoes de forma em FEj e Fy. Se assumirmos que as condicoes no extremo do
intervalo sao nulas, esta sera a tnica funcao base 1.

No caso Lagrange quadratico, em cada um dos elementos F e Fy consideramos nds internos,
emz=0.5¢€F eemx=1.5¢€ Fy. Assumindo que as condigoes nos extremos de I sao nulas,
ha agora 3 fungdes base (ver a figura central em Fig.5.1.3). Uma delas, 11, resulta da colagem de
funcgoes de forma em E; e FEs, .as outras duas, 12,93 (representadas a tracejado), sdo as fungoes
de forma para os nos internos.

No caso Hermite cuibico, em cada um dos elementos E; e F5 nao hé nds internos, no entanto
hé fungoes base que correspondem as condicoes de Lagrange e outras as condigoes de Hermite.
Assumindo que as condicGes nos extremos de I sao nulas, e também que a derivada é nula nesses
extremos, hé 2 fungdes base (ver a tultima figura em Fig.5.1.3). Ambas resultam da colagem de
funcoes de forma em F; e Es,.uma, que designamos por 11, resulta de ligar as funcoes q1 e ¢o
correspondentes as condicoes de Lagrange de forma a que fungao seja nula nos extremos, tome o
valor 1 na ligacio, e tenha a derivada nula nos extremos e na ligacdo. A outra, 19, representada
a tracejado, liga as fungoes g3 e g4 correspondentes as condi¢oes de Hermite, de forma a que a
funcao seja nula nos extremos e na ligagao, tenha derivada nula nos extremos e derivada igual
a 1 na ligacao. E claro que no caso em que as condigoes sobre a fronteira ndo sao nulas, o uso
destas fungoes de forma requer nao s6 o conhecimento do valor da fungdo nos extremos mas
também da derivada. Por exemplo, condices no extremo 0 de [ implicam a utilizacao de duas
funcgoes base adicionais, que sao as fungoes de forma ¢; e g3.

1 1
0; 04

04 0g
04 04

02/

0.5 1 15 2

Figura 5.1.3: Funcgoes de base para elementos de Lagrange lineares (primeira figura), ele-
mentos de Lagrange quadraticos (figura central) e elementos de Hermite cibicos (ultima figura).

Exemplo. Consideremos a aproximacao da funcao f(r) = —2sin(§x) no intervalo [0, 2].
Note-se que esta fungao nos extremos ¢ nula, mas nao tem derivada nula. Esta funcio serd
aproximada por f = f(1)1 = —2¢; no caso Lagrange linear (Fig.5.1.4, & esquerda), por

f = f(ah1 + £(0.5)hy + f(1.B)h3s = —2th1 — V24hy — V213, no caso Lagrange quadrético
(Fig.5.1.4, central). No caso Hermite ciibico hd um problema se considerarmos a aproximacao
apenas com os né ligacio, pois ficamos com f = f(1)y + f/(1)vs = —2¢1, 0 que é uma ma
aproximacao (conforme se pode ver na Fig.5.1.4 & direita), j& que pressupoe que a funcao teria
derivadas nulas nos extremos, o que nao acontece.
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Figura 5.1.4: Aprozimacdo de f (grdfico pontilhado) usando elementos de Lagrange lineares
e quadrdticos (duas primeiras figuras). Na terceira figura considera-se uma md aproximag¢do com
elementos de Hermite cibicos em que ndo se teve em conta o valor da derivada na fronteira. O
erro € inferior a 0.05 no caso dos elementos de Lagrange quadrdticos e apenas menor que 0.5
para 0s outros dois.

Para efectuarmos uma aproximacao correcta da fungéao com elementos de Hermite devemos
considerar duas novas funcoes base, 13 e 14, dadas pelas fungoes de forma ¢3 e q4, representadas
nas duas primeiras figuras de Fig.5.1.5 ficando com

f= )1+ F(Dbe + F(0)3 + f/(2)1pa = —2ub1 — mibg + miba,

e podemos constatar que esta aproximagao, apresentada na terceira figura de Fig.5.1.5 é exce-
lente, tendo-se obtido um erro inferior a 0.025.

05

»
05 1 15 2 \. 05 1 15 ‘/ 2

04 01 ‘ /‘

-04 \ f
03 -0 ¢ /
| "
04 03 /n"
y)
J ,
01 o4
03 \‘W/

05 1 15 2

b

Figura 5.1.5: Aproximagdo correcta obtida com elementos de Hermite cibicos (dltima figura),
usando as duas fungoes base 13 e 4 (apresentadas nas duas primeiras figuras).

Estas aproximagoes por elementos finitos, que no caso unidimensional equivalem & inter-
polacao usando splines, irao ser agora transportadas para o caso bidimensional, sendo depois
intuitiva a generalizacao ao caso tridimensional.

5.2 Discretizagao geométrica (malhagem)

Um processo de definir espagos V3, consiste em aproximar o dominio €2 por um dominio poligonal
Q e dividir o domfnio  em pequenos subdominios (poligonos (em 2D) ou poliedros (em 3D)), de
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forma a que o seu diametro seja < h. Este processo designa-se por malhagem (ou por triangula¢ao
j& que o uso de triangulos é o mais vulgar).

No caso unidimensional, os dominios sao intervalos e a divisao de um intervalo em pequenos
elementos ¢ trivial, consistindo na simples separacao em subintervalos, como ja vimos. Esses
subintervalos constituem o suporte geométrico que permite efectuar a discretizagao geométrica
no caso unidimensional, que é trivial. Menos trivial serd proceder a divisao do dominio para
dimensoes superiores. No entanto convém ainda referir que nesses subintervalos podem nao
estar apenas definidos os nés das extremidades, como no caso quadratico apresentado na sec¢ao
anterior em que estava definido um né interno.

Normalmente, os subdominios definidos na divisao sao designados elementos finitos, mas
esta nocao inicial de elemento finito é apenas de cariz geométrico, e serd completada com uma
definicdo que associa ao elemento geométrico um espago de fungoes e nés. Uma triangulagao 7
¢é o conjunto dos elementos finitos definidos nessa divisao.

Figura 5.2.1: Duas possiveis triangulacoes para um mesmo dominio. A triangulacao da
esquerda € mais grosseira,

hd apenas 3 nos internos e o diametro dos elementos é mator que na triangulacdo da direita
(que € dita mais fina).

A aproximacao por elementos finitos depende do parametro h que é definido pelo didmetro.
Para um certo elemento finito £ (triangulo, quadrildtero ou outro) teremos

hg = diametro(E) = max |z —yl.
T,y<

O valor de h é dado pelo maior diametro dos elementos finitos existentes na triangulacao

"= pethe)

Normalmente indexa-se o indice h & triangulagéo, escrevendo-se 7p,.

H4 algumas condigoes de compatibilidade a verificar (caso bidimensional):
(i) Sendo E; e E5 dois elementos, entao a interseccao 0E; N OFs podera ser:
(a) — vazia, ou

(b) — reduzir-se a um ponto (né comum), ou

(c) — reduzir-se a uma aresta comum.
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Sendo £ um né (vértice) de Fj, a interseccao & N Eo ndo sendo vazia, terd sempre que ser
um noé (vértice) de Es.

Figura 5.2.2: Casos de incompatibilidade dos elementos finitos.

(ii) Os elementos nao podem degenerar. Convém mesmo que os elementos satisfacam uma
relagao minima entre uma bola interior e uma bola exterior. Ou seja, consideremos a maior bola
B; C E com raio pg e a menor bola B, O E com raio rg. Devemos tentar evitar que a razao
;—’é seja muito alta. No caso de triangulos, devemos evitar que seja muito superior a 2 (que é a
situacao que se verifica para um triangulo equilétero), e no caso de quadrildteros devemos evitar
que seja muito superior a V2 (que é a situac@o que se verifica para um quadrado).

Iremos utilizar um parametro semelhante, denominado pardmetro de degenerescéncia do

elemento,
hg
XE=—"
PE

que nao deve ser muito alto. No caso dos triangulos este valor deve ser préximo de 2v/3 (valor
que se obtém para um triangulo equildtero).

ka
h

Figura 5.2.3: As quantidades pg e hg no caso de um triangulo. A razdo xgp = p—g deve ser
a menor possivel, o que acontece para triangulos equildteros.

Observacao: Um processo simples de avaliar a degenerescéncia de um tridngulo consiste
em avaliar a relagdo entre o comprimento do lado maior h e a sua altura « (tomando esse lado
como base). Considerando um triangulo E = {a, b, c}, a sua drea é dada por A = %ah, e por
outro lado A = £ det(b— a,c — a). Assim, podemos obter a = det(b — a,c — a)/h. Sabendo que
no caso de um triangulo equildtero a? + (h/2)? = h?, temos

h 4

(o) V3

e considerando a aproximacao %oz ~ p devemos procurar que o factor

_ 2h?
X= det(b—a,c—a)
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seja 0 mais baixo possivel, préximo de %. E bem claro que para um valor de h fixo, obter
x grande significa que o valor do determinante é muito baixo, o que significa que os vectores
definidos pelos lados sdo quase dependentes e o tridngulo é degenerado.

5.2.1 Construcao da Triangulagao

Um dos processos mais frequentes de construir uma triangulacao consiste em definir um certo
numero finito de pontos na fronteira do dominio e um nidmero de pontos bastante maior no
interior. A partir desses pontos (que podem ser obtidos aleatoriamente) procede-se & sua uniao
por arestas de forma a obter tridngulos. A automatizacao deste processo foi assunto de véarias
pesquisas e o detalhe envolvido sai fora do ambito do curso. Apresentamos um processo simples
de proceder a triangulacao de um dominio estrelado.

o Triangulagao de um dominio estrelado. Dada uma funcao r(t) que parametriza a curva
exterior que define o dominio, comecamos por considerar um numero finito de curvas interiores
definidas por r(t)hy, para um nimero finito de Ay, tais que 0 < hy < ... < hy, < 1. Considerando
um numero finito de pontos, igualmente espagados (angularmente) em cada uma das curvas,
podemos proceder a triangulagao unindo esses pontos. O nimero de pontos existente em cada
uma das curvas interiores deve variar de forma a que os tridngulos nao degenerem.

, ’
‘1 %’,
Ni

p
-/

7 -

Figura 5.2.4: Construcdo de uma triangulagdo para um dominio estrelado a partir da para-
metrizacdo da fronteira.

Na figura 5.2.4 foi considerada uma duplicacao do nimero de pontos a partir da curva
mais interior. Mas essa duplicacao de pontos deve terminar nas curvas exteriores, assim que a
distancia entre os pontos da mesma curva for inferior a distancia entre as curvas. Apresentamos
na figura da direita o resultado da triangulacao, colocando em contraste a degenerescéncia dos
triangulos (a branco os tridngulos quase equildteros, e a escuro os que apresentam uma maior
degenerescéncia).

e Triangulacdo de Delauney. Um processo que pode ser utilizado para construir uma trian-
gulacdo, ou para a melhorar, é através de uma triangulacdo de Delauney. A ideia baseia-se na
definicao de poligono de Voronoi, e parte da existéncia de uma lista de pontos internos pq, ..., pn.
Associado a cada ponto pg definimos um poligono de Voronoi Vi que é definido como sendo o
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conjunto dos pontos que estao mais préximo de pi do que de qualquer um dos outros p1, ..., PN,
ou seja,
Vi ={z € R”: [z —pi| < |z —pi|,Vi # k}.

A triangulagao de Delauney é obtida por dualidade (no sentido da teoria de grafos) com os
poligonos de Voronoi e consiste em unir os pontos p, correctos. Assim, {p,,p;} define uma
aresta de um triangulo se V, e V; tém uma aresta comum, e {p,,p;, pr} definem um tridngulo
se houver um ponto comum a V,,V; e Vj. A triangulacao de Delauney ¢é bastante usada pela
sua caracteristica seguinte: se tivermos quatro pontos {p1, p2, p3, p4} entdo podemos definir dois
pares de triangulos, cortando o quadrildtero pela diagonal {p1,p3} ou pela diagonal {p2,p4s}.
A triangulagdo de Delauney é a melhor destas duas (no sentido em que os angulos sdo menos
agudos):

Figura 5.2.5: Dois processos para definir um par de triangulos a partir de 4 pontos. A
divisdo feita na figura central (onde o circulo que inclui um tridngulo, inclui o outro) € pior
que a da figura da direita (onde isso nao acontece).

5.3 Elementos Finitos - Tripleto

Como ja referimos, definimos um elemento finito nao apenas como sendo um elemento geométrico,
mas também associando-lhe um espago de fungodes e um conjunto de nds que nos interessam para
efeitos de interpolacao.

Defini¢ao 5.3.1 (Ciarlet). Chamamos elemento finito ao tripleto (E,P,N), em que :

i) E ¢ o elemento geométrico, um conjunto compacto de RY com fronteira seccionalmente
reqular (normalmente triangulos ou quadrildateros em 2D, tetraedros ou prismas em 3D).

it) P =< @1,..., o > € um espaco de funcgoes definidas em E que tem dimensao finita
(fungoes de forma).

iii) N.= {v1, ..., um} € uma base para o espago dual de P (varidveis nodais).

Introduzimos ainda a nogao de triangulagdo (nome abusivo, no caso de nao se tratarem de
triangulos), como sendo a familia dos elementos finitos definidos na discretizacao de €2.

Definigao 5.3.2 Designamos por triangulacao uma familia de elementos finitos

T, = | J (B, Pe,Ng)

ECQ

em que o parametro h € definido por h = max hg.

109



Iremos referir esta triangulagdo como sendo 7; ou €, revelando que se trata de uma dis-
cretizacao do dominio 2.

A definigao de Ciarlet é demasiado geral, e apenas nos vai interessar em certos casos concre-
tos. O espago P serd o espaco que ird conter as funcoes que permitem interpolagdo nos varios
nds. As varidveis nodais correspondem, no caso dos elementos finitos mais simples (de Lagrange),
aos nos de interpolacao. No caso de elementos mais complicados, em que se pretende interpolar
também derivadas, nao chega considerar apenas os nds, ja que num mesmo né condicionamos
néo apenas o valor da funcdo, mas também o valor das suas derivadas. Aparece assim a noc¢ao
de varidveis nodais.

O espago P’ dual de P é constituido por aplicagoes lineares v que transformam fungoes ¢ € P
em numeros reais, designando-se normalmente por

V(o) = (v, ).

O espago dual de um espaco de dimensao finita tem a mesma dimensao (e pode ser identificado
com ele préprio), de forma que {v1, ..., vy, } é uma base de P’ se verificarmos que sao linearmente
independentes. Ora, de

avy + ... + amly, =0,

aplicando a cada elemento ¢; da base de P, retiramos
a1v1 (@) + - + amvm(¢5) = 0,
que deve implicar oy = ... = ay, = 0, para que haja independéncia linear. Isto corresponde a
ver que a matriz M = [v;(¢;)];; tem determinante nao nulo.
Verificar esta tdltima propriedade é mais facil... Basta compreender o que significa!
5.3.1 Elementos de Lagrange Lineares
Consideramos o elemento finito triangular definido pelos vértices do triangulo
{x1,%2,x3} = {(z1,91), (2, 92), (¥3,y3)}

e por polinémios de primeiro grau

p(x,y) = ao + a1z + asy,

que séo definidos pela base ¢1(z,y) = 1, ¢2(z,y) = x, ¢3(x,y) = y, isto significa que, identifi-
cando as varidveis nodais {v1, 12,3} as aplicagoes

vi(¢) = ¢(xi, yi)
devemos verificar que

d1(x1, 1) d2(x1,y1)  d3(w1,91)
det M =det | ¢1(w2,y2) ¢2(x2,92) #3(x2,92) | =
o1(z3,y3)  P3(xs,y3) os3(ws,ys)

Lz w
=det | 1 x2 y2 | #0,
1 z3 y3
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efectuando os célculos, isto significa que

det 1 —%3 Y1 —Ys £0,
T2 — X3 Y2 —Y3

ou seja, que o triangulo nao é degenerado (pois significa que os dois vectores, um definido pelos
pontos 1-3, e outro pelos pontos 2-3, sdo linearmente independentes)!
Na realidade, aquilo que observamos foi que o sistema

ap +a1ry +agy; =0
ag + a1x2 + agys =0
ag +a1xs+ asys =0

tem apenas a solucao nula, o que sera necessario e suficiente para se proceder a uma interpolagao
por polinémios de primeiro grau nos trés pontos do triangulo! Ou seja, basta ver que p(x;1) =
0,p(x2) = 0,p(x3) =0=p=0.

5.3.2 Elementos de Lagrange Quadraticos

Consideramos o elemento finito triangular definido pelos vértices do triangulo {x1,x2,x3}, pelos
trés pontos médios dos lados {x4,x5,%x6} = {(z4,y4),(x5,95), (v6,ys)} € por polinémios do
segundo grau:

p(z,y) = ag + a1z + asy + azzy + agx® + asy?

que sdo definidos pela base ¢1 = 1,09 = x, 3 = y, 04 = 2y, 5 = =2, g = y>, isto significa que,
identificando as varidveis nodais {1, vo, 3, v4, V5, U6} as aplicagoes

vi(¢) = d(i,y:)

teremos uma matriz M de dimensao 6 x 6.

Precisamos agora de ver que p(x1) =0, ...,p(x¢) =0 =p = 0.

Para esse efeito iremos enunciar (mais abaixo) dois resultados sobre polinémios que per-
mitem concluir que (i) um polinémio com duas varidveis restringido a uma recta pode ainda
ser representado por um polinémio do mesmo grau mas com menos uma variavel e que (ii)
um polinémio com duas varidveis que se anule numa recta pode ser representado como uma
multiplicacao de uma varidvel por um polinémio com um grau inferior, através de mudanca de
coordenadas apropriada.

Isto permite concluir que como num dos lados do triangulo p é um polinémio de grau 2 que
se anula em trés pontos, entdao p é nulo nesse lado. Aplicando agora o resultado (ii) (ie. o lema
seguinte), sabemos que p(x) = Z2¢(X) em que ¢ tem grau 1. Como p se anula nos restantes 3
pontos, que nao sao colineares, temos ¢ = 0.
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Alguns resultados sobre polinémios

Definigao 5.3.3 A propriedade p(x1) = 0,...,p(xp) = 0 = p = 0 para um polinémio de grau
m designa-se unissolvéncia.

Proposigao 5.3.1 Se p tem grau r em d varidveis entao num hiperplano H (no caso 2D, numa
recta) € possivel estabelecer uma mudanga de coordenadas de forma a que a restrigio de p a H
seja um polinomio de grau r em d — 1 varidveis.

Demonstragao: A equagao que define o hiperplano serad da forma ajx1 + ... + agrq = ag,
permitindo escrever uma das componentes em funcao das restantes, digamos x; = ail(ozo —
Ty — ... — agxq). Isso leva a substituicao das poténcias z* por (a%(ao — Ty — ... —gxq))™
que resulta em mondémios de grau menor ou igual a m, nao afectando assim o grau do polinémio.
O

Lema 5.3.1 Se p tem grau v e se anula num hiperplano, entdo podemos fazer uma mudanca
de coordenadas de forma a que p(x) = Tqq(X) em que q tem grau r — 1.

Demonstragao: Consideremos o caso em que o hiperplano é z4 = 0, os outros casos
reduzem-se a este por transformacgao de coordenadas. Vemos também apenas o caso mais simples
x = (z1,2), j& que nos restantes apenas se complica a notagao. Temos

i+j=r i=r i=r
p(z1,x2) E ozwxlxg E ozzoxl + 29 g E oz”:cl@ , (5.1)
i+75=0 =0 j=1

e como neste caso o hiperplano sera z9 = 0, resulta

0=p(z1,0 E Qo

anulando a primeira parcela de (5.1). Como a segunda parcela contém a decomposicao pre-
tendida, o resultado fica provado. O

5.3.3 Outros elementos finitos
Elementos finitos ciubicos

e FElemento de Lagrange Cubico. Consideramos o elemento finito triangular definido pelos
vértices do tridngulo {x1,x2,x3}, por dois pontos igualmente espagados em cada um dos la-
dos, ou seja 6 pontos {x4, X5, Xg, X7, Xs, Xg } situados no interior dos lados e pelo ponto médio no
interior do tridngulo, x19. Como fungoes de forma consideram-se polinémios do terceiro grau.
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Exercicio. Mostre a propriedade de unissolvéncia.

Elemento de Lagrange Lincar  Elemento de Lagrange Quadratico Elemento de Lagrange Cubico
(3 nos, polindmios do 1° grau) (6 nds, polindmios do 2° grau) (10 nds, polindmios do 3° grau)

Figura 5.3.1: Coloca¢io dos nés em alguns elementos de Lagrange (lineares, quadrdticos e
cibicos).

e Elemento de Hermite Cibico. Consideramos o elemento finito triangular definido pelos
vértices do triangulo {x1,x2,x3} = {(z1,91), (z2,92), (r3,93)}, por um ponto médio no interior
do tridngulo x4 = (x4,y4), e por polinémios do terceiro grau:

p(z,y) = ao + a1z + agy + aszy + ... + agz® + agy®

que sao definidos pela base ¢1 = 1, ¢ = 2,03 = v, ..., pg = x>, 10 = y>. Agora, como o niimero
de nés (4) é diferente do nimero de graus de liberdade no polinémio (10), as 10 varidveis nodais
{v1,...,v10} incluem condigbes sobre as derivadas

v (o) = o(xy,y,), sei=1,2,3,4
Vi+4(¢) = 8x¢($17y1)7 se 1= 17 27 3
Vigr(9) = Oyp(xy, 1), sei=1,2,3

e teremos uma matriz M de dimensao 10 x 10.

Agora, como num dos lados do tridngulo p é um polinémio de grau 3 com uma tnica variavel
(pela proposigao anterior) que se anula em 2 pontos, digamos x2 e X3, que sao raizes duplas,
pois as derivadas também sao nulas, entao corresponde a 4 raizes para um polinémio de grau
3, ou seja, tem que ser nulo nesse lado [x2,x3], logo pelo lema, p(x) = Z2¢q(X). Agora ¢(X) é
um polinémio de grau 2 no lado [x1,x2], nulo em x; com derivada nula em x; e em x2 (pode
nao ser nulo em x3 ja que essa condicao é verificada por p(x) = Z2¢(X), quando Zo = 0). Isto
significa que a derivada (um polinémio de grau 1, nulo em dois pontos) é nula, e como é nulo
em X7, temos ¢ nulo no lado [x1,x2], e pelo lema 2 podemos escrever ¢(X) = Zj¢*(X*) em que
¢* é um polinémio de grau 1. Como a derivada de ¢* é nula no segmento [x1,x3] apenas podera
ser uma constante. Do facto que se anula em x4 resulta ¢* = 0.

Elemento de Hermite Ctbico Elemento de Hermite de 4° grau

(4 nds, polindémios do 3° grau) (9 nds, polindémios do 4° grau)

Ha 10 variaveis nodais, correspondentes a 4 Ha 15 variaveis nodais, correspondentes a 9
condi¢des nos pontos ¢ 6 (3 vezes 2) condi¢des condigdes nos pontos e 6 (3 vezes 2) condigdes
nas derivadas. nas derivadas.
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Figura 5.3.2: Elementos de Hermite com grau 8 e grau 4. O circulo que rodeia o né significa
que se considera interpolacdo nas derivadas.

E2
El E3

E4

Figura 5.3.3: Apresentacdo de uma das dez fungoes base definidas no elemento de Hermite
ctbico. Nesta figura € apresentada a funcao correspondente a varidvel nodal de colocagao central.
A mesma funcgao foi colocada em quatro elementos diferentes E1, Fa, E5 e Fy.

Figura 5.3.4: Continuagdo da figura anterior. Apresentacdo das fungdes base correspon-
dentes as varidveis nodais de colocacdo nos vértices indicados.

Figura 5.3.5: Continuacdo da figura anterior. Apresentacdo das fungdes base correspon-
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dentes as varidveis nodais relativas a uma das derivadas nos vértices indicados.

5 3 T
o 1
1
0.5 2 ;.
-0.05 >
3 0.8
0.6 01 y
0.1 0.6
0.4 o
0.2 & 0.4
2 0.4
0.6 0.z
0.8
o
1

Figura 5.3.6: Continuac¢do da figura anterior. Apresentacdo das funcdes base correspon-
dentes as varidveis nodais relativas a outra derivada nos vértices indicados.

Elementos finitos C*

e Elemento de Argyris (grau 5).
Consideramos o elemento finito triangular definido pelos vértices do tridngulo {x;,x2,x3} =
{(z1,y1), (x2,92), (x3,y3)} considerando polindmios de grau 5,

p(z,y) = ao + a1z + agy + azxy + ... + a1z’ + a20y5

em que se incluem, para além de condigoes sobre os vértices, também sobre as normais,

v (¢) = dp(xy,y,), sei=1,2,3,
V’i+3(¢) :EQS(:U’H y’L) se 1= 17 27 3
Vi+6(¢) y¢(xz> y’L) se i = 15 25 3
Vivo(9) = zqzb(:cl,yl) sei=1,2,3
Vi+12( ) 8 (b(ﬂUh%) se 1= 17 27 3

Vi+15(¢) :c?b(xz: yz) set=1,2,3
Vi+18(¢) (1" y) se i = 1a 27 3

as ultimas condigoes sobre as derivadas normais sao impostas sobre os 3 lados do triangulo.
Este elemento tem a particularidade de permitir a diferenciabilidade quando se unem os vérios
elementos (coisa que nao acontecia nos anteriores), que é obtida ao impor estas trés condigoes.
Nao é possivel obter diferenciabilidade para a uniao de elementos com polinémios grau inferior
a 5... pode no entanto considerar-se fungoes seccionalmente polinomiais no interior do triangulo
(dividido em trés partes) e assim com funcoes de forma C*! que sio seccionalmente polinémios de
terceiro grau é possivel obter uma colagem Clatravés do designado elemento de Clough- Tocher.
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Elementos C! (diferenciaveis)

e

Elemento de Clough-Tocher

(3 nos, 3 normais, as fungdes de forma sao
Elemento de Argyris de 5° grau seccionalmente, em cada subtriangulo,
(4 n6s e 3 normais, polinomios do 5° grau) polinémios do 3° grau, diferencidveis)

Ha 21 variaveis nodais, correspondentes a 3 . i .
. Cx Ha 12 variaveis nodais, correspondentes a 3
condigdes nos pontos e 6 (3 vezes 2) condigdes

nas derivadas, 9 (3 vezes 3) nas segundas condi¢des nos pontos, 6 (3 vezes 2) condi¢des
derivadas e 3 nas derivadas normais nas derivadas e 3 nas derivadas normais.

Figura 5.3.7: Exemplos de elementos finitos diferencidveis.

Note-se que ao impor as condicoes sobre as segundas derivadas, garantimos que em cada
um dos lados os polinémios de graus 5 tenham duas raizes triplas, o que implica que se anulem
nesses lados. Seguindo o lema, descemos assim de grau 5 para grau 4, depois para grau 3 e
ficamos com um polinémio de grau 2. Sobram 6 condigoes, que sao determinadas por derivadas
cruzadas nos 3 pontos e pelas trés condicoes nas derivadas normais.

Para informacao complementar consultar p.ex. [3].

Elementos finitos rectangulares

Consideremos como elemento de referéncia o quadrado E= [0, 1]2. J4 referimos que uma trans-
formacao afim F : F — E transforma rectas paralelas em rectas paralelas, pelo que os elementos
FE serao forcosamente paralelogramos. Por abuso de linguagem, sao designados elementos fini-
tos rectangulares, mas na realidade tratam-se de paralelogramos. Como ja foi referido na seccao
anterior nao se deve considerar uma malhagem com quadrilateros quaisquer (pois F' nao poderia
ser uma aplicagao afim), mas apenas com paralelogramos.

Quando se considera elementos finitos definidos através do quadrado de referéncia passamos a
considerar o grau maximo do polinémio por componentes, ao contrario do que se considerava no
caso dos triangulos. Ou seja, dado um mondémio =%, dizemos que ele tem grau |a| = a3 +... +ayg
o que corresponde a somar o grau das componentes, e diremos que ele tem grau maximo igual a
|aloo = max{ay, ..., a4}, 0 que corresponde ao maximo grau nas componentes. Assim, definimos

Qi = {p : p tem grau méximo m},

que é um conjunto que contém P,,. Por exemplo, o polinémio quadratico ag 4+ a1z + asy + azzy
¢ um polinémio de grau maximo 1.

O conjunto de polinémios Q,, é mais adequado para trabalhar com os elementos finitos
definidos por paralelogramos. Com efeito, basta pensar que queremos considerar como variaveis
nodais os valores da funcdo definidos nos 4 vértices do quadrado de referéncia. Nesse caso
ficamos com 4 graus de liberdade que podem ser atribuidos aos 4 coeficientes de um polinémio
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de grau méximo 1. A propriedade de unissolvéncia é facilmente demonstrada para elementos
com (m + 1)? nés usando polinémios de Q,,. Apresentamos alguns exemplos na figura seguinte.

@ @ (6} —0— @
6} ¢) (e} (o}
o O o) © 10)

Figura 5.3.8: Elementos de Lagrange para o quadrado de referéncia.

Observagao: Vemos que no ultimo elemento apresentado (com 9 nés) hd um né interno que
poderd nao ser considerado se trabalharmos com um outro tipo de elementos, em que todos os nés
sao colocados sobre a fronteira do quadrado, tratam-se dos denominados elementos serendipity.
Nao considerando esse né central, ficamos com 8 nds, o que nao é adequado nem para o espago
P>, que tem 6 graus de liberdade, nem para o espago Q2 que tem 9. Precisamos de um outro
espago de polinémios Qb = {p(x) + axdze + bz1x3 : p € Py}, onde serd possivel mostrar a
unissolvéncia. Os elementos serendipity estao assim associados a espagos de polindmios Q,
definidos de forma semelhante.

Caso tridimensional

No caso tridimensional hd uma generalizacdo imediata destas nocoes, mas o calculo torna-se
obviamente mais pesado. No caso bidimensional tinhamos

1
dimP,, = §(m + 1)(m + 2),
o correspondia a sequéncia 1, 3, 6, 10, ... de graus de liberdade disponiveis para os diferentes graus

de polinémios, e que correspondia ao nimero de nds utilizado nos elementos de Lagrange. No
caso tridimensional, passamos a ter

dim P,, — %(m+ 1)(m + 2)(m + 3),

e os polinémios de grau m implicam um maior niimero de graus de liberdade

m Base Graus de liberdade
0 1 1
1 l,z,y,2 4
2 1>xay7vay7xzvyzax2ay2>z2 10
3 L,y 2z, .., x93, 23 20
_ (m4d)!

Note-se que, de um modo geral, em dimensao d temos dim P, = ~—==.

Elementos simpliciais. O simplex em dimensao 2 é o triangulo e em dimensao 3 é o tetrae-
dro. De forma semelhante, iremos considerar tetraedros como elementos geométricos, colocando
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variaveis nodais associadas aos vértices para o caso do elemento de Lagrange linear, ja que os
quatro vértices do tetraedro condicionam os 4 graus de liberdade de um polinémio de primeiro
grau, etc.

Elementos paralelotopos. O paralelotopo em dimensao 2 é o paralelogramo e em dimensao
3 é o paralelipipedo. Mais uma vez devemos considerar neste caso o espago dos polinémios Q,,
que tera dimensdo (m+1) no caso tridimensional e (m+1)¢ no caso geral. A colocacio dos nés
para os elementos de Lagrange é uma imediata generalizacao do que é feito a duas dimensoes.

5.3.4 Elementos equivalentes afins

Pode estabelecer-se uma relagao de equivaléncia entre elementos finitos semelhantes, que diferem
apenas por uma transformacao afim. Esta nocdo é importante porque permite transportar os
cédlculos para um elemento de referéncia.

Definigao 5.3.4 Dois elementos finitos (E,P,N) e (E,P,N) dizem-se equivalentes afins se
existir uma aplicacdo afim
F:F — E
i — AT +b

(em que A é uma matriz invertivel e b um vector qualquer) tal que:

i) F(E)=E,
ou seja, F' transforma o elemento E em E, tratando-se de uma correspondéncia geométrica.

i) P =P(F), ic. Vo€ P, peP:¢poF =g,
ou seja, as funng”es de forma de E sdo as mesmas que as de E, em pontos correspondentes, jd
que ¢(F (1)) = (). N

iii) N(P(F)) = N(P), i.e. WeN, D eN:0(poF) =),V € P,

ou seja, as varidveis nodais v; verificam, por exemplo, no caso de elementos de Lagrange:
Di(¢o F) = ¢(F(2:) = d(x:) = vi(9),

estabelecendo-se uma relagao entre os z, (nos de interpolagao em E) e os &, (nds de interpolagdo
em E) através de &, = F(z,).

Observagoes:

i) Esta relagao entre os elementos é uma relagao de equivaléncia. Note-se que como a trans-
formagdo ¢ invertivel, temos P(F~1) = P, e por isso temos também N(P) = N(P(F~1)),
substituindo em iii).

ii) Se a propriedade de unissolvéncia for verificada para um elemento E entdo ela também
serd verificada nos elementos equivalentes afins E. Isto simplifica o processo de verificar a unis-
solvéncia, transportando o problema para um elemento de referéncia onde seja mais simples a
verificacao.

iii) E sempre possivel escolher nés apropriados de tal forma que os elementos de Lagrange
de um certo grau sejam equivalentes.

iv) De notar que, partindo do tridngulo de referéncia E definido por {(0,0), (0,1),(1,0)},
a construgao de F' é bastante facil numa triangulagdo. Com efeito, basta tomar um ponto do
triangulo, digamos x1, e nesse caso A é a matriz que tem como linhas x2 — x; e x3 — x7 sendo
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b o vector x;. Desta forma ao ponto (1,0) do triangulo de referéncia corresponde x2 e ao ponto
(0,1) correspondera xs3, obviamente ao ponto (0,0) corresponderd xj.

v) Note-se que para elementos finitos que sejam quadrildteros quaisquer nao é possivel
estabelecer uma transformacao linear que transforme um no outro, basta ver como exemplo, o
quadrado de referéncia E = [0,1]% que ndo é possivel transformar no quadrildtero de vértices
{(0,0),(0,1),(2,2),(1,0)}. O problema resulta de haver 8 equagoes (4 pontos vezes 2 coorde-
nadas) para 6 incégnitas (4 coeficientes da matriz A e 2 para o vector b). Com efeito, o quadrado
apenas sera transformado em paralelogramos, o que é facil de compreender ja que a ‘linearidade’
da transformacdo faz com que rectas paralelas continuem paralelas’.

5.4 Interpolacao Local e Global

5.4.1 Interpolagao local

Consideremos um elemento finito (E,P,N) como definido no pardgrafo anterior. Definimos o
operador de interpolacao local Il como sendo a aplicacao

m

Mg :wr— Zw(w)gbi,
i=1

em que {¢1,..., 0} € a base dual de {v1, ..., v, }, tendo-se assim
vi(®j) = dij-
Esta condicao significa, no caso de elementos de Lagrange, que
Osei+#j
(bj(xi)_éij_{ lsei=7

A regularidade exigida a w depende do tipo de elemento finito que se considera. Assim,
para elementos finitos de Lagrange, exige-se apenas que a func¢ao esteja definida nos pontos de
interpolacao definidos pelo elemento. J& no caso de elementos de Hermite é exigido pelo menos
que a fungao seja diferencidvel, e no caso dos elementos de Argyris que seja bidiferencidvel.

Proposicao 5.4.1 O operadorIlg é uma projec¢ao, pois € linear e idempotente (i.e. g(Ilgw)
HEU)).

Demonstracgao: A idempoténcia resulta da linearidade de v, pois como

HE(Z vi(w)e;) = 4 Vj(Z vi(w)9i)9; ,
temos - . .
Vg (Z vi(w)e;) = Zyi(w)’/](@) = ZVZ(“})(SZ‘J' =vj(w).0

! Através de uma transformagio do tipo F(z,y) = (a0 + a1 + agy + aszxy, bo + b1z + by + bsxy) ja teremos
8 equagoes para 8 incognitas e o problema pode ser contornado... mas a aplicagdo deixa de ser afim, perdendo-se
as propriedades da ‘linearidade’ da transformagéao!
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Interpolacao nos Elementos de Lagrange Lineares

No caso mais simples, de elementos de Lagrange lineares, temos
Mpw = v1(w)p1 + va(w)de + v3(w)eps
e portanto
(pw)(z) = w(x1)p1(z) + w(x2)da(z) + w(xs)Ps(z).

em que ¢;j(x;) = ;.

Esta possibilidade de escrever qualquer funcdo num triangulo através destas fungoes base
lineares ¢; designa-as como coordenadas baricéntricas, ja que se considerarmos wi(z,y) =
x,ws(z,y) =y, funcdes que definem a identidade, ficamos com

X = X191(x) + X2¢2(x) + x303(%),

area{xa,X3,X} area{xy,x3,X} area{xi, Xy, X}

P1(x) = , P2(x) = , P3(x) =

area{x1,Xy,X3} area{x1,Xy, X3} area{xy, Xy, X3} ’

usando a notagao area{x1,X,,X3} para designar a drea do triangulo formado pelos pontos

{Xla X2 X3}' A
No caso de considerarmos o triangulo de referéncia £ = {(0,0), (1,0), (0,1)}, temos

¢1($7y) = ]-_-'13_y, ¢2($,y) = 1_y7 ¢3(5E,y) =1—-x.

5.4.2 Interpolacao global

Para além da relacdo de equivaléncia entre os elementos finitos, pode também estabelecer-se
uma relacao de equivaléncia ao nivel da interpolacao, para variaveis nodais diferentes, desde que
déem origem ao mesmo operador de interpolacao.

Definigao 5.4.1 Os elementos finitos (E,P,J\Q e (E,ﬁ,/\Af) dizem-se interpolacionalmente
equivalentes se para qualquer v € P. existir 0 € P tal que

g = T10.

Vimos que em cada elemento finito £ a funcao interpoladora é dada por
mp
Mpu(z) = > v (w)ef,
i=1

de tal forma que {v{,...,v/f } ¢ base dual de {¢¥', ..., ¢E }, ou scja, yzE(ngf) = 0ij.
No caso dos elementos finitos de Lagrange, temos v”(u) = u(z¥), em que ¥ é o né i do

i
elemento F, e podemos escrever

mg

Hpu(z) =) u(@f)or

i=1
Definimos uma funcao interpoladora global Ilg, , definida sobre a triangulagao €2;, de forma
a que
(thu)“; = HEU.
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Definigcao 5.4.2 Dizemos que uma triangulacdo 7y, € de classe C™ se a fung¢ao interpoladora
global for sempre de classe C™.

No caso dos elementos de Lagrange ou Hermite que vimos, apenas podemos garantir que a
funcao interpoladora global seja de classe C?, no caso de elementos de Argyris serd de classe C1.

5.4.3 Construcgao da interpolacao global

Para definir a interpolagao local consideramos funcées de forma qbkE definidas no elemento F,
mas para efeitos da interpolacao global é conveniente definir fungoes base que sao construidas
usando funcoes de forma de um ou mais elementos.

Funcgoes base

Reparamos que podemos definir fungoes base no dominio inteiro, de forma a que os nés comuns
nao aparegam repetidos. No caso dos elementos de Lagrange a duas dimensdes, ha que distinguir
3 situacoes?:

(i) um no interior pertence apenas a um triangulo;

(il) um né colocado sobre um dos lados do triangulo serd comum a dois triangulos (o né tem
dois triangulos adjacentes);

(iii) um né que coincide com o vértice do triangulo pode ser comum a vérios tridngulos (o
né tem varios triangulos adjacentes).

A excepgao do primeiro caso, em que a fungdo base coincide com a fungao de forma (sendo
zero nos restantes elementos), nas restantes situagoes as funcoes base sao construidas com fungoes
de forma de dois (segundo caso), ou mais elementos (terceiro caso). E ainda interessante observar
que no caso bidimensional, numa triangulacao regular, o nimero de triangulos adjacentes a um
vértice interno serd em média 6 (por exemplo, numa triangulacao para um quadrado é habitual
considerar vértices alternadamente com 4 e 8 tridngulos adjacentes).

Considerando um né z; comum a varios elementos E;,, ..., E;,, , definimos a funcao base 1; :
2

(@) = 0 sex ¢ E;, (para k=1,...,M;)
S @i (x) sex € By, (para k =1,..,M;)

notando que o nimero M; (de tridngulos adjacentes a um né i) depende do né que se considera.
No elemento Ej;, haverd viarias funcoes de forma, designamos ¢;, a que verifica ¢;, (z;) = 1.
A escolha da funcéo forma certa envolve uma questdo entre numeracao local e global, que
abordaremos mais a frente.

Assim podemos considerar um espaco discreto, de dimensao finita, V3, que consiste no espago
gerado pelas fungdes base 1;, definidas em todos os nés da triangulacao 1, ..., zy, (inclui os nés
internos a cada elemento), de tal forma que

N
VeV &Y= it

=1

2Em 3 dimensdes haverd 4 situacdes, adicionando a situacio de pertencer a uma aresta, onde um né também
pode pertencer a varios tetraedros.
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Podemos distinguir entre os espacos V} o e V,. No espaco V}, o iremos considerar apenas os nés
interiores, verificando-se que estas funcoes serao nulas sobre os nés da fronteira, daf a designacao
Vh,0- Ao contrério, o espago V}, ird conter todos os nés.

e Uma condigdo importante a verificar é que o espago discreto V3, deve aproximar densamente
o espago continuo V. Para esse efeito, no préximo capitulo iremos demonstrar estimativas de
erro de interpolagao que garantem que funcoes em espacos de Sobolev podem ser aproximadas
por funcgoes interpoladoras definidas nestes espacos discretos de elementos finitos.

Exemplos de fungoes base

Considerando elementos definidos sobre triangulos rectangulos, é possivel obter uma expressao
para fungoes base para elementos de Lagrange de grau m, em duas dimensdes. Definimos d(x) =
|x1 — 22| e a fungao

£(a) = l|z|| , se z122 >0,
|1 — x|, se x122 <0

Uma fungao base centrada na origem e com suporte num hexaedro
H={zeR?:||jz|| <1,|z1 — 22| <1}

¢é dada para elementos de Lagrange de grau m pela expressao
e m
Yo(w) = JJ(1 - Ef(l‘)),
k=1

para x € H, sendo zero caso contrario. Na Fig.5.4.1 apresentamos alguns exemplos.

Figura 5.4.1: Funcdo base vy definida em H para elementos de Lagrange de grau 2, 4 e 5
(respectivamente).

Na Fig.5.4.2 apresentamos ainda outras fungoes base usando como suporte H com elementos
de Lagrange ctibicos. Estas fungoes base ilustram os 3 casos referidos para construgao de fungoes
base. Neste exemplo, haverd 1 fungao base central com 6 triangulos adjacentes (figura & esquerda,
caso (iii)), 12 fungoes base definidas sobre lados (exemplo na figura central, caso (ii)), e 6 fungoes
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base definidas sobre os nés internos (exemplo na figura a direita, caso (i)).

Figura 5.4.2: Os trés tipos de fungoes base definidas em H para elementos de Lagrange de
grau 3: A esquerda, a fungdo base g definida por funcgoes de forma em 6 triangulos adjacentes.
Ao centro, uma funcdo base definida para um né com dois triangulos adjacentes, usando duas
funcdes de forma. A direita, uma fungao base interna a um triangulo, definida apenas por uma
funcdo de forma.

Exemplo de interpolacgao global

Na Fig.5.4.3 apresentamos como exemplo de interpolagao global, a aproximacgao obtida pela
interpolacao com elementos de Lagrange lineares para uma triangulagao definida num dominio
parametrizado pela curva r(t)(cos(t),sin(t)) em que r(t) = 2 + 1 sin(2t). Considerdmos como
funcao a aproximar f(x,y) = cos(z + exp(%)).

44
Wi
¢ 44

Figura 5.4.3: Os quatro grdficos representam: (i) a triangulag¢do do dominio, (ii) a fun¢ao
a aproximar, (i) a aprozimagdo da fung¢do no dominio usando elementos de Lagrange lineares,
(iv) comparacao entre os valores exactos e os valores da reconstrugdo através da sobreposi¢cdo

das figuras (i) e (iii).
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Capitulo 6

Estimativas de Erro e Integracao

Neste capitulo iremos demonstrar que a interpolacao através de elementos finitos permite aprox-
imar funcoes em espagos de Sobolev, garantindo a densidade do espago discreto de fungoes
discreto V3 no espaco original de fungoes V, justificando assim a sua utilizacdo na formulagao
variacional. Essa aproximagao ¢ mesmo obtida com estimativas do erro, que sao depois uti-
lizadas para estimativas de erro para a solu¢ao no método de Galerkin, através do Lema de
Céa. Finalmente, como nem sempre é possivel um calculo exacto dos integrais que aparecem na
formulacao variacional, consideramos ainda uma seccao em que abordamos algumas regras de
quadratura, e a influéncia que o erro poderd ter na solucao.

6.1 Estimativas para o erro de interpolagao

Nesta seccao apresentaremos estimativas do erro de interpolagdo em espagos de Sobolev. Os
resultados sdo apresentados para os espacos H™(2) = W2(Q), mas podem ser generalizados
para os espagos W™P ().

6.1.1 Espacgo quociente por polinémios

Seja 2 um aberto limitado de R?, que na prética iré corresponder & parte interior de um elemento
E, ou seja E = (). Consideremos o espaco P,, de polinémios de grau menor ou igual a m, e a
relagao de equivaléncia,

v~usSv—u € Py,

Esta relacao de equivaléncia permite trabalhar com o espaco quociente H™+1(Q)/P,, em que
os seus elementos sdo as classes de equivaléncia definidas pela relacdo precedente. Assim.v €
H™(Q)/P,, é um conjunto definido por um representante v € H™1(Q) e pelos elementos

v={v+q:q€ Py},

ou seja, as funcdes de v € H™F(Q)/P,, sdo conjuntos de fungoes de H™1(Q) somadas com
polinémios de P,,. E 6bvio que qualquer elemento de © pode ser representante da sua classe.
Convém notar que o elemento nulo em H™1(Q)/P,, é

OZ{QZQEPm}.
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No que se segue nao iremos fazer distingao entre v e v, assumindo que quando nos referimos a
v em H™(Q)/P,, estamos a referir-nos & sua classe de equivaléncia 9.
No espaco H™+1(Q)/P,, vamos considerar a norma

||U||7*n+1,9 = inIIl’f, llv = ql|m+1,0- (6.1)

n

Note que [[ol[f;1.0 < [loflosr 0
Exercicio: Mostre que (6.1) é uma norma para a qual H™*1(Q)/P,, é um espaco de Banach.

De forma semelhante podemos considerar a seminorma
* s _
’U\mﬂ,n = qgll)fm v CJ!m+1,Q,
e como as derivadas de ordem m + 1 de polinémios de grau m sao nulas, verifica-se

‘U‘:n—&-l,Q = |[v|my1,0-

E assim claro que
[Vlm+1,0 = [vi0 < 0l ht10

e o proximo lema mostra a existéncia de uma constante tal que a ‘reciproca’ se verifique. Isto
permite munir o espaco H™1(Q)/P,,, de uma outra norma (a seminorma) que é equivalente &
norma introduzida em (6.1).

Lema 6.1.1 (Bramble-Hilbert): Eziste uma constante positiva Cgq :
10][7ms1.0 < Calvlhia » para qualquer v € H™ Q) /P,

Demonstragao:Ver p.ex. [13]. Este resultado baseia-se na injeccio compacta de H™1(Q)
em H™().0

Assim, como [v]m+1,0 = [v]}, 11 g, em H™1(Q)/P,, temos
Vlmr1.0 < [vlhie < Calvimie,

ou seja, a norma || - ||* .| o é equivalente & seminorma | - 41,0 em H™ () /Py, notando que
[v|m+1,0 = 0 implica [[v[[},,1 o = 0, e a seminorma é com efeito uma norma.

Teorema 6.1.1 Consideremos' s < m+1 e seja® I1 € L(H™L(Q), H3()) uma projec¢io para
os polinomios P, ou seja,
llg=gq, Vg€ Pp

Entao existe uma constante Com > 0 :

o = TIo||s0 < Cot [vlmi1,0, Vo€ H™HQ) (6.2)

Logo verifica-se a inclusdo continua H™(Q) C H*(Q), tendo-se assim ||w||s,0 < Cq ||w||m+1,0 -
=

2Isto é, II é uma aplicacdo linear continua II : H™(Q) — H*(Q). Normalmente, trata-se de associar a cada
funcdo em H™'! o polinémio interpolador no elemento finito. Quando  é apenas um elemento finito E, esse
polinémio tem toda a regularidade, mas quando ha a jungao de todos os polindmios, essa regularidade perde-se (e
habitualmente apenas fica a continuidade) pelo que faz todo o sentido obter desde j& estimativas no espago H°.
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Demonstragao:
Dado ¢ € P,,, como (I —II)q = 0, temos v — IIv = (I — II)(v — q).
Assim, usando a norma em L(H™1(Q), H5(Q)),

I ~ Mwllse
I—11 m s =Ssup —
= Ml @i = Sup e

[lv = Tlof[s.0 = [[(T= (v = g)llso < T =TD)]le.) lv = dllmtro < Cr flo = gllmiro

em que a tltima desigualdade resulta de considerar Cry = [|(I—1II)|| (., ), constante que depende
de IT e €.
Como a desigualdade é valida para qualquer q € P,,, em particular é valida o infimo, logo

lv—Tvllse < Cn inf lv = gllmir0 = Cullvllni0-

Aplicando o lema de Bramble-Hilbert, obtemos
|lv — vl|s,0 < CaCn |U|;:1+1,Q = CoCn [v|ms1,0,

pois [v[7, 110 = [vlm+1,0. O

Para estabelecer estimativas de erro, temos que ter em conta o parametro de degenerescéncia
do elemento finito,

PE’
que como ja vimos traduz a relagao entre hg, o diametro do elemento, e pg o raio da maior
bola incluida no elemento. Convém que este valor ndo seja muito superior a 2v/3, no caso de
triangulagoes, ja que é o valor minimo, que se obtém para o triangulo equilatero.

Iremos usar o seguinte lema

XE

Lema 6.1.2 Sejam E e E elementos finitos equivalentes afins, em que E = F(E), com F =
AZ 4+ b. Temos

E
141 < 22 det(a) = 2], (6.3)
Pi |E|

em que |E| é a medida (drea ou volume) de E.

Demonstracao: Basta ver que

A 1
||A|| = max [[A=]] = max ||Az|| = max ||AE]| = — max ||Az]|.
w20 ||z||  Jlefl=1 lzll=p P pllall=p
Portanto, como hg = max, yep ||z — y|| = max, ;5 ||AZ +b— A — b|| = max, ;5 ||[A(Z —9)]|-

Considerando &, € E, tais que ||Z — || = Pz, temos

1 P
Al = — max [[A(Z - §)|| < — max
PE “$*y||fpﬁ PE 2.9€k B
&,g€b
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Finalmente,

B = [ 1do= [ det(a)]ds = |det(4)]|E]. O
E E

2
Observagao: Deste resultado, no caso bidimensional, conclui-se também que | det(A)| < :TEZ’
b

pois |E| < b2, (j& que E se encontra dentro de um quadrado com lados hg) e porque |E| > Wp%

(pois E contém uma bola com raio pj;)- Para outras dimensoes podem estabelecer-se resultados
semelhantes usando o4 = |B(0, 1)|, definido no primeiro capitulo.

Lema 6.1.3 Sejam E e E elementos finitos equivalentes afins, em que E = F(E), com F(z) =
AZ 4+ b. Temos

[0, 5 < ClIAII" det(A)| 2],k (6.4)

em que 0 =v o F, para v € H"(E) qualquer. Pelo lema anterior, conclui-se que

. hEe., _
i, 5 < C (==)"|det(A)[7/? o] (6.5)
b pE
De forma andloga obtém-se
hi 1/2 |5
olrp < C (p—E) | det(A)[/7 0], 5 - (6.6)

Demonstragao:
Comegamos por supor que v € C°(E). A desigualdade resulta de relacionar os integrais

/]80‘6\2 com / 0%,
E E

em que a é um multi-indice em N¢. Sendo |a| = r, D"v(z)(h1, ..., hs) denota a derivada de
Fréchet, enquanto forma multilinear,

a1 vezes oy, vezes

%v(x) = DI¥u(2)(EL, . et o ey s E0).
e temos D"0(Z)(hy, ..., hy) = D"v(x)(Ah, ..., Ah,), pelo que
D" o ()| < [|A[["|[D"v(2)]],

onde || DFv(z)|| = SUP|, |=1 |D¥v(x)(hy, ..., hi)|.
Usando as desigualdades (com cj, ca > 0),

Sl p < /E 1D o(2)|dz < Blof s,
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que nos indicam a equivaléncia entre a seminorma habitual e aquela que se obtém pela derivada
de Fréchet, obtemos

L r r A -, 1 T r -
017 5 < —/ D" 0()|[*di < —/ [A[#7][(D") (P (@)|[*di = C—Q/EHAHQ D" v(@)|?| det(A)| " da,
1

logo, para v € C°(E),
02 5 < 2||A||2’”|dt )|~ /llDT (x)[[Pdz < §||A||2T|det( Il -
51

A conclusdo resulta da densidade de C°(E) em H'(E) que é védlida desde que OF seja uma

fronteira seccionalmente C', e recursivamente a desigualdade pode ser obtida para qualquer
funcao em H"(E). O

Nota: Assumiremos que se as varidveis nodais N incluirem condicdes sobre derivadas® de
ordem r entdo H™1(E) - C"(E).

Teorema 6.1.2 Consideremos ainda s < m+1. Seja (E,P,N) um elemento finito equivalente
afim de um elemento de referéncia (E, P,N) de forma a que sejam interpolacionalmente equiva-
lentes e que P, C PC HS(E), ou seja 0s polindmios de grau m pertencem as funcdes de forma
do elemento de referéncia. Entdo, para qualquer v € H™(E),

m+1

lv —pv|ls,p < Cp V41,5 (6.7)

Demonstragao:
Pelo lema anterior aplicado a v — IIgv, temos

hg . X
lv =pgvl[sp < C (pE)S | det(A)["/? ][0 — 0l 4

—

—_—
ja que sendo interpolacionalmente equivalentes v — Illgv =0 — llgv =0 — [

50
Por outro lado, vimos que

|0 = Tgoll, p < C’ﬁ‘m+1,E J

logo
hi s .
lo = Tpvllep < O (S2)" | det( A2 0] 5

Ainda pelo lema, [0[,, ,, 5 <C (h’f)mJrl |det(A)|"Y2 |v],p41.5 e assim obtemos

3Pelas injeccdes de Sobolev, m + 1 — d/2>r.

Se nao se incluirem derivadas (elementos de Lagrange) temos r = 0 e portanto basta exigir que m+1—d/2 > 0
(ver apéndice). No caso bidimensional isto significa m > 0, o que exclui apenas as constantes. No caso de
elementos de Hermite, temos pelo menos r = 1, o que dd m+1—d/2 > 1, ou seja m > d/2. No caso bidimensional
isto significa que m > 1, o que nao constitui qualquer problema, pois os elementos de Hermite considerados
envolviam obviamente polinémios de grau superior a 1.
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h: h
v —polls 5 < C (“E)*(ZE)™ o]y -
PE" Pg

h% iy s pntl
Separando o factor pm% que ira pertencer a constante C', e o factor ﬁs , obtemos o resultado.
2 E

0 E

Observagoes:
. R, . N
i) A parte pm% ¢é encarada como constante porque bastara fixar um elemento de referéncia

e trabalhar a p;frtir dele.

ii) Quando consideramos espacos de Sobolev mais gerais, do tipo WP com p # 2, a
condicao s < m+ 1 deve ser substituida por uma que permita a injecgao continua, (ver teorema
de Rellich-Kondrachov, no apéndice).

Corolario 6.1.1 Nas condi¢des do teorema anterior, se exigirmos reqularidade na triangulacdo,
de forma a que xg < x < 00, temos a estimativa

|0 = Tgo|ls.5 < Cx* AT [vlmir e (6.8)

O que significa que se exigirmos v € H™(E), obtemos um erro de interpola¢io da ordem
O(R™+1=9),

O corolario poe em evidéncia que os elementos nao devem degenerar para que se obtenham
as estimativas de erro apresentadas. E claro que um valor de x mais elevado podera levar a uma
pior aproximagao, ja que a constante serd mais elevada.

6.1.2 Estimativas Globais

Através das estimativas que deduzimos para a func¢ado interpoladora em cada elemento finito,
passamos para o caso global em que iremos considerar uma triangulacao regular €25, de um
dominio €, e portanto nao ha degenerescéncia dos elementos.

Teorema 6.1.3 Suponhamos que temos uma triangulagdo regular , de um dominio ) e que
P, CP C H"(FE) . Entao eziste Cy, > 0 (independente de h) tal que

1/2

Yo llv—Heolip| <O R *olnirg
EcQy,

onde 0 < s < min{m + 1,7}.

Demonstragao:
Considerando o corolario do paragrafo anterior temos

|v — Tgpv||s.e < OX° RET5 0]t m,
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e trata-se apenas de fazer a soma, atendendo a que (Ilg, u)| g = [gu. A constante é independente
de h pois inclui apenas constantes relacionadas com o elemento de referéncia e com o parametro
de degenerescéncia. O

Corolario 6.1.2 Consideremos uma triangulacdo reqular Qp e seja P, C P C HS(E) com
0<s<m+1.
Se v e H™(Q), Ilg, € LIH™TH(Q), H*(Q)), podemos garantir que

o =g, v|ls.0 < CH™ 5 [vfmir0 - (6.9)
Portanto, se a interpolacao na triangulacao for continua, temos Ilg, v € H Q) e

v =TI, vllo.0 < CA™ olmira,

6.10
o — T, vl[10 < CA™vlmir - (6.10)

Observacao 1: Basta considerar 0 < s < m + 1, j4 que a regularidade das fungoes de
forma no interior do elemento fica incluida na exigéncia de regularidade para o interpolador
global. Ilg, v sera apenas seccionalmente polinomial, assim, ao exigir Iln,v € H*(Q2) estamos
a impor condigoes sobre a colagem da interpolacao nos varios elementos. Quando héd apenas
continuidade nessa colagem, garantimos que a funcio e as derivadas sejam L?, mas j& ndo
podemos garantir que isso aconteca para as segundas derivadas, que podem incluir deltas de
Dirac, ja que as derivadas podem ser descontinuas. Ou seja, para uma triangulacio C° podemos
apenas obter esta estimativa se considerarmos s = 0 ou s = 1. Para considerarmos s = 2 seria
necessério considerar triangulacdes C', o que pode ser obtido através de elementos de Argyris,
por exemplo.

Observacgao 2: Assumimos que v € H™(Q), para que a estimativa faca sentido. Para
assegurar isto, veremos no caso da resolucao de equagoes que devem ser utilizados resultados de
regularidade (ver apéndice).

No caso de uma triangulagao com elementos de Lagrange lineares é claro que obtemos

lv =g, |10 < Chlvf2n (6.11)
o que significa que o erro é da ordem O(h) na norma H!, e se considerarmos a norma L?,
o =g, vllo0 < Ch?|vl20 (6.12)

ja obtemos O(h?), assumindo que v € H?(Q). Iremos ver que H%(Q) é a regularidade habitual
da solucdo de um problema eliptico no caso de f € L2(Q).

Exemplo

Consideremos o seguinte exemplo, em que temos o dominio 2 =] — 7, 1[ e a funcdo a aproximar

fla) = { cos(z), se x € [~5,0[

1—22 sex€[0,1].
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Notamos que esta funcio, que estd representada na Fig.6.1.1, & esquerda (a cheio), é de classe C*,
conforme se pode constatar no grafico da sua derivada.(Fig.6.1.1, ao centro), hd uma colagem
dos valores em x = 0. Trata-se também de uma funcio de H?(f2), sendo imediato calcular

1 1/2
|fla.o = ( f"(x)2> = 2.6587.

_
2

Considerou-se a aproximacgao f por elementos de Lagrange lineares, que é representada no
caso em que consideramos apenas 5 elementos na Fig.6.1.1, a esquerda (a tracejado). Aumen-
tando o nimero de elementos (e consequentemente baixando o valor de h) obtemos a seguinte
tabela:

h Lf = fullze @
0.514 | 0.05312

0.257 | 0.01327
0.1285 | 0.003308
0.0857 | 0.001467
0.0643 | 0.000824

Constata-se facilmente que a evolucdo do erro na norma L? é aproximada pela pardbola
If = fullr2) ~ 0.2 %, confirmando a estimativa em O(h?) prevista pela teoria.

1y
0.0% /
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01 02 03 04 05 06

Figura 6.1.1. Aproximacao de f por elementos de Lagrange lineares. A esquerda, com-
paragdo entre f e fn. Ao centro, a derivada de f. A direita, grdfico do erro ||f — thLQ(Q) em
funcdo de h. Podemos facilmente observar que se trata de uma convergéncia quadrdtica.

e Num outro exemplo, consideramos

cos(x), se xz € [-F,0]
9(z) = { l—x, sex € [0,21].

A func@o estd representada em Fig.6.1.2, a esquerda (a cheio) e a sua aproximagao g usando
elementos de Lagrange lineares, com 4 elementos, é representada na mesma figura, a pontilhado.
A diferenga principal é que neste caso a derivada de g ndo é continua no ponto zero, conforme se
pode constatar no grafico central de Fig.6.1.2, onde é visivel o salto em zero. Consequentemente,

a segunda derivada existird apenas enquanto distribuigao e o valor |g|2,.0 = ||¢”|0,o ndo existe,
pois g ¢ H?(Q). Assim, a estimativa (6.12), em que se considerava m = 1, ndo tem lugar. Apenas
podemos considerar a estimativa (6.10) usando m = 0, pois o valor |g|1.0 = ||¢'[|o. j& existe.
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Portanto, a teoria de interpolagao apenas nos permite concluir que o erro ||g — gal|z2(q) € O(h).
Com efeito, fazendo testes semelhantes aos efectuados para f, para varios valores de h, podemos
constatar experimentalmente que a evolucao do erro em funcao de h deixa de ser quadratica
e passa a ser linear. Com efeito, se desprezarmos o primeiro valor, em que a aproximag¢ao
é ainda grosseira (h ~ 0.5), o grafico do erro pode ser aproximado por uma recta, tendo-se

llg = gnllz2(q) ~ 0.03 h.

0.
0.5

0.0

4 s 05 1 oal

-0.5 0.0H

Q4 01 02 03 04 05 06

Figura 6.1.2. Grdficos semelhantes aos da figura anterior para g (figura da esquerda). O
salto da primeira derivada (figura central) provoca que a convergéncia do método de Lagrange
ndo seja quadrdtica, sendo apenas linear (na norma L?), como se constata na figura da direita.

e Consideremos agora o exemplo de elementos de Hermite cibicos, com a fungao v(z) =
1 + cos(2z) no intervalo 2 =] — 7, 7|, representada em Fig.6.1.3, a esquerda. Como a fungao é
analitica, nao ha qualquer problema com a aproximagao. Com efeito, como usamos polinémios
clibicos, m = 3, e a ordem de convergéncia é 4, pois |[y|s.0 = |[7®¥||oq existe. A aproximacio
¢é excelente, mesmo considerando poucos elementos. Por exemplo, considerando 10 elementos,
o erro é inferior a 0.0004, como se pode constatar na figura central de Fig.6.1.3. Finalmente,
efectuando a variacao do erro em funcao de h, podemos confirmar a ordem de convergéncia 4,
tendo-se ||y — yul[z2(q) ~ 0.03 h*, como se pode constatar no gréfico log-log* colocado Fig.6.1.3,
a direita (linha tracejada). Nessa figura colocdmos todos as linhas log-log que se obtém para
os 3 casos aqui retratados, e que representam a convergéncia linear de g, para g (a preto), a
convergéncia quadratica de fj, para f (a cinzento), e a convergéncia de ordem 4 de 7, para v (a

10s gréficos log-log sdo obtidos por simples transformacio
(h,ern) — (log h,logey).

Como
€Ep ~ Ch? ;

obtemos
logep, ~ log C + plogh,

o que traduz rectas de inclinacdo p. Quanto maior for a inclinagdo da recta, maior serd a ordem de convergéncia
p. A constante é imediatamente obtida pela exponencial do valor no qual a recta cruza o eixo das ordenadas.
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tracejado).

45 4 -5 05 1 15 -0.0m4 12

Figura 6.1.3. Grdfico da fungdo v (a esquerda) e do erro v — vy, (para h = /10, figura
central). A direita, grdficos das linhas log-log que se obtém para os 3 casos apresentados: a
convergéncia linear no caso de g (a preto), a convergéncia quadrdtica no caso de f (a cinzento),
e a convergéncia de ordem 4 no caso de v (a tracejado).

Como é 6bvio, se aplicassemos o método de Hermite ctibico para g continuariamos a obter or-
dem de convergéncia linear, e para f obteriamos ordem de convergéncia quadratica. O problema
volta a ser a regularidade. Como as funcdes g € H'(2), f € H?(2) ndo tém maior regularidade,
a convergéncia da aproximacao estd condicionada. De certa maneira, podemos encarar que a
ordem de convergéncia serda dada por um minimo entre a regularidade da funcéo e o grau dos
polinémios interpoladores (ou splines).

Observagoes
i) Neste exemplo unidimensional a transformacao afim é simples. Com efeito, sendo E' = [0, 1]
e E = [a,b] obtém-se imediatamente

F(z)=(b—a)t +a,

¢ também F~1(z) = 2.

ii) Caso de elementos de Hermite cubicos.

Seja ¢Ek uma fungao de forma da base dual associada a varidvel nodal 75 do elemento finito
E. Portanto, temos ﬁk(qgk) =1.

No caso de estarem envolvidas derivadas,
ﬁk(qg) = (;AS’(aAzk), e sendo ¢y tal que ﬁk(qgk) = (;%(ﬁ:k) =1,

vejamos qual a relacdo de ¢ com a funcao de forma ¢ associada a vg, no elemento finito

~

E = F(E), e em que z; = F(&).
Seja ¢ = ¢ 0o F~1, entdo

R d d
1 = p(gr) = k(o F) = %SD(F@))\@:@,C = %Sﬁ((b —a)t + a) =z,

= (0 0) e p(@)ms, = (b~ ailp) = (b~ ).

Como v (¢x) = 1, concluimos que ¢y, = (b — a)yp, ou seja
¢ =(b—a)ppo F .

Isto é ligeiramente diferente do que se passa com as variaveis nodais de Lagrange, onde temos
simplesmente ¢, = ¢ o F~1, e ndo intervém a derivada de F, que neste caso é b — a.
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6.2 Estimativas de erro do Método de Galerkin

Convém enunciar alguns resultados de regularidade que, apesar de estarem fora do ambito do
curso, sao uteis para as estimativas de erro, ja que na estimativa de erro que iremos obter em
(6.15),

lu — unlls0 < C A" |ulpi1q

intervém a regularidade da solugao u.

6.2.1 Regularidade da solucao

Consideremos agora operadores elipticos de segunda ordem do tipo

d
Du = apu — E 0;i(a;j05u)

1,j=1

em que os coeficientes sdo fungdes que verificam ag > 0 com ag € C(2) e a;; € C1() verificam
as hipoteses de elipticidade,

d
Ja>0: Y ()& > alg?,VE e RV € Q.
ij=1

Vejamos o caso da equacao de Poisson, —Au = f. Sabemos pelo Teorema de Lax-Milgram
que a solugdo pertence a Hg(Q) desde que f € H~1(Q). Ora normalmente f é uma fungao e
nao uma distribuicdo, portanto podemos questionar se uma maior regularidade de f néo ird
implicar uma maior regularidade da solucio. Com efeito, se assumirmos que f € L?(£2) obtemos
Au € L?(), e seré possfvel ver que as derivadas de segunda ordem estao todas em L?(£2). Como
j4 sabemos que a fungdo e as primeiras derivadas estdo em L2Q), pois u € H(Q) C HY(Q),
conclui-se que v € H?(Q2). De um modo geral, havendo regularidade do dominio, obtemos que
se f € H™(Q) entdo u € H™2(Q), estabelecendo-se o teorema seguinte (ver p.ex. [7]).

Teorema 6.2.1 Consideremos um operador eliptico com coeficientes em C™1(Q), e a fronteira
00 com regularidade C™2. Se f € H™() e admitindo que u € H} () é a tinica solugdo fraca
do problema homogéneo de Dirichlet, entdo u € H™2(Q) e tem-se a estimativa

lullm+z.0 < Cllfllma (6.13)

Observagoes:

i) Este resultado é demasiado exigente no que diz respeito a regularidade da fronteira, ja
que mesmo com m = 0 é requerida uma fronteira C?(£2). No entanto, no caso do problema de
Dirichlet, admitindo que os coeficientes a;; pertencem a C' 1(Q), é possivel melhorar os resultados
(devidos a Grisvard, e.g.. [9], [15]) :

e Se Q é um poligono convexo, e f € L%(Q), entdo a solucio u € H?(Q).

Quando o poligono nao é convexo, a situacao é mais complicada. Este resultado ainda é
vélido no caso tridimensional para poliedros convexos, admitindo condicdes de Dirichlet nulas.
No caso do problema de Neumann é possivel estabelecer um resultado semelhante, mas no
problema misto Dirichlet-Neumann tal resultado nao é possivel.
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ii) O Teorema 6.2.1 analisa a regularidade da fun¢ao em todo o dominio 2. Pode-se também
estabelecer que para um dominio w, cuja aderéncia estd estritamente contida em €2, se tem
u € H™2(w), independentemente da regularidade da fronteira.

iii) Em conjuncio com o teorema do traco pode mostrar-se que se a fronteira for C™*+2,
temos a seguinte estimativa

lullmi2.0 < CIfllmea + lullmis/zo00 + [10ntllmi1/2,00,); (6.14)

onde 0§ é a parte da fronteira onde sao impostas condigoes de Dirichlet e 9€2; onde sdao impostas
condicoes de Neumann.

e Assim, como constatdmos nos exemplos apresentados a propésito do erro de interpolacao,
tudo depende da regularidade de u para haver maior ou menor rapidez de convergéncia do
método dos elementos finitos.

6.2.2 Estimativas de erro

Coroldrio 6.2.1 (do teorema de Céa). Seja Vi, C H*(Q) o espago discreto definido numa tri-
angulagdo regular 2, em que P, C P C H*(E). Entdo, se u € H™Y(Q), existe uma constante
C > 0 (independente de h) tal que

o= unllag < C W™ fulirg (6.15)

Demonstragao:
Consequéncia imediata do teorema de Céa e da estimativa de erro (6.9), pois

M M _
lu —upllso < — inf [lu—wpllso < —l[u—g,ullso < C A" *lufpi1. O
a vpEV) (6%

Note-se que é fundamental que V}, C H*(2), para que facam sentido as estimativas.
No caso de se considerar uma triangulacao continua, apenas podemos considerar que as
derivadas estdo em L2(12), logo V;, C H'(2) e obtemos a estimativa de erro

lu = upllie < C " [ulmir,0-

Temos ainda o seguinte resultado que permite estabelecer melhores majoracoes para a norma
num espaco de Hilbert H D V. O exemplo classico é considerar H = L?(£2), espaco que inclui
V = H}(Q).

Lema 6.2.1 (Aubin-Nitsche) Supondo que V.C H C V', em que H é um espaco de Hilbert,
tem-se

1
U —u < Mllu —u sup | —— inf ||U, —v
I |l < M| % gEE(HgHHUhGVhH g h||v>

em que Uy € V' € a solugao unica do problema variacional

b(Ug,v) = (g,v)y ,Yv € V.
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Como podemos obter pelas estimativas do corolario anterior
lu = up[lLo < C B [ufmi10,

estas aplicam-se a
1Ug = Unllre < C h|Ugl20 < C hllglloe,

em que Up, € V}, € a solugao aproximada e U; € V' € a solugao exacta do problema variacional
b(Uy,v) = <g,v)L2(Q). No entanto é preciso assegurar que U, € H?(Q) se g € L*(Q) e mesmo
que o problema é regular:

Definigao 6.2.1 Seja U, € V' a solugdo tinica do problema variacional b(Uy,v) = (g, v)y ,Vv €
V. Dizemos que o problema variacional é regular se a aplica¢dao

B: L*Q) — H*Q)
g — Ug

€ linear continua. Nesse caso existe C > 0 : ||Ugll2.0 < Cl|gllo.q-

Observacgao: O problema variacional para a equagao de Poisson, bem como outros proble-
mas elipticos definidos com operadores com coeficientes regulares sao problemas regulares, como
podemos concluir pelo teorema de regularidade (Teorema.6.2.1).

Admitindo a hipdtese de regularidade, temos ||Uy; — Up|l1,0 < C hl|g|lon € podemos aplicar
o lema de Aubin-Nitsche, majorando o termo

1 . 1
sup (— inf ||Ug — vhHLQ) < =—C hllglloo = Ch,
gct \lgllo.0 vneVa 19llo.0

obtemos
llu — unllo,o < C hllu — unll1,0

e podemos concluir o seguinte resultado:

Corolario 6.2.2 Nas condigoes do coroldrio anterior, para wm problema variacional regular,
temos a estimativa de erro

llw —uplloo < C hm+1|u]m+17g. (6.16)

A vantagem desta ultima estimativa é que permite obter uma ordem de convergéncia mais
elevada quando é avaliada a diferenca na norma L2, resultado esperado, ja que nio se tém em
conta as derivadas.

Exemplo. No caso de um problema eliptico como

—Au+Au= fem Q
u = go em 0
Opu = g1 em 0y,

com A > 0, e em que a fronteira é regular, temos a seguinte estimativa

(ulm+1,0 < [[ullmi1o < C([fllm-1,0 + llgollmr1/2.000 + 191]lm-1/2.00,)-
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Portanto, no caso de elementos de Lagrange lineares m = 1,

llu —uplli0 < Cr hlulon
[lu — unllo.o < Co h?[ul2,0

o que significa que basta exigir que go € H32(0), g1 € HY2(0Q), f € L*(Q) para que lul2,0
seja limitado por uma constante.

Exigir go € H3/?(98) corresponde a exigir que seja o traco da funcdo u € H?(Q). Em
dimensdo 2, pelas injecgoes de Sobolev, vemos que neste caso em que u € H%(Q) temos s —d/p =
2—2/2 =1 > 0 e portanto u ¢ pelo menos continua, consequentemente go, a restricao a fronteira
também deve ser pelo menos continua. Menor regularidade é exigida na condi¢do de Neumann,
pois g1 € HY2(9Q;) significa que é traco de uma funcdo H'(Q), o que faz sentido ji que
como u € H?(Q), as derivadas estdo em H'(Q2). No entanto deve considerar-se mesmo assim g
continua, j4 que apesar das funcoes H'(£2) ndo serem necessariamente continuas (ver apéndice),
temos s — d/p=1—2/2 =0 e estamos no caso limite de continuidade.

6.2.3 Erro de aproximagao do dominio

Até aqui apenas consideramos o caso em que {2 é um dominio poligonal e dessa forma nao
hé erro geométrico na aproximacao do dominio. No entanto, devemos também considerar o
caso em que €2, # (), embora a andlise seja mais detalhada e saia do ambito deste curso
introdutério. Referimos apenas os principais resultados, tendo em especial atencao o facto
de que a aproximacao do dominio impede a obtencao de estimativas de erro tao boas quanto
as obtidas para os dominios poligonais. Com efeito, sendo £ um aberto convexo de R? com
fronteira C2, u a solucdo do problema exacto e @, a aproximacdo obtida com interpolacio de
Lagrange linear, com elementos finitos triangulares, ainda se obtém as estimativas

| —@nll1.0 < C hllullz0 e [lu—anlloo < C h*||ull20

se u € H2(Q) N HL(2), mas quando usamos elementos de Lagrange quadréticos ou superiores,
obtemos apenas
lu — @nl[10 < C B¥?|ullz0

quando u € H3(Q) N H(Q), o que significa uma perda de h'/? face ao resultado obtido para
elementos de Lagrange quadraticos quando nao se considerava erro de aproximacao geométrica
do dominio.

O problema consiste no facto de se estar a utilizar uma aproximacao da fronteira através
das rectas que definem os triangulos, aproximacao essa que é de ordem 1. Para manter a
ordem a ordem de convergéncia esperada hé que proceder a uma aproximacao conveniente da
fronteira, usando uma técnica designada por isoparamétrica. Por exemplo, no caso de elementos
de Lagrange quadraticos, ao invés de se considerar F' afim, que transformava o né ag do elemento
de referéncia no né ag no elemento considera-se uma funcéo F* quadratica que transforme o
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ponto ag num ponto da fronteira ag, como se mostra na figura seguinte.

Figura 6.2.1: Aproximacao da fronteira usando uma transformac¢ao quadrdtica F*, definindo
um elemento finito curvilineo, o que corresponde a aproximar a fronteira por um segmento de
pardbola.

Ao considerar esta nova aproximacao, que corresponde a considerar a deformagcao do triangulo
de referéncia num elemento curvilineo, consegue-se manter a ordem da estimativa de erro obtida
para os dominios poligonais quando se utilizava elementos de Lagrange quadréticos, ou seja, a
diferenca ||u — 1ip||1,0 volta a ser um O(h?), e tem-se ||u — Tp||o.o = O(h3). Para elementos de
Lagrange de ordem superior, cibicos, etc. deve considerar-se uma transformacao F™* de forma
a que a aproximacao da fronteira tenha a mesma ordem.

6.3 Integracao numérica

Como as formas bilinear e linear definidas na formulagao variacional sdo normalmente dadas
por integrais, pode ser necessario introduzir aproximacoes no calculo desses integrais. KEssa
aproximacao na forma bilinear pode ser dispensavel se os integrais apenas envolverem polinémios,
ja que é facil estabelecer a férmula

/E pla)dz = [E p(F(2))] det A|dz

e quando o elemento de referéncia é o tridngulo (2D) tem-se simplesmente

nlm)!
zteldr = ———m8 .
/E 12 (n+m+2)!

No entanto, quanto a forma linear, como a funcao f que aparece no segundo membro € arbitraria,
¢é normalmente preciso efectuar uma integracao numérica para calcular os termos

/E F(@)p()ds.

6.3.1 Integracao de Gauss em cada elemento

Ja falamos acerca da interpolacdo num elemento finito, mas outra questdao que ird revelar-se
importante é considerar a integracao num elemento finito, ja que tendo efectuado a triangulagao
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teremos de calcular integrais da forma

/Qhu: z[EU.

EeQy,

Para calcular aproximadamente o integral num elemento podemos recorrer as féormulas de
quadratura de Gauss.

Para isso, tal como no caso unidimensional (em que transportamos o problema para o inter-
valo de referéncia [—1,1]), consideramos um elemento de referéncia E , por exemplo, o triangulo
E ={(0,0),(1,0),(0,1)}, ou o quadrado F = [~1,1] x [-1,1].

As formulas de quadratura de Gauss sao do tipo

[~ Q- 3 i u(z)

E k=1

em que Wy sao designados por pesos e Z; por pontos de Gauss.

Quando queremos calcular o integral num outro elemento E que seja equivalente afim do
elemento de referéncia F podemos transportar o célculo do integral usando a mudanga de variavel
pela transformacao afim x = F(Z) = A% + b, pois

/E w(z) dz = /E W(F(2))| det Jp(2) |di = [E w(F(2))| det A |dé

ficando assim

/Eu(:n) dx ~ Z | det A|wy, w(F(2)),

k=1

ou seja, escrevendo wy = | det A|wy, e 2z, = F(2), temos
m
/ u(z) de ~ Zwk u(zk).
E k=1

6.3.2 Caso unidimensional

No caso unidimensional, considerando como elemento de referéncia o intervalo [—1, 1], obtemos
as formulas de integracao de Gauss-Legendre bem conhecidas exigindo que a férmula seja exacta
para os mondmios, ou seja,

1
/ *de = Q(z*).
-1

Relembramos que, no caso de um tinico ponto, isto corresponde a dizer que

k:0:>2:w1, k;:1:>0:w1:1c1

e a solugao é clara, Q1(u) = 2u(0), o que corresponde a uma férmula de grau 1 e que tem um
erro da ordem O(h?).
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Se considerarmos dois pontos, obtemos

k=0=2=w+ws, k=1=0=wiz1+ wors
k:2:>§:w133%+w2x§, k=3=0=wa}+w}

cuja solugao é wy = wy = 1,21 = —/1/3, 22 = 1/1/3, tendo-se assim a férmula

Qa(u) = u(=v1/3) + u(v/1/3)
que é de grau 3 e que tem um erro da ordem O(h%).

Esta mesma ideia pode ser agora transportada para a integracao a varias variaveis.

6.3.3 Formulas de Gauss para o Quadrado de Referéncia

Desta forma é também possivel obter formulas de quadratura para o quadrado de referéncia
[—1,1] x [-1,1], reparando que a integracao é feita separadamente em cada uma das varidveis,
relacionando assim com o caso unidimensional,

1,1 1,1
/ / 2y dady = / / 2 dx ymdy.
—1J-1 —1J-1

Assim, considerando p; = (0,0), a férmula Q(u) = 4u(0,0) continua a ter grau 1, pois, para
p1 = (z1,y1) obtemos
k::O:>f_11f_111dxdy:4:w1
k=1 :ﬁlfilxdwdy:o:wlxl
e também fil f}l y dxdy = 0 = wyy;.

Temos ainda f_ll f_ll ry = 0 = wiry;. O residuo de integracio serd O(h?), resultando do mesmo
tipo de erros em cada variavel.

e Para obter férmulas de grau superior, basta considerar quatro pontos com coordenadas
z=+./1/3,y==+,/1/3.
Com efeito,
k:0:>f_llf_llldmdy:4:w1+w2+w3+w4
k=1= fil ffl z=0=wix] + waxs + W3r3 + W4Ty
= [ [y =0=wiy +woys + wsys + ways
etc...

¢ ainda uma férmula de grau 3... repare-se que ha 12 incégnitas, tendo-se um residuo de
integracdo de ordem O(h?*).
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6.3.4 Formulas de Gauss para o Triangulo de Referéncia

No caso de triangulos, as férmulas sdo semelhantes. Mas vejamos como deduzir a localizacao de
um ponto de Gauss no triangulo de referéncia,

k=0= [pldedy =1/2=w
kzléfﬁxdxdy:wlml
:>ny dxdy = wiy

Para calcular os integrais sobre o elemento de referéncia, vemos que,

[ tadzay = [ 1 / T fe gy,

1 -z 1 $2 .%'3 1 1 1
x = xdyd:c:/wl—x)dw:———lz———:—
/E /0/0 0 ( T -3h=27375%

e de forma semelhante

1 1—x 1,2 1 2 3
B B R € T € k)L W R |
/Ey_/o/o ydyd‘%_/o[?]o dx_/o > T 0T

Retiramos assim,

e assim

1 1 1
€T = =, = = w = —
1=3 Y1 3 W1=5

e obtemos 1, a féormula que é exacta para polinémios de grau 1, usando um tnico ponto (o
baricentro),

Q) =3fG3)

notando que o residuo desta férmula é da ordem O(h?).
Através de outras relacoes,

Jov=a [ =
TY = -7 r =, Yy =3
B 247 Jg 127 Jg 12

podemos obter férmulas correctas para polinémios de grau 2,

1

Qs(f) = = <f<1 .

21 1 2
5 6,6)+f(§ag)+f(6>§)>,

em que todos os pontos sao interiores, ou ainda

1 1 1 11

@) =5 (150 + 70,5+ 15.3).

com pontos sobre a fronteira. Ambas estas férmulas tém um residuo O(h3) (cf. [16]).
Um exemplo de férmula exacta para polindmios com grau 3 é

25

Q4(f)—%

7
(1GD+1GD+1G5) ~ 5 fG g
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que tem um residuo O(h?).

1/2, 1/2)

A
E 0,12)
A
(1/3‘, 173) E

(1/3,1/3)
@}

@ @)
02,02) (0.6,02)

(1/2 ,0)
©

Or?) o) O(n?)

Figura 6.3.1: Alguns ezemplos para a localizagdo dos pontos de Gauss (para o triangulo de
referéncia) e ordem de aproximagdo para integra¢ao numérica respectiva.

6.3.5 O erro na integracao numérica

Consideramos duas solugoes:

up,— solugao exacta do problema variacional discreto b(up,vy,) = l(vy,), Vop, € Vi,

up,— solugao aproximada do problema variacional discreto b(ap,vy) = 1 (vp), Yup, € Vi,

em que a aproximacao [ consiste em substituir os integrais exactos por integrais aproximados.
Note-se que quer up, quer 4y, pertencem a Vj,.

E imediato que, sendo la aproximacao de [, que corresponde a aproximar os integrais pelas
regras de quadratura, temos,

b(up, — Up,vp) = (I —1)(vp).

Pela coercividade de b, obtemos (fazendo vy, = wup, — @y,),
allun — @l [} < (0= 1) (un — @),
ou seja
N 1 ~
[lun = anllv < =[[L = Uy (6.17)

Nota: Com efeito, podemos mesmo obter

(L= D(vn)

5 1
llup —aplly < — sup ~————2, (6.18)
@ ozopevy, lvnllv

que é uma desigualdade melhor que a anterior porque o valor ||l — [] ||y é definido como

~ I—1)(v
||l—l||V/: sup 7( )( )
ozvev  ||V]lv

e aqui o supremo seria procurado num conjunto maior V O Vj.
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Lema 6.3.1 Consideremos uma formula de quadratura exacta para polinémios de grau M, ou

seja, N
I(p) = /Ep(w)dfc = lekp(ék) = Q).
Entao, existe uma constante C' > 0 :
1) = QU < Ol s,

em que a seminorma em C™1(E ) ¢ definida por

max Haafuooﬁ.

‘f‘cmﬂ(é) B la|=m+1

Demonstragao:
Como a férmula é exacta para polinémios de grau M, ou seja, p € Py, entao I(p) = Q(p),
e portanto

N
1) - QP = If(f—p)—Q(f—p)lz‘/E(f—p S wn(f - p)(E)
k=1

N
L =]+ Xl - pial
E k=1

Por um lado | [5(f —p)| < E|||f —pl|_j € por outro lado

IN

Mz

Wi |(f = p) () < Collf =Pl i »

B
Il

1
com Cp = Z]kvzl wg. Somando, para qualquer p € Pjs, obtemos

()= QN < Cllf = pllos -

Assim, escolhendo p o polinémio de grau M dado pelo desenvolvimento em série de Taylor em
zero, retiramos imediatamente o resto de Lagrange para qualquer x € E,

f@) -p = Y Do),

|a|=M+1

com &, € E. Como = € E, entiio |z| < 1 e pela definicdo de seminorma em C™t1(E),

1
1f =plloes < D 10 Fllep < Colflomn )
|a|=M+1 ’

e obtém-se a estimativa. O
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Corolario 6.3.1 Seja Q uma formula de integracdo de Gauss exacta em E para polindmios de
grau m > 1. Se m > 2.consideramos M > m. Entao existe C > 0 :

Vf e CMT2 vp e Poy, [1(fp) — Q(fp)| < CIf|oat—me2|lpl| 2 + |f|cMm+1’P|H1)( |
6.19

Demonstracao: Cf.. [15]. O
Lema 6.3.2 Seja v, uma funcdo de Vi, C HY(Q), espaco de aprozvimacgdo usando elementos de

Lagrange de grau m > 1. Consideramos

N

1) = [ fon o) = Yol fon) )

k=1
em que [ ¢ dada por uma formula de quadratura exacta para Py com M > 2m — 2. Entdo se

felcm™),

|[(vn) = Uon)| < CR™(|fllcm @)l lvnll 1 (0)-
Se tivermos M > 2m — 1, podemos obter para f € C™1(Q),

[Uwn) = I(vn)] < C R | f | gmer oy llonl |1 0)-

Demonstragao:
Pelo corolario, como f € C™, temos M —m+2 > m, e obtemos para o elemento de referéncia

E,
Vpe Py, | /Ef(@p@)daz =S (D))l < Ol llom iy Pl iy

em que f = f o F. Fazendo a mudanca de variavel para £ = F (E), temos
W& Pur, | [ f@pade = S wnl o))l = [derdl | [ f@pla)dn = Y in( o))l

Aplicando agora as desigualdades || D*o|| < ||A||*||D*v]|| obtidas no Lema 6.1.3 concluimos que

1/llomzy < A llem sy

e por outro lado, efectuando a mudanca de varidveis nos integrais temos |[p|| ;1 B < | det A|=1/2||p|| H(E)-

Pelo Lema 6.1.2 temos ||A|| < C hg e portanto Hchm(E) < ChE||fllem (). Assim,

||f||om(E)HPHH1(E) < C| det A|1/2hg||f|’Cm(E)||p||H1(E)

e obtemos
Vp € Py, !/Ef(x)p(w)dﬂf = wi(fp)(z)| < CIE[V2RB||fllom ol (e

j4 que | det A| = |E|/|E|. Esta é a expressio para o erro em cada elemento E.
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A expressao do erro |l(vy,) — [(vp)| é dada pela soma dos erros nos vérios elementos, tendo
em atengao que hp < h e que v, em cada £ é um polinémio vy g € Py, pelo que podemos usar
a estimativa anterior, ficando com

[Uon) —U(on) < Y \/Ef(w)vh(w)dfff—zWk(fvh)(Zk)\ < Y CIEI2R™|fllom sl lonllm g)-

EeTy, E€T,

Finalmente, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para somas, S a,b, < (3 a2)/2(3262)1/2,
temos

1/2 1/2

Y IEM lonllmm < | D 1B Yo Monllinee | = 12072 onllm o).
EeTy, E€T, E€T,

Portanto, como || f||cm gy < ||f|lom(q), retiramos

[l(vn) — Uon)| < CR™||fllom@llvnllm @)

A outra desigualdade é obtida de forma semelhante, aplicando o coroldrio para f € C™t1, j4
que assim temos M —m +2>m+ 1. O

e Este resultado permite obter estimativas (considerando vy, = 1), para

N
1= QU =1 [ =S (el
k=1

Assim, temos
1I(f) = QNI < CR™[|fllem @y,

para uma férmula de quadratura @) exacta para polinémios de grau M > 2m — 2, no caso de
f e C™(Q). Assim, se M =0 (a férmula de quadratura é exacta para constantes) podemos ter
m=1ese f € C! obtemos um erro de integracio O(h).

No caso de f € C™1(Q) e M > 2m — 1, podemos obter

11(f) = QNI < CR™ | fllomri()-

Assim, no caso em que M =1 (a férmula de quadratura é exacta para polinémios de grau
1) obtemos um erro O(h?) desde que f € C?, pois basta considerar m = 1 nesta segunda
desigualdade.

Teorema 6.3.1 Seja u € C™2(Q) a solugdo exacta de —Au = f e iy, a solu¢do aprovimada
usando elementos de Lagrange de graum > 1 e uma formula QQ exacta para Py com M > 2m—2.
Temos a estimativa

Hu - ahHLQ < ChmHU||Cm+2(Q) (620)
Se Q ¢ um poligono convexo, para M > 2m — 1, com u € C™3(Q), temos

lu = anllog < CR™|ull gmera - (6.21)
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Demonstragao: Pela férmula (6.18) aplicada a V = H}(Q2) e pelo lema anterior,
lu — apl1.0 < CR™[fllom@)-

Aplicando a desigualdade de Poincaré estabelecemos a majoracao em ||u — @pl|10 notando
também que |[f||lcm@) = |[Aullem@) < Cllullgmizq). A estimativa em [lu — dp|loo é uma
consequéncia de (6.16). O

Note-se que este resultado assume regularidade na funcio f € C™(Q) e na demonstracio foi
também provado que

lu—dn|l1,0 < CR™||fllcm @)

o0 que constitui uma estimativa de erro em f. Por exemplo, para f € C*(Q),se trabalharmos com
elementos de Lagrange lineares e usarmos uma féormula de quadratura exacta para constantes
(M = 0), obtemos ||u — 1p|[1.0 = O(h). Se a funcdo f € C? e usarmos elementos de Lagrange
quadréticos com uma férmula exacta para polinémios de grau 2, entdo ||u — /|10 = O(h?).
Apesar de termos enunciado o resultado para o laplaciano, seguindo os passos da demon-
stracao, é possivel estabelecer o mesmo resultado para outros operadores elipticos, desde que os

coeficientes sejam regulares (a;; € C™((2)).
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Capitulo 7

Complementos - Método de (Galerkin

7.1 Meétodo de Galerkin-Estrutura do Sistema Linear

7.1.1 Numeracao dos nés e dos tridngulos

Apos efectuar a triangulacdo hd que proceder a numeracao de elementos e dos nés. Hé que ter
em atengao que existe uma numeracao global de um né (relativa a todos os nés na triangulagao)
e uma numeragao local (enquanto né que define um triangulo, ou outro elemento). A numeragao
global de um né pode ser dada através da numeragao do tridngulo e da numeragao local do né! E
assim motivada a introdugao de uma matriz booleana (constituida por zeros e uns) que permita
relacionar a posicao dos nés na numeragao local e global.

Podemos estabelecer uma relacao entre a numeracao local e a numeracao global através de
uma aplicacao

A E - TE; — X4

que associa o no j do elemento E ao né i na numeracao global. A aplicacdo Ag pode ser definida
através de uma matriz de zeros e uns (a matriz booleana).

A g identifica-se a uma matriz de dimensao N X ng em que ng é o nimero de nés no elemento
E e N é o nimero total de nés. A matriz transposta de Ag serd uma sua inversa a esquerda,
pois A%A £ = I, xny. Um caso tipico, para elementos triangulares é considerar matrizes N x 3.
Por exemplo,

1 000000
AL=1000 1000
001000 0],..
diz-nos que os vértices :z:g), xg) , :cg’) do triangulo E sao dados através dos nés globais PONAONCN
ja que
2t (M) ey
:ng) =A% : = | 2@
xg) 2 (3
A coleccio A = {AM . AWE)} (aqui Ng indica o nimero de elementos existentes na
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triangulagao) dd-nos as relagoes entre os vérias numeragoes locais e as numeragoes globais.

¥E) ()

e

N

o)

Figura 7.1.1: Numeragdo local dos nds (entre parentesis rectos) e numeragao global (valores
de 2 ¢ x(7)). O caso apresentado como exemplo corresponde ao elemento Fy.

7.1.2 Sistema Linear

Vamos agora analisar o sistema linear que é obtido através da passagem da numeracao local
para numeracao global.
Consideremos uma funcao escrita na base do espago aproximado V},

u = ZW/&

Verificando-se a relagao,
b(u,w) = l(w),

para cada w igual a funcao base, obtemos o sistema

m

> b, i )u, = U(y), Vi = 1,...,m,

=1

pois basta verificar para as funcoes base w = 1);, para assegurarmos que ¢ verificado para todos
os w € X, devido a linearidade de [ e de b(u,-). O nimero de incégnitas no problema depende
da dimensao do espago aproximado V},, que designaremos por N = dim(V}).

[b(@bz: wj)]NXN[uz]le = [l(¢j)]Nx1-

A matriz B = [b(¢,, ;)| nxn (que é por vezes designada matriz de rigidez) pode ser construida
de forma particular. Como 1,(x) = 0, se x nao pertencer a um elemento adjacente ao né i, o
célculo ird reduzir-se aos elementos adjacentes aos nds i e j. Com o vector y = [I(v)j)|nx1 ird
passar-se o mesmo. Vejamos isto, com mais detalhe, ji que nos ird reduzir a um problema local.
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Elementos de Lagrange
Reescrevemos

Ng

vi(z) = | AP6% ()

E=1
em que ¢F = ( {3 , ...,(Z)EE) é um vector que contém todas as fungoes base do elemento E e
Afé a linha ¢ da matriz booleana do elemento E. O sinal U significa que se percorrem todos os
elementos e depois o produto da linha AZ-E com o vector ¢¥ faz aparecer apenas as funcoes base
de E correspondentes ao né 1.

No caso mais simples, de elementos de Lagrange lineares num triangulo, trata-se de ¢ =
(¢, ¥, #F) em que cada uma das componentes é uma fungio base local definida sobre cada
um dos trés vértices. Assim, se A¥ = [0 0 1] isto significa que a numeragao local do né i é 3,
por isso, quando fazemos o produto AfE P ird aparecer apenas gb3 .

Usando a bilinearidade da forma, obtemos

b(i, ;) = Z Z ALALB(ON, b1,

E=1n,m=1

o que significa que a forma calculada para as funcoes base globais v;,; se resume a soma da
forma calculada para as funcdes de base locais ¢Z, ¢Z desde que estas fungoes base indexadas
por (E,n) e (E,m) correspondam a uma numeragao dos nds i e j.

Podemos assim definir
Ng ng

(i) = > > ALBE AT

E=1nm=1

em que BF é uma matriz local ng X ng (no caso Lagrange linear, 3 x 3) para o elemento E,
dada por

E E E
B’er = b( n7¢m)‘
De forma semelhante, o segundo membro do problema variacional vem
Ng ng
=2 2 ARG

E=1m=1

e podemos definir um vector local y¥ de dimensdo ng x 1,

= 1(¢h).

O sistema global, N x N (em que N é o nimero global de nés),

Bu=y
escreve-se
N Ng ng Ng ng
AmBnmA]m A]mym
i=1 E=1nm= E=1m=1
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ou mais abreviadamente

NE NE
Z AEBE(AE)TLI Z AEyE
E=1 E=1

Isto permite colocar em evidéncia a estrutura do sistema em termos de blocos de matrizes,
j4 que a matriz resulta da soma de transformacoes de blocos B¥, o mesmo se passando relati-
vamente ao vector.

Quando é os blocos B sio iguais isto simplifica consideravelmente os célculos, j4 que basta
calcular um desses blocos. Isso acontece quando os coeficientes do operador eliptico sao con-
stantes e os elementos sao iguais. E o caso do operador de Laplace quando se consideram
elementos que diferem apenas por translagao, como vemos no préximo exemplo.

Exemplo. A forma bilinear para a equacgao de Poisson aplicada as funcoes base dé-nos o
valor B;; da matriz de rigidez,

By = b(th, 1)) — /Q IR

Portanto, neste caso, reduzimos o calculo a

> [ vevy,,
k=1 Fijy

em que Ejj, ..., EijMi]- sao os M;; elementos adjacentes simultaneamente aos nés ¢ e j.

Consideremos um dominio que é um quadrado, e efectuamos uma malhagem com elementos
rectangulares, que serdao pequenos quadrados, tal como na discretizacao por diferencas finitas.
A numeragao utilizada nas diferencas finitas, na Fig.2.2.5, produz uma matriz tridiagonal por
blocos, para o caso de uma aproximacao de Lagrange com polinémios em Q1, ou seja,

K L 0 --- 0
L K
B=1o . . . 0|
RS . . L
0 -~ 0 L K |

em que cada bloco K ou L é ainda uma matriz tridiagonal. Curiosamente, neste caso, pode
mesmo constatar-se que a resolucao por elementos finitos coincide com a resolucao por diferencas
finitas!

Resolugao do Sistema Linear.

Como a matriz do sistema linear é definida positiva, podemos aplicar métodos adequados
a resolucao desse tipo de sistemas. Por outro lado, com uma numeracao conveniente dos nds
podemos obter estruturas das matrizes por blocos que permitem também reduzir o tempo de
célculo na resolucao do sistema. No caso em que a forma bilinear é simétrica, a matriz também
fica simétrica e podem aplicar-se métodos bem adaptados a este tipo de matrizes, como o método
de Cholesky. O caso simétrico, correspondendo a um problema de minimizacao é ainda favoravel
a resolugao do sistema através do método do gradiente conjugado.
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7.2 Outras Condicoes de Fronteira

7.2.1 Condicao de Dirichlet nao homogénea

Até aqui concentrdmo-nos no problema de Dirichlet homogéneo para a equagdo de Poisson
—Au = f. Como ja referimos no inicio, se tivermos condigoes de Dirichlet ndo homogéneas,
u = g, em O, uma simples mudanca de varidvel, & = u — §, para um qualquer § € H?(Q) cujo
trago em 0f) seja g, permite considerar —Au = f + Ag e o problema variacional

Encontrar & = u — § € Hg(9) :
JoVi-Vo= [o(f +Agv,Vv e HJ(Q)

Reparamos que o segundo integral se reduz a

/Q(f%-ALE])v:/QfU—/QVQ.Vv,

e isto permite simplificar a expressao variacional

/Qva-w:/ﬂ(f +A§)v<:>/QV(ﬂ+§)-Vv:/va.

Como u = @ + g, ficamos com o problema simplificado

Encontrar u € H'() :
u_g € H&(Q)v
JoVu-Vo= [, fv,Yve Hj(Q).

Isto justifica a aproximacao da solucao do problema nao homogéneo considerando ainda a
formulacio variacional em Hg () e exigindo que u = g na fronteira.

Regularidade. Obtemos uma solucio forte u € H?(Q), quando o dominio tem fronteira
regular® (classe C?), ou é um poligono convexo?(caso bidimensional?), desde que g € H*/2(99), f €
L2(9).

7.2.2 Condicao de Neumann

No caso do problema de Neumann homogéneo 0,u = 0, sobre 0f2, e a solucao é apenas unica
a menos de constante aditiva. Neste caso devemos considerar o espaco H'(Q)/R em que con-
siderando a relagao de equivaléncia u ~ v < u — v = ¢ em que ¢ é uma constante real.

Este espaco é um caso particular do espacos H™1(Q)/P,,,. Repare-se que se m = 0, temos
exactamente H'(Q)/Po = H'(Q)/R. Portanto podemos recuperar os resultados j& provados e
concluir por exemplo que a seminorma |v|} , é a seminorma |v[; o que é equivalente & norma
(lema de Bramble-Hilbert). 7

!Também se pode estabelecer o resultado para dominios de classe C1'1, ou seja, C* com derivadas Lipschitz
continuas.

2Consideramos 09 = ngl 'y, em que 'y sdo segmentos de recta. Desta forma, quando escrevemos g €
H3/2(9Q) significa que gr, € H*?(T%).

3No caso tridimensional, o resultado correspondente para poliedros é vélido apenas se g = 0 (ctf. [9]).
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Assim, a formulagao variacional pode ser feita usando o espaco H'(£2)/R, correspondendo a
Encontrar u € H'(Q)/R.:
/Vu-VU = /fv,VUEHl(Q)/R.
Q Q

Nao querendo voltar a repetir a equivaléncia entre a solucao fraca e a solucao forte, aqui é
importante reparar como se conclui que a derivada normal é nula na fronteira, comegando por
notar que é necessario assumir que u € H? (Q) para que o traco normal d,u € H'/2(9Q) e assim
seja uma funcdo. A formulacdo variacional é também possivel usando o espaco H'(€2), pelo que
vamos supor que u € H2(Q) é solugio do problema

/ﬂVu-Vv—/ﬂfv,VveHl(Q).

Pela formula de Green temos

/Vu-Vv:—/Auv+/ 8nuv:/fv+/ Opu .
Q Q oN Q oN

Subtraindo as duas igualdades, conclui-se que
/ Opu v =0,Yv € HY(Q),
o0

como os tracos de fungoes H'(Q) sio fungoes H/2(99Q), que incluem fungdes C(9N), que sio
densas em L?(99). Concluimos que S50 Onuv =0,Yv € L?(09Q), e portanto d,u = 0, 2. .

e Condigoes nao homogéneas.
Suponhamos que 0,u = g. Neste caso a formulagao variacional é ligeiramente diferente.
Da férmula de Green obtemos,

/Vu-Vv——/Auv—i— Gnuv—/fv—i-/ g,
Q Q o0 Q o0

pelo que estabelecemos o problema variacional

Encontrar u € H'(Q)/R:
/Vu-Vv = /fv+/ gv,Yve HY(Q)/R.
Q Q 89

A forma bilinear é a mesma e o espaco também. A tnica diferenca é que a forma linear passou

a ser
l(v):/gfv—l—/mgv.

Regularidade. O caso do problema de Neumann é semelhante ao caso Dirichlet, obtemos uma
solucao forte u € H?(2), quando o dominio tem fronteira regular ou é um poligono convexo,
desde que g € HY/2(0Q), f € L*(Q).
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7.2.3 Condigoes mistas Dirichlet-Neumann

e Separamos a fronteira em duas partes 92 = yU(9€Q\y). Na parte v consideramos condigoes de
Dirichlet, e na parte restante condigoes de Neumann. Comegamos por ver o caso em que ambas
sao nulas, ou seja
u =0, sobre v,
Opu =0, sobre 00\,
o problema é colocado no espaco
H(])‘W(Q) ={ue HYQ) : u = 0 sobre v},

que é um subespago fechado de H*(Q) verificando-se Hg () C H&,Y(Q) C HY(Q).
O problema variacional consiste em encontrar u € HOIN(Q) :

/Vu-Vv—/fv,VveH&ﬁ(Q).
Q Q

Exercicio: Mostrar que os problemas sdo equivalentes se v € H?(€) N H&ﬁ (€2). Verificar as
condicoes de aplicabilidade do Teorema de Lax-Milgram.

Observacgao: Aquando da discretizagao, o espago V3, é neste caso gerado também por fungoes
base que nao se anulam na fronteira, pelo que nao se devem apenas considerar funcoes de base 1);
para nés x; interiores, mas também para os nds na fronteira que nao tem condigoes de Dirichlet
nulas. A condigdo de Neumann nula nao é imposta na fronteira. Ela resulta do facto de se ter
pela férmula de Green

/fq;:/vu-vv:—/Auv+/ 8nuv:/fv+/ Onu v,
Q Q Q I;9) Q 90\

para v € H&N(Q), j4 que v = 0 em ~. Conclui-se que,
/ opu v =0,Yv € HY(Q),
O0\y

e como no caso das condigoes de Neumann, concluimos que f A0\ Opuv =0,Vv € L2(8Q\'y), e
portanto d,u = 0, . IQ\7.

e No caso em que as condicoes nao sao homogéneas, ou seja,

U = go, sobre 7,
Opu = g1, sobre 0Q\7,

o problema variacional é colocado no espago H&W(Q), e consiste em
Encontrar u € H'() :
u — f]() S Hé’,y“)),
JaVu Vo= o fv+ [0, 00,70 € Hj ().

Quando v = 092 obtemos a formulacao variacional ja encontrada para o problema de Dirichlet,
e quando 7 = () encontramos a formulacio variacional em H'() para o problema de Neumann.

Regularidade. No problema de Dirichlet-Neumann ha uma dificuldade com os resultados de
regularidade, j4 que para um dominio poligonal convexo €, com f € L%(Q) ndo é normalmente
possivel obter solugao forte u € H?(f2), ao contrario do que acontecia no caso do problema de
Dirichlet.
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7.3 Outros Problemas Elipticos

7.3.1 Bilaplaciano (equagao das placas)

O método dos elementos finitos pode aplicar-se a operadores elipticos de ordem p > 2, como é
o caso do bilaplaciano, A%u = A(Au). No caso bidimensional,

4 4 4
AU = (p + 2050y + Oyyyy -
Um problema de fronteira classico para o bilapaciano é

A2y =f em )
u=0 sobre df)
Opu =0 sobre 02

a que se associa a formulagao variacional em HZ(€2)

/AuAv—/fv, Yo € HE(Q).
Q Q

Esta formulagao variacional pode ser obtida através de uma aplicagao da féormula de Green.
Vejamos que, dado f € L%(Q), se u € H*(Q) N HZ(Q) é solucio fraca (solugdo do problema
variacional) entao é também solugao forte do problema.

Como u € HZ(£2), entdo os seus tragos verificam u = 0, d,u = 0 (ver apéndice).

Efectuando a substituicio w = Au, que é uma funcio de H?(Q2), podemos considerar qualquer
v € CX(Q) C HZ(N), para obter

/AuAv:/wAv:—/Vw~Vv+/ w Opv
Q Q Q o0
/va:—/Vw-Vv—i—/ v Opw.
Q Q o0
/AUAU:/AwU—/ v@nw+/ w Op0.
Q Q an o0

Como v € C°(Q), as fungoes tém suporte compacto e os tragos verificam v = 0,9,v = 0 em

0L}, portanto ficamos com
/fv:/AuAv:/Aqu,
Q Q Q

/(AQu — fluv=0,Yv € C(Q),
Q

Assim,

ou seja,

pelo que se conclui que A%u — f € L?(Q2) é uma funcdo nula, usando o Teorema.4.2.2.
Repetindo os passos no sentido inverso, partindo de A%u = f, é facil concluir que

/fv—/AuAv,VveCfo(Q).
Q Q
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Portanto, por densidade de C2°(2) em HZ(2), em que podemos estabelecer um produto interno
dado por

U, U = | AuAw,
( >H§(Q) /Q

temos

/ fo= / AuAv, Yo € HE(Q),
Q Q
e se u é solucao forte entao também serd solucao fraca.

Observacgao: Referimos que em Hg (©) podemos estabelecer um produto interno dado por

<u,v>Hg(Q):/ﬂAuAv,

isso resulta da generalizacdo da desigualdade de Poincaré para HJ(€2) com m > 1 (também
designada desigualdade de Poincaré-Friedrichs):
e Seja ) um dominio conexo e limitado numa direc¢ao. Existe uma constante Cp, o > 0 tal
que
[olline < Cg ol + Vo € HFH(Q).

Assim, temos uma equivaléncia entre a norma e a seminorma, e é facil mostrar que
[vl2.0 = [|Av]]o.0;
integrando por partes.

Exercicio: Mostrar que o problema variacional estd bem posto em Hg (Q), supondo f €
H72(Q).

7.3.2 Elasticidade linear

Consideremos o problema de Dirichlet homogéneo associado a equagao da elastoestética linear

—A*u=f emQ,
u=~0 sobre 012,

em que V*u = o;(u) =Adiv(w)I + u(Vu + (Vu)T), é o tensor das tensdes e em que A*u =

V-V*u. Definindo também 9} u = V*u - n, temos uma notagao que é consistente simbolicamente
com a segunda férmula de Green, tendo-se

/A*u-v—/A*v-u— dru-v— Opv-u.
Q Q o0 o0
O correspondente a primeira formula de Green € ligeiramente diferente, pois temos
/A*u-v+/V*u:V+v— dru-v,
Q Q o0

em que usamos a notacdo Vv = %(VV + (VV)T), quantidade que representa o tensor de

deslocamentos e também é vulgarmente representada por €;;(v). A matriz Vv representa
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a parte simétrica da matriz Vv, notando que Vv =V v + Vv, onde Vv representa a
parte anti-simétrica dada por V™v = %(Vv — (VV)T). Finalmente, notamos que o produto
representado por : é o produto tensorial, a : b = ZZ j a;jbij.

Como podemos escrever V*u = A\(V-u)I+2,V T u, e reparando que I : Vv =V-v, obtemos

V*u:Viv=A\V-u)(V-v)+2u(VTu: Vv,
havendo assim uma simetria neste termo, ou seja, V*u : Vv = V*v : VTu, e também posi-

tividade, V*u: V*tu > 0.

Assumindo que v € H}(Q)¢ = {v € (H(Q))?: v =0 em 99}, tem-se

—/f-v—l—/V*u:V*v—O
Q Q

e fica definida a forma bilinear em H}(Q)? x H} ()4,
b(u,v) = / V*u:V'ty,
Q

que representa o trabalho de deformacao do sélido eldstico, e a forma linear

l<v>=/gf-v,

que representa o trabalho das forcas exteriores.
Como hé simetria, podemos interpretar a resolu¢ao do problema variacional como sendo a
minimizacao da energia potencial eldstica,

1
J(V)ZE/QV*V:V"'V—/Qf-V,

cujo primeiro termo, que representa a energia de deformagado, é subtraido de um segundo termo,
que representa a energia potencial das forgas exteriores.

Estamos agora no quadro funcional para aplicar a teoria desenvolvida. Convém notar que
a desigualdade de Poincaré que nos foi util para podermos mostrar a coercividade é aqui sub-
stituida pela desigualdade de Korn,

5o > 0 V@) < CallIV ey + VIR, 9 € (HA@)
podendo obter-se (cf. [15]),
3¢ > 0: VIVl 12() 2 €|Vl o), ¥V € Hy ()%,

notando que a norma L? da matriz Vv é dada pela soma quadritica das normas L? de cada
uma das componentes.
Esta desigualdade permite concluir que, definindo a seminorma

VIite =11Vl

d d

se trata uma norma equivalente & norma de (H*(€2))? no espaco das fungdes Hg ()% e estamos

nas condic¢oes de aplicar o método de Ritz.
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Capitulo 8

Complementos de apoio

8.1 Formulas Integrais

Relembramos alguns operadores diferenciais importantes, usando a notacao' V = (01, ..., 0q)

Gradiente: Vu = grad(u) = (01u, ..., 0qu)
Divergéncia: V- u = div(u) = d1ug + ... + Oquq
Rotacional: V x u=rot(u) = (01, ...,04) X (u1,...,uq)
Laplaciano: Au =V - (Vu)

e propriedades da sua composicao

divrot u=V-(V xu) =0,
rot rot u = grad div u — div grad u,
ou seja, V x (Vxu)=V(V-u)— Au.

!Na literatura inglesa o rotacional aparece normalmente designado por curl.
Relembre-se que o produto externo (tridimensional...) é dado pelo determinante

e e e3
uxv=det| ur u2 us
V1 V2 U3

em que e, sdo os 3 vectores da base canénica.

Consequentemente
e €2 €3
rot v=V xv=det| 01 92 03
U1 U2 U3
Note-se que da teoria de determinantes, podemos retirar imediatamente que u X v = —v X u, e também lembramos

que u X (v X w) néo é necessariamente igual a (u X v) X w, ou seja, ndo hé associatividade no produto externo.
Isto significa, por exemplo que apesar de u X (v X v) ser sempre nulo, isso pode néo acontecer com (u X v) X v.
E também imediato que os produtos mistos u- (u x v) e v+ (u x v) sdo sempre nulos.
Uma férmula bastante 1til e importante:

ux (vxw)=(u-w)jv—(a-v)w.
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Serao também tteis algumas propriedades imediatas para o produto de fungoes:

V(uww) = uVv 4+ vVu
div(uv) = udiv(v) + v - Vu
A(uww) = uAv + 2Vu - Vo + vAu.

Enunciamos de seguida alguns teoremas do célculo integral.

Teorema 8.1.1 (Gauss). Sendo Q um dominio aberto limitado com fronteira 02 regular (ou
seja, sem dngulos, de forma a que exista sempre normal), entdo para uma funcio u € C(Q),

verifica-se
/Vu:/ un
Q o0

em que n; € a componente i do vector normal n (orientado de forma a apontar sempre para o
exterior do dominio Q).

Teorema 8.1.2 (Divergéncia). Nas condi¢oes anteriores, verifica-se que se tivermos uma fun¢ao

vectorial u € (C1(Q))?
/ div(u) :/ u-n.
Q o9

e Caso particular:

/ Av = On.
Q Gly)

Este é o caso particular em que consideramos u = Vv, ja que
A =divV, equen-V = 0,.

e Casos particulares unidimensionais:
No caso unidimensional d = 1,Q =|a, b[,0Q = {a,b}, tendo-se n, = —1,n;, = 1, portanto
como havendo uma s6 dimensao div(u) = v/, temos

/ u’:/ nu,
Ja,b] {a,b}

em que o integral ¢ tomado no sentido de uma medida de contagem |, wnf =1 (a) + f(b). No

caso concreto f{a pp DU = nyu(a) + nyu(b) = u(b) — u(a), e ficamos com a usual férmula de
Barrow

/ab v = u(b) — u(a).

e Um caso andlogo discreto:
Outro exemplo interessante é aquele em que se considera a propriedade telescopica no caso
de sucessoes,

b—1
Zuk+1 — Uk = Up — Uq,
k=a
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usando a medida de contagem e entendendo a diferenciagao como (du); = ug41—ug, € o dominio
como sendo Q = {a,...,b— 1}, cuja fronteira seria neste caso 92 = {a, b} podemos interpretar a
propriedade telescépica como um caso particular do teorema da divergéncia?.

Num caso que nos pode interessar, o analogo discreto do teorema da divergéncia é valido, con-
siderando por exemplo a aproximagao da derivada através de uma derivacao discreta (diferencga
finita):

w(xr +h) —u(zx U —u

em que h = x4+ — T € uma distancia constante. Como é claro, se quisermos obter o operador
inverso de dj, somos levados a considerar uma soma (‘integral discreto’), ja que

Uk+1 — Uk

d p—
(dpu)r = vy = -

= v = Ugy1 = Uk + vih
ou seja,
k—1
U — h Z ()
m=0
Ao efectuarmos este integral discreto entre a e b, somando através de N pontos igualmente

espagados z, = a + (b — a)% teremos h = (b — a)/N, e portanto sendo a = zg,b = a,
consideramos o integral discreto

N-1
v =h Vg,
/{a7 7b} kZ:O

Assim

/ (dpu)r = up — Uaq,
{a,..,b}

ja que esta igualdade corresponde no fundo a reafirmar a identidade telescépica:

Nflu u
Ry MLy,

k=0 h

Exercicio: Prove o andlogo discreto do Teorema da Divergéncia para duas dimensodes num
quadrado.

e Integracao por partes:

/QUVU:/aQ(uv)n—/QvVu
/Qqu—i-/QvVu:/QV(uv):/BQ(uv)n.

Considerando v = Vwv, resultam imediatamente as conhecidas férmulas de Green, que
também podem ser encaradas como férmulas de integragao por partes. Apresentamos inicial-
mente estas férmulas no contexto classico e mais a frente no contexto dos espagos de Sobolev.

resulta de

2Note-se que considerar aqui Q = {a,...,b—1} endio Q= {a+1,...,b} ou @ = {a+1,...,b— 1} deve-se ao facto
de se definir a diferenciacdo progressiva (du)r = ur41 — ur € ndo a regressiva (du)r = ur — uk—1 ou a centrada
(du)r = 3 (urt1 — ur—1).
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Teorema 8.1.3 (Férmulas de Green) Seja u € CH(Q),v € C%(Q), Q aberto limitado com fron-
teira regular.

/ ulAv —/ uOpv — / Vu- Vv (1* Férmula de Green)
Q [2/9] Q

Sejam u,v € C%(Q).

/uAv - / vAu:/ u@nv—/ vOpu (2% Férmula de Green)
Q Q onN o0N

Demonstragao: Para a la. férmula basta considerar v = Vv, como ja foi dito. A 2a.
férmula resulta de aplicar a primeira trocando os papéis de u e v e depois subtrair.

8.2 Espacos de Hilbert e Dualidade

Trabalhamos habitualmente com nogoes em espacos de Hilbert, ou seja espagos vectoriais mu-
nidos de produto interno® que sdo completos (ou seja, em que as sucessoes de Cauchy sdo
convergentes na norma associada ao produto interno, isto é na norma ||u|| = /(u,u)).

Como exemplos de espacos de Hilbert temos o espaco L?(Q2), que est4 munido do produto
interno

(u,0)0 = /Q w(z)o(z)dz,

ou os espagos de Sobolev H™ (), que estao munidos de um produto interno semelhante, definido
A custa das derivadas generalizadas, por exemplo em H'(f2) temos

(u,v)1:/Qu(:n)v(:n)dx+/QVU(:E).VU(x)d:U.

De notar que um dos interesses dos espacos de Sobolev é justamente o facto de se poder
trabalhar com um espaco que tenha produto interno e que seja completo. Com efeito, o espaco
das fungdes continuas C(2) é um espago completo para a norma ||u||cc = maxzeq |u(x)|, mas
esta norma nao resulta de nenhum produto interno. Por outro lado, se considerarmos o produto
interno definido (como em cima) por (u,v)o = [, u(z)v(z)dz verifica-se que ndo é um espago
completo para a norma ||u|| = \/(u,u)o, j& que poderemos ter sucessoes de Cauchy de fungoes
que nao convergem (nessa norma) para nenhuma fungao continua... com efeito, acerca do lim-
ite dessas funcdes podemos dizer que pertence ainda a L2(£)), e é por isso que esse espaco é
considerado preferencialmente.

O mesmo panorama acontece para espacos que considerem normas em que aparegam derivadas.
Uma norma para C1(Q) serd |ul]1,00 = ||t]|oco + ||Vt||0o, mas mais uma vez nao resulta de nen-
hum produto interno.

Dualidade

3 Algumas propriedades importantes do produto interno:
i) Desigualdade de Cauchy-Schwarz, i.e. |(u,v)| < [|ul| ||v]]
ii) Igualdade do paralelogramo, i.e. ||u 4 v||* + [|[u — v||* = 2(||u||* + ||[v]|?)
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Uma nogao que aparece frequentemente ao longo do texto é a nocao de dualidade. Para
compreendermos melhor de que se trata, comecemos por relembrar que uma forma linear num
espaco vectorial £/ é uma aplicacao linear que transforma elementos de ££ em ntimeros reais. E
assim um processo linear que permite relacionar elementos de um espago abstracto (... eventual-
mente bastante complicado) com nimeros reais. Isto traz a vantagem de passarmos a trabalhar
numa estrutura ‘simpatica’, os niimeros reais, e aplicarmos as propriedades ai conhecidas... para
além disso esta passagem assume-se linear, o que facilita muito. Outras maneiras de passar de
um espago abstracto para os reais, bem conhecidas, sdo efectuadas através da norma (mas ai nao
ha linearidade) ou através de um produto interno (que constitui um exemplo de forma linear...
o problema é que em muitos dos espacos nao estd definido o produto interno).

Sendo E um espago de Banach (normado e completo) definimos o seu dual (topoldgico) E’
como sendo o espaco das formas lineares (continuas*) F — R. A nocao de forma linear substitui
muitas vezes a nocao de produto interno, quando o espaco de Banach nao é Hilbert, ou seja,
quando a norma nao é resultante de nenhum produto interno. Se se tratar de um espaco de
Hilbert (com produto interno (.,.)) temos o Teorema de Representagao de Riesz. Isto permite
identificar o dual de um espago de Hilbert com ele préprio.

No caso de nao se tratar de um espago de Hilbert, as formas lineares nao resultam de pro-
dutos internos, generalizando-se assim a nocao de produto interno, de tal forma, que é habitual
escrever-se < T,z > ao invés de T'(x), ja que se verificam as propriedades habituais dos produtos
internos, por exemplo,

<al+pUz>=a<T,x>+p<Uz> <T,ax+Py>=a<T,z>+<T,y>.
A norma definida no espaco dual E' é dada por
T ()]
||T|| g = sup —— .
x#0 ||1‘||E
Nota: No caso de espagos de Hilbert H como hd uma isometria

7l = 17| e = sup 2l
70 |||

Estas noc¢oes nao sao propriamente triviais, ja que sé sao verdadeiramente tteis em espacos
razoavelmente complicados, pois num espaco de dimensao finita como R? existe produto interno
e as formas lineares resultam sempre da multiplicacao por um vector. Com efeito, as formas
lineares sao sempre da forma

T(l‘l, e :xd) =711+ ... + Tq%q,

e é imediato que T'(x) = 7 -z, em que T = (71, ..., Tq)-
Sendo E um espacgo vectorial, com uma base eq, ..., e,, ... define-se a base dual de £ como
sendo 171, ..., Ty, ... :
Ti(e;) = bij

e que constitui uma base de E’ pois
Ty(x) =T wjes) =Y xTi(ej) = i,

4Se nao assumirmos que as formas lineares sdo continuas trata-se apenas do dual algébrico.
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e assim qualquer forma linear é do tipo T'(z) = 121 + ... + TZp + .... logo

T(a:) = TlTl(af) + ...+ TnTn(x) + ...

8.3 Algumas nocoes em Espacos de Sobolev

Para introduzirmos de forma intuitiva alguns resultados acerca de espagos de Sobolev, comegamos
por relembrar alguns resultados acerca de integragao, acerca de espacos LP, com especial foco
para o espaco L?onde estd bem definido o produto interno habitual.

8.3.1 Espagos L”

Os espagos LP(2) sdo espacos funcionais cujos elementos sao funcoes u definidas em Q que
verificam

lelzney = (] fuPda)!’” < o,
onde p > 1. Incluimos ainda o espago L>(2) das fungoes w :

||| |00, = supess |u(x)] < oo.
z€
Todos estes espacos sao espagos de Banach e se p > 1 o espaco dual de LP(2) serd L(Q2), em
que % + % = 1.
Exemplo. Seja Q =|0, 1[, vejamos quais as condigoes sobre a de forma a que a funcao
w(z) = x esteja em LP(]0, 1]).
Para que f € LP é necessario que exista

1
/ 2°Pde,
0

e isso acontece se o expoente verificar ap > —1. Em particular, vemos que ﬁ nao pertence a

L?, pois (xfé)2 nao ¢é integravel, no entanto 3%/5 € L%(0,1), pois (af%)Q ja é integravel. Um

exemplo de fungdo L?(0,1) é dado na figura em anexo.

b . s e ees ceme

3L
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se x €] —1,0.5]
se z €] —0.5,0]
Figura 8.3.1: Grdfico da fungao f(x) = sex =0

[y

se z €]0, 1[Ax # 2=
se z €]0,1[Ax =14

Loy~
|
D

|

Outra nocao importante é a nocao de traco, que no caso unidimensional pode ser encarada
como a nogao de limite a esquerda e a direita ponderado com a medida de Lebesgue. Reparamos
que a funcao descrita no grafico, para x = —0.5 tem como limite a esquerda 1 e como limite
a direita —1. No ponto x = 0, nao tem limite nem a esquerda, nem a direita. Finalmente,
no ponto x = 1 tem dois sublimites. Se considerarmos a sucessdo x, = "T_l — 1, obtemos
lim f(x,) = —1, mas se considerarmos uma qualquer sucessao y, — 1 que nao tome os valores
~= entdo é claro que lim f(y,) = 1. Qual o trago da funcdo em = = —17 Como o conjunto
{z = "Tfl} tem medida de Lebesgue nula, o valor considerado é 1. Note-se que pouco importa o
valor definido no ponto, o valor de f(—1) poderia ser qualquer. O traco da fun¢do num ponto
nao é uma nocao localizada num tnico ponto, mas sim uma nocao que pretende determinar o
valor com significado (relativamente a medida) nesse ponto face a sua vizinhanga.

As fungbes LP podem nem ter trago, como é o caso de f no ponto x = 0. Sabemos que
f(0) = 0, mas os tragos, a esquerda ou a direita ndo estao definidos, pois a fungao tende para
—o0 a esquerda e para +oo a direita.

8.3.2 O espago H'(a,b)

Introduzimos agora um subespago de L?(a,b), através da introducdo de uma nocdo general-
izada de derivada que nos permite considerar derivadas de funcgoes nao diferencidveis no sentido
classico. A nogao de derivagao generalizada aparece ligada ao calculo integral e consequente-
mente & medida que se considera. A ideia é considerar funcoes teste ¢ € C°(a,b) e aproveitar
a propriedade da férmula de integragao por partes em |a, b[ j& que essas funcoes, tendo suporte
compacto em |a, b[, sdo nulas nos extremos. Portanto,

b b
[ w@otade =~ [ u@@ds, vo € C(ab),
Um exemplo importante consiste em considerar u = H,

0 sexz<0
H(x)—{ 1 sex>0.

que é a denominada funcao de Heaviside. H nao tem derivada em 0 no sentido classico, mas
generalizando a igualdade anterior podemos escrever

a a 0 a
H'(2)(x)da = — wmmwmm——/(W@Mw%lwmm——w@—aw—¢@,

—a —a —a

j& que ¢ tem suporte compacto em | — a, a[ e portanto ¢(a) = 0.
Para designar a derivada da funcao de Heaviside consideramos um simbolo ¢ que é o delta
de Dirac, definido de forma a que

b
/’&x—m¢me=¢@xv¢ea?mw>
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e reparamos que H'(z) = §(x), fazendo y = 0.
Note-se que d nao é uma funcdo, nao existe nenhuma funcao tal que

b
/ 5(x)é(x)dz = 6(0), Vo € C=(a,b),

basta pensar que podemos ter ¢ com méximo absoluto em ¢(0) = 1 e cujo suporte seja suficien-

temente pequeno [—35, §]. Como

b
[ otars] < max [5(0).
a z€[—e,€]
caso existisse uma tal funcdo ¢ o seu maximo em [—¢, €| deveria crescer de forma a evitar que o
integral fosse nulo, ja que deveria valer ¢(0) = 1. Devido a isto, na prética, é frequente encarar
o delta de Dirac como uma ‘fun¢do’ que é nula para x # 0 e que ‘vale infinito’ em x = 0.

Derivada generalizada. A derivada generalizada consiste assim num funcional v’ : C°(a,b) —
R dado por

b
<u,¢p>= —/ uw(z)¢ (z)dz,
a
reparando que é suficiente que u seja integravel para que o integral esteja bem definido.

O espaco H'(a,b). Os elementos de H'(a,b) sdo funcdes que verificam v € L2(a,b) e cuja
derivada generalizada v’ se pode identificar com uma funcio de L?(a, b). Este espaco est4 munido
do produto interno definido por

b b
<U,V >Hl(gb)= / uv +/ u'v',
a a

e é completo para a norma associada

b b 1/2
|ru||1—</ [ W) .
a a
Exemplos.

1) Vejamos agora para que valores de « a fungao u(z) = z pertence a H'(0,1). J4 vimos
que se o > —% a funcdo p € L%(0,1). Como ' (x) = ax®~! é uma funcdo, entdo concluimos que
1 € L2(0,1) se « =0 ou o — 1 > —3. Portanto temos pu € H'(0,1) se a« > 3 ou a = 0.

2) A funcio de Heaviside ndo pertence a H'(0,1) porque a sua derivada é o delta de Dirac
que nao pode ser identificado a nenhuma fungao.

Proposigao. As funcoes de H'(a,b) sdo continuas.

Demonstracao.

Consideremos dois pontos x,y € (a,b), v’ € L*(z,y) C L*(z,y). Aplicando a desigualdade
de Cauchy-Schwarz

Y Y
uly) ~u(e) = | [ 'O < o -y [ OP < o -y [ulf
X X
conclui-se imediatamente a continuidade uniforme. O
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Observacdo. Note-se que ao dizer que as fungoes de H'(a,b) sdo continuas, isto significa
apenas que existe um representante continuo na classe de equivaléncia a que a funcao pertence
(classe que engloba as fungoes iguais a menos de conjuntos de medida nula). Por exemplo, a
funcao definida em | — 1, 1] por

=

|23/ se x # 2=

f<“’)_{ 1 sep=n-

pertence a H'(—1,1) e é descontinua, mas pode ser identificada com a funcio continua f (x) =
2|4 a menos do conjunto de medida nula {%= : n € N}. Mais uma vez, o traco de f em z = 1
seria 1 e nao —1.

d
L

Figura 8.3.2: Grdfico de f(x).

J& uma fungdo que apresentasse uma descontinuidade com um salto (tal como a funcao de
Heaviside) e ndo apenas em pontos isolados, nunca poderia pertencer a H', pelo simples facto
de nao ser possivel encontrar uma fungao continua cuja a unica diferenca se traduzisse num
conjunto de medida nula.

Reforgamos esta ideia, com um exemplo de aplicagdo da férmula de Barrow para fungoes
descontinuas. Considerando ainda f definida anteriormente, e admitindo que f(—1) =1, f(1) =
—1, temos f(1) — f(—1) = —2 e por outro lado

1 0 1
| r@e= [ (G + [ T e (e R + T -0

Sera que esta diferenca de valores significa que a féormula nao é valida? A férmula é valida, mas
é preciso interpretar correctamente os valores. Assim, se escrevermos

1
[ r@de =5 = -1
o valor f(1) — f(—1) deve ser calculado através dos tragos e nao pontualmente. Portanto,
f(1) =1 e nao —1... e desta forma ja obtemos f(1) — f(—1) = 0, como seria de esperar. Para

evitar este tipo de enganos, pode também utilizar-se a notagao f(17) para designar o traco a
esquerda. Com esta notagao, a formula de Barrow escreve-se

b
/ f'(@)dz = f(b7) — f(a*).
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Outra notagao possivel é usar v f para o traco de f. Na maior parte das vezes, em que se pode
depreender o significado pelo contexto, estas notacoes nao sao usadas. E claro que este tipo de
problemas apenas acontece quando se consideram fungoes nao continuas, ja que para fungoes
continuas o traco é dado pelo préprio valor no ponto, ndo havendo qualquer confusao.

8.3.3 O espago H'(Q2) com Q2 C R?

No estudo que desenvolvemos interessa-nos considerar espagos de fungoes em dominios definidos
em R? e R?, que constituem os exemplos mais abordados nas aplicacdes a problemas fisicos.

O espaco H'(2), com Q C R2, serd agora definido por funcdes que verificam u € L?(Q) e
cujas derivadas generalizadas 0y, u, 0,,u se podem identificar com fungdes em L?(2). Este espaco
estd munido do produto interno definido por

< u,v >H1(Q):/qu+/QVu-Vv,

e é completo para a norma associada

1/2
lullig = ( [we+ [ |w2) .
Q Q

Exemplo. Vejamos agora para que expoentes «, a funcao |z|* = (1/ m% + x%)a é uma funcao
de H*(B(0,1)) em que B(0,1) é a bola de centro em zero e raio unitério. Para que |z|® esteja
em L2(B(0,1)) serd necessério que exista o integral

27I' 1 1
/ (!:v\a)dezf / 2 drdf = 27r/ 20+l g
B(0,1) 0 0 0

usando uma mudanga de varidveis para coordenadas polares (r, §). Conclui-se assim que devemos
exigir que 2o+ 1 > —1,0u seja, a > —1. Por outro lado, como o gradiente é dado por
x

V0z|* = am]a:\afl = ax|z|*?

obtemos |V|z|*|? = o?|z|?|z|>**~. Esta funcdo ¢ integravel se 2a — 2 > —1, ou seja se a > 3.

Podemos assim concluir que fungdes da forma |z|® estdo em H*(B(0,1)) sse a > 3.

As funcdes de H'(Q) sdo continuas? Ao contrario do que se passa a uma dimensdo, para
dimensédo 2 ou superior hd funcdes H' que nio sdo continuas.
Exemplo. Tomemos como exemplo a funcao
_ o
u(z) = |log |z||

esta fungdo estd em L%(B(0, %)), pois

1
/ |log |z||**dz = 277/6 |log(r)|?“r dr,
B(0,1) 0
e com uma mudanga de varidvel s = —logr, obtém-se um integral f1+°° s2e~25ds, que existe

para qualquer a.
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Por outro lado,
T
Vu(z) = W' log |[|*.

e trata-se de averiguar a existéncia do integral

2 1 -
1 @
/ %“Oglw!\%"zda: - 27r/ [log(r)* = .

B(0,1) 2 ; .

obtendo-se um integral f1+°° s2*2ds. Este integral existe se 2a —2 < —1 & a < %
Concluimos assim que se a < % a funcio u € H*(B(0, %)) e no entanto ¢ bem claro que u
nao é continua no ponto x = 0. Como a func¢ao tende para infinito nesse ponto, nao ha qualquer

fungdo continua que possa ser o representante da sua classe.

O trago de uma funcdo H(Q).

Este exemplo é igualmente interessante para avaliarmos qual a regularidade do traco de uma
tal fungao.

Com efeito, suponhamos que = B(O,%) N {x : za > 0}. Na parte da fronteira v =

] — 1, 1[x{0} C 0 a fungdo u estd definida por u(z1,0) = |log|z1||*, que é ainda uma funcdo
descontinua, e portanto nao pertence a H 1(—%, %)

Curiosamente reparamos que |log |z1||* é uma funcao de L2(—%, %) para quaisquer valores
de «, pois

: +oo
/ |log |t|>*dt = / s2%e =3 ds,
0 1

e o integral existe para qualquer «.

03 02 01 01 02 03

Figura 8.3.3: A funcdo |log|z||®% € HY(Q) e o seu trago. O trago é uma funcdo que
pertence L?(v), descontinua.

8.3.4 Espacos de Sobolev W™?(Q))

Podemos ainda definir os espacos de Sobolev

WmP(Q) = {u € LP(Q) : 9'u € LP(Q), ..., 0™u € LP(Q)},
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onde 0 representa o vector gradiente de u, e de um modo geral, usando a notacao de multi-
indice @ = (o, ..., ag), temos
0= Y OOt
|ae]=m

com || = ag + ... + ag.

Estes espacos WP () sao espagos de Banach para a norma

1
[ullmp0 = (Y N10%ullf,0)"?,

la<m

no caso 1 < p < 0o, € no caso p = oo para a norma

||u’|m,00,9 = max HaauHO,oo,Q'
lo| <m

e Quando p = 2, tratam-se de espagos de Hilbert, e é habitual escrever-se simplesmente
H™(Q) = W™2(Q).
O produto interno é dado por

< UV >y 0= Z < 0%, 0% >p2(q),
|a|<m
notando que neste caso a norma se escreve simplesmente ||u||m 0 = V<>, g
Um espaco que nos iré interessar especialmente ¢ H'(Q) = W2(Q) de que ja faldmos.
Introduzimos também as semi-normas (i.e. verificam as propriedades de norma, excepto
lull = 0 = u=0),
[ulinp 0 = () 10°ullf ,0) "7,
U, 00,02 = MaX|q|=p, [[0“ul]0,00,0-

e é claro que |u|mp.a < ||t||lmpa-

Observacao: Podemos definir os espagos de Sobolev usando a transformagao de Fourier
1 .
oA o —ix.£
Fu)(€) = a(&) = i /R Julz)e " de.

Esta aplicacao estd bem definida para funcoes integraveis, ie. u € Ll(Rd), e também no espacgo
de distribuicoes temperadas® S(R?)". A transformada de Fourier é uma isometria em L?(R%),
ou seja (igualdade de Plancherel)

HUHL2(Rd) = ||ﬁHL2(Rd)'

SEste espaco de distribuicdes temperadas é o dual do espacgo de funcdes de decrescimento rapido para infinito
(espago de Schwartz)
SRY = {p € C°RY) : |29 ¢(x)| < 00, Vx,Vm,n}
para uma topologia apropriada.
Estas fungbes admitem sempre transformagdo de Fourier, pelo que é possivel definir para A € S (Rd)' a trans-
formada de Fourier através de

(FA)(¢) = A(F).
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Tem-se também que a transformada inversa de Fourier é

Fu)w) = s [ et

e portanto F~1(a) = F(u).
As propriedades da transformada de Fourier com a derivagdao permitem obter
F(Opu) = i€, F (u),
e assim, por exemplo, F(Au) = F(03u + 03u) = (i&1)(i&1)F (u) + (i&)(i2) F(u) = —|€|2F (u).
De forma mais simples, em R tem-se

Fu) = —ii, ..., F(u®)) = (—i&)Pa

e da tltima relacdo resulta u?) = F~1((—i€)Pq)... assim, como faz mesmo sentido considerar
(—1&)P para p real (ou complexo) podemos falar em derivacao cuja ordem nao é um nimero
natural®!

Assim, podemos definir espacos de Sobolev fracciondrios em R?, para um s > 0 qualquer:

H*RY) = {u e SRY : (1+¢)?)*%u e L*(RY)}

em que a norma é

llllms = [1(1 + [€%)*/%a| -
A partir desta definicao de espacos H*(R?) podemos definir de maneira alternativa os espacos

H§(Q) = {v e H*(RY) : supp v C Q}

e que se identifica com o fecho de C°(Q2) em H*(R%), e

H¥(Q) = {og : v € H*(RY)},
ou seja, sao fungoes para as quais existe uma extensao que estd em H?® (Rd).

Definigao 8.3.1 O espaco H}(Q) € o fecho das fungdes C°(Q) na norma H (). Da mesma
forma, os espagos H{'(2) sao o fecho das fungées C°(S2) na norma H™(S2).

8.3.5 Traco de uma fungao

A caracterizagao dos espagos H{J'(€2) é completada usando a nocao de trago. Para esse efeito,
vamos comecar por definir correctamente essa nogao usando o seguinte resultado:

Proposicao 8.3.1 Se 99 é uma fronteira de classe C* entio C°(Q) é denso em H(S).

Note-se que a ‘pequena’ diferenca reside em considerar as fungdes de suporte compacto em
Q) e ndo apenas em ). Desta forma, podemos encarar qualquer funcio H'(Q) aproximada por

fungbes C°(Q2). Faz agora sentido considerar a restricao a 02 das funcgoes C2°(£2), e definir o
traco de uma funcio H'(Q) através do limite. Isto é possivel devido ao teorema do traco que
pode ser estabelecido em ) = Ri.

5Deste tipo de propriedades surge a nocdo de operador pseudo-diferencial. Com efeito nada impede também
que se considere F~!(2(£)@) em que z(&) é uma fungio qualquer... desde que a integragio continue a existir!
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Teorema 8.3.1 (do Trago). Seja OQ é uma fronteira de classe C'. O operador de restrigdo

v CR(Q) — L2(09)

pode ser prolongado como operador continuo (designado trago)
v HY Q) — L?(09).

Na realidade, isto permite mesmo definir o espaco de Sobolev H/2 (092) como sendo o espago
das fungoes que sdo tragos de fungdes H'(Q) em 09, ou seja,

HY2(8Q) = {yv : v e H(Q)}.

Esta definicao é consistente mesmo com a definicdo de espagos de Sobolev fraccionarios,
através do seguinte resultado, que é enunciado para tragos de fungoes (caso o = 0) e para tragos
das suas derivadas (caso a # 0).

Teorema 8.3.2 Seja m > a+ 1/2. Os operadores de trago

i CR(RY) — H™ R

U — U
podem ser prolongados como operadores continuos
Yo Hm(Ri) . Hm—oc—l/Z(Rd—l)

Desta forma, através de cartas locais, que levam da fronteira para o hiperplano, podemos
obter um resultado mais geral, aplicado a outro tipo de tracos definidos através das derivadas
segundo a direccao normal a fronteira. Por exemplo, o traco normal é definido pela derivada
normal Od,u, e outros tracos de ordem superior sao obtidos considerando as derivadas 05 u.

Corolario 8.3.1 Se a fronteira de Q for de classe C*T1, os operadores de traco
Ya(u) = Oju
podem ser prolongados como operadores continuos (para m —a —1/2 > 0)
Yo 1 H™(Q) — H™71/2(5Q).

Por exemplo, se tivermos uma funcio u € H?(2), entdo conclufmos que o seu trago estd em
H3/2(09) e o seu traco normal estd em HY2(99).
Nos espacos H™1/2(9Q) pode definir-se a norma

ullgm-1/290) = _inf [[v][gm(0)-
HmZHR09) ™ pm(q) (@)
Yovu=u
Normalmente nao iremos escrever yu ou ypu para designar o trago, escrevendo-se usualmente
ujgq ou simplesmente u. Da mesma forma, ao invés de escrevermos vyju para o trago normal,

escrevemos simplesmente J,u.
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Da continuidade de v, podemos também retirar as estimativas

ull 17290y < Collullm(ey, ou [|0nullgs/2pa) < Cullullmiq),
para certas constantes Cy, C7 > 0.

Estes teoremas de traco permitem ainda efectuar uma caracterizagao dos espagos Hy"(£2). Um
resultado importante é
HY Q) ={uec HY(Q) : u =0 em 0Q},

mas, mais geralmente, temos o seguinte teorema.
Teorema 8.3.3 Se a fronteira de Q for de classe C™H1,
HMQ) ={uc H™(Q):u=0,..,0" u=0 em 0Q}.

Este resultado diz-nos de forma intuitiva que as fungdes Hi(f2) sdo fungdes em H(f2) cujo
traco é nulo sobre a fronteira, e as fungées em H{" () sao fungoes H™(§2) cujo seu trago e o das
suas derivadas normais até ordem m — 1 é nulo.

Observacao: Note-se que no caso em que 2 = R? h4 uma identificacio H'(R?) = HJ(R%),
o que pode ser compreendido intuitivamente pela auséncia de fronteira.

8.3.6 Dualidade - Espacgos de Sobolev negativos, H *({2).

Os espagos duais de H[*(§2) para a topologia de H™(f2) sao espacos de distribuicoes, designados
por H7™(£2). Os elementos de H~"™(2) sao funcionais que transformam funcoes de H{(2) e
que s@o continuos para a topologia de H™(2). Como as funcoes de Hy*(€2) sao aproximadas por
fungbes C2°(2), na realidade basta encarar os elementos de H~"(2) como funcionais C°(Q2) —
R continuos para a topologia de H™(£2). Ou seja, tratam-se de distribuigbes continuas para a
topologia de H™({2).

A norma definida em H~%(w) é dada por

| < u,v > |
lullg-s@w) = sup ————
vEHS (w) ||U||H5(w)

)

em que < u,v > nao representa um produto interno, mas sim a dualidade H *(w) x H*¥(w).

Um espago de Sobolev negativo que consideramos frequentemente é H -1/ 2(09), ja que os
tracos de funcdes H'(Q) sdo funcdes H'/2(9€2), mas os tracos normais podem nao ser funcdes,
sao distribuicdes em H~'/2(9Q).

Com efeito, podemos considerar o exemplo da funcdo u(x) = |log|z||%, com a < 0.5, e
os seus tragos sobre a fronteira I' = {0} x [—1,1]. J& vimos que esta fungao tem traco nao
continuo. Sabemos agora que estd em H 1/ 2(F) e portanto podemos concluir que o espaco
H/? (I') inclui fungdes ndo continuas (o que ndo acontece com o espaco H'(I') que tem apenas
fungoes continuas). No entanto ao calcular a derivada normal,

€1

0
n = —— 1 a = _1
O = — 5= (log|a|") = a5 g o

|a—1
||
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e como 1 = 0 obtemos d,u = 0 excepto se o = 0, j4 que nesse caso a funcdo explode!
Concluimos assim que d,u é nulo em toda a parte excepto no zero, onde explode (tal como o
delta de Dirac). Assim, esse trago normal nao pode ser visto como uma fungao, mas sim como
uma distribuicao.

8.3.7 Resultados em espacos de Sobolev

Apresentamos de novo a férmula de Green, mas no contexto dos espagos de Sobolev, pondo em
evidéncia os espacos funcionais

Teorema 8.3.4 (Férmula de Green) Seja u,v € HY(Q), Q aberto limitado com fronteira sec-
cionalmente de classe C1.
/vVu:/ uvn—/qu
Q o9 Q

Note-se que os valores u e v em 952 sdo os seus tracos. A partir desta férmula podem-se obter
as outras duas, adequando os espacos de Sobolev. Por exemplo, para v € H'(Q2),v € H%(Q),

obtemos
/uAv:/ u@nv—/Vu‘Vv.
Q oN Q

Um valor importante que determina a regularidade de um espago de Sobolev W*P(Q) é o
indice (de Sobolev) S = s — d/p, em que d é a dimensdo, pois supémos que £ C RY.
Teorema 8.3.5 (Rellich-Kondrachov) Seja Q um aberto de R? verificando a condi¢io do cone”,
e Ses—d/p>r—d/q entao WP(Q) C W™1(Q)

e Se s —d/p > m entao W*P(Q2) C C™(Q)

Observagao: As injecgoes sao continuas e compactas (se a desigualdade for estrita). A segunda
injeccao pode ser vista como um caso limite da primeira, ja que ¢ — oo leva-nos ao espaco
W (Q) o que significa que estamos a considerar que as derivadas até & ordem r sao limitadas
pela norma do méaximo... essa é exactamente a norma considerada no caso das funcgoes C”.

No caso (p = 2) dos espagos de Sobolev H*(Q2), que nos interessa, o primeiro resultado diz
apenas que H*(Q) C H" (), com injecgao continua (e compacta) se s > r. Do segundo resultado
podemos concluir que:

Em dimensao 1, se s > m+1/2 entdo H*(Q2) C C™ (). Em particular, vemos que o caso das
funcdes HY/2(I') ndo serem continuas é mesmo o caso limite... uma funcio que seja HY/2¢(T)
ja seria continua, para € > 0.

Em dimenséao 2, se s > m + 1 entdao H*(2) C C™(Q2). Portanto também aqui o caso das
fungoes H'(Q2) que ndo sdo continuas é um caso limite... uma funcio H'*¢(Q) sera continua,
para € > 0.

"Para um dominio verificar a condicdo do cone, significa basicamente que a fronteira nio tem pontos de
cuspidas... isto é, a fronteira pode ter cantos, mas esses cantos tém que permitir a existéncia de um cone, o que
nao acontece no caso das cuspidas, como num cardiéide.
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Capitulo 9

Exercicios

9.1 Diferencas finitas

1 a). Suponha que h, = hy = h. Baseado no desenvolvimento em série de Taylor, mostre que
as férmulas para aproximar a solu¢ao de Au = 0,

4 1
(A) wij = 1—5(uz'+1,j + Ui—1j + Wig1 + Uij-1) — @(uz’w,j + Ui—2j + Wijy2 + Uij-2)

1 1
(B) wij = g(UiJrl,j + U1, + Uil + Uij—1) + 2—O(u@'+1,j+1 + Ui 1 Wig1,j—1 + Uim1,j—1)

(A): Molécula em Grande Cruz  (B): Molécula em Quadrado

tém um erro de aproximacao local de O(h*) na aproximacao do laplaciano.

b) Comente acerca da implementagao computacional dos métodos (A) e (B) para o problema
de Dirichlet.

c) Mostre que o principio do maximo discreto ¢ ainda valido para a equagao discreta (B).
Encontre um contra-exemplo que mostre que nao é vélido para (A).

2. Considere as formulas locais para aproximacao do laplaciano,
. + ... . + ... . . LTI ..
Augj ~ agliy1,j + Qg i j+1 + QqUi-1,j + Qo1 Ui j—1 — Q00U;;

em que os coeficientes sdo dados por

ot = 2 at = 2
10 ™ pf(hf+hy)’ 710 hJ(hyh;)’

a_ B e—— a_ Rl E——
10 ™ pZ(hi+hz)’ 01 th (R +hy )’
Q00 = = T T

em que hi = i1 — wij, hy = wig — o1, b = wije1 — uig, hy = uig — w1
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(Estas férmulas sdo muitas vezes utilizadas para efectuar uma aproximacao de forma a
considerar os pontos na fronteira).

a) Mostre que o erro local é O(h) em que h = max{h, , h}, h,,ht}.

b) Mostre que o principio do méximo discreto é ainda vélido.

3 a). Mostre que no caso tridimensional a aproximacdo da equagdo de Laplace por um
esquema de 7 pontos,

Uijm = g(ui—i-lg'm + Ui jt1,jm + Uigm+1 + Uim1,jm + Wij—1,jm + Yijm—1)

envolve um erro local da ordem O(h?).
b) Deduza uma aproximacgao para a resolugao do problema de Neumann de forma a que se
mantenha um erro local da ordem O(h?)

4. Considere a equacao diferencial
Au—Adu=f

em que A > 0 é uma constante e f > 0 é uma funcao continua.

a) Deduza a expressao para um método de diferengas finitas que envolva uma aproximacao
local de ordem O(h?).

b) Deduza uma aproximacgao para a resolugao do problema de Neumann de forma a que se
mantenha um erro local da ordem O(h?).

c) Mostre que o problema de Dirichlet discreto associado & equagao estd bem posto.

d) Mostre que a matriz associada a resolucao do problema de Dirichlet tem a diagonal
estritamente dominante. Conclua acerca da utilizacdo de métodos iterativos para a resolugao
do sistema. Explicite um algoritmo para essa resolucao.

5. Considere a aproximacao discreta cldssica do laplaciano,

— 2uij Ui Wiyl = 20+ Ui

X Uil
Au;j = 2 2

e da mesma forma considere as aproximacoes

Uitl,j — %ij 5 Ui-1,j — Wi,j

Onlit1,; = . , Opi—1j = -

a) Verifique que

1 - 3 3 3
—(Ontit1,j + Onti—1j + Onti j1 + Oni j—1)

Auij = h

b) Generalize o resultado anterior, de forma obter o andlogo discreto do teorema de Green,

Z Auij:% Z 571114]

(4,)€Q (4,7)€0Q
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3 c) Conclua que no caso da equagao de Laplace, se forem impostas condigoes de Neumann,
Onuij = gi;; para pontos (i,j) na fronteira 02, o problema discreto terd apenas solucdo se g;;

verificar
>, 95=0
(3,7)€09

6. Considere a equacao de Laplace num quadrado |—1, 1[x]—1, 1], com condicao de fronteira
mista
Opu = Au sobre I' =] — 1, 1[x{—1}

(em A é uma constante) e condigao de Dirichlet na restante parte da fronteira, ie. IQ\I'.
a) Deduza uma férmula de aproximacao local de segunda ordem num ponto da fronteira I'.
b) Escreva um algoritmo que permita a implementagao do método usando também a férmula
obtida em a).

7. Seja Q =| — 1,1[x]0, 1[. Considere a aproximagao do laplaciano,

2ui5 + Ui
h2

Uij+2 — 2Uij1 + Ui
h2

A Wi+l —
Auij = J +

a) Use esta aproximagcao para escrever um algoritmo adequado para aproximar um problema
de Dirichlet-Neumann, em que os dados de Neumann estdao colocados sobre a fronteira I' =

| —1,1[x{0}.
b) Através da separacao de varidveis, indique uma funcao que verifique as condigoes

1
u =0, O,u = —cos(ax) sobre I.
a

c) Sendo xp = kh, yr = kh, e considerando J,ugy =~ up1 — ugo verifique que o esquema
numérico dé ug2 = 2h/a e comente a diferenca com o valor u(0,2h) = I sinh(2ah) quando
a — 0.

8. Considere o esquema do quadrado

1
Uij = —(Uig1j + w1 + i1 + Uij-1) + o= (Wi 41 F Ui 41 F Uir1 -1+ Uio1,-1)
5 20

para aproximar a solucao da equacgao de Laplace,

{ Au=0 em ) =|0, 3[x]0, 3]
u(z,y) = g(z,y) = (3 —y) sobre 02

a) Explicite os sistemas a resolver para o problema de Dirichlet, usando o esquema anterior
e 0 esquema cléssico, considerando uma grelha com 4 pontos interiores equidistantes:

g12 91 92 93
gilr u1r U2 g4
glo u3 U4 gs
g9 98 gr e
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b) Sabendo que a solucao de ambos os sistemas é u; = 1,ug = 2,u3 = 2,u4 = 4, justifique
a coincidéncia dos resultados, relacionando com a solucdo exacta. Justifique se ainda obteria
valores coincidentes para os seguintes dados de Dirichlet em 99 : (i) u(z,y) = 2%(3 —y), (ii)
u(z,y) = 2*(3 - y).

Resolugao:

a) Muito sucintamente:

1 —1/5 —1/5 —1/207 [ w 0 0
~1/5 1 —1/20 -1/5 upy || 3/5+46/20 | | 9/10
~1/5 —1/20 1  —1/5 us | | 3/5+6/20 | — | 9/10
~1/20 -1/5 -1/5 1 uy 12/5 + 15/20 63,20
€
1 —-1/4 -1/4 0 u 0
—1/4 1 0 —1/4 || u | | 3/4
~1/4 0 1 —1/4 | | us |~ | 3/4
0 —1/4 -1/4 1 uy 3

b) Sabemos que se u for a solucdo exacta, e é o caso de u(z,y) = z(3 — y), porque Au = 0,
entao a férmula de erro

[lu = unlloo < CR?([|03ulloo + 1|0y ulloo)

verifica-se, e como neste caso dy(z(3 — y)) = 0,8;(z(3 —y)) = 0, entao o erro é nulo.
Nos casos i) e ii) a fungdo nao é solugao e o raciocinio anterior nao é valido!!
Alids, vemos que nao se verifica para nenhum dos casos:
i) Basta ver que se desse a solucdo exacta terfamos {u1,...,us} = {1,4,2,8} e assim

1 —1/5 —1/5 —1/207 [ 1 —3/5

Ay | "5 1 —1/20 15 4| _ | 21/10
~-1/5 —1/20 1 —1/5 2 0

~1/20 -1/5 —1/5 1 8 27/4

o que ¢ bastante diferente do segundo membro que se obtém b = {0,27/10,6/5,159/20}.
ii) Semelhante. Obtemos {u1,...,us} = {1,16,2,32} e o segundo membro fica

Au = {-21/5,93/10,—-27/5,567/20} # b = {0,243/10, 3,1167/20}.
Situagao analoga no caso do método cléssico:
i) Au={-1/2,7/4,—-1/4,13/2} #b=1{0,9/4,3/4,15/2}
i) Au ={-7/2,31/4,—-25/4,55/2} # b= {0,81/4,3/4,105/2}
9. Considere a separacao de varidveis discreta
Uj = VW
Sabemos que a solucao de uma equacgao as diferencas

ap+1+2Bag +ag—1 =0
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¢é dada por a; = Clr’f + 02r§, em que ri, 79 sao raizes distintas da equacao do segundo grau
r24+2Br+1=0, ie. r=—-B++/B2—-1

a) Obtenha uma expressao para as solugoes de Auij = 0. Em particular, obtenha que

wy= (1 pe TP 1) (1t VTP 1),

sao solugoes de Auij =0,se pu>2.

b) Considere a aproximagao por diferencas finitas no intervalo [0, 21]x [0,21] com dados de
Dirichlet u(z,y) = (3 4+ v/8) cos(my), usando h = 1. Mostre que a solucio do problema discreto
¢é dada por

wij = (3+ \/§)i (—1)7 .

Resolucgao
a) Temos

< 1 1
0= Auij = ﬁ(viﬂ — 2v; + vi_l)wj + ﬁvi(wﬁl —2w; + wj_l)

(Vit1 — 2v; + vi—1)w; + vi(wjp1 — 2wj +wj—1) =0
(Ui+1_2vi+vi—l) _ f(wj+1f2wj+wj,1) -9
v - wj =2
Vig1 — 20; +vi—1 = 2u;
Wiyl — 2wj +wj—1 = —2pw;
Vit1 + (—2 - 2/1)’01' +v;_.1=0
Wj+1 + (—2 + 2,u)wj + Wj—1 = 0

portanto, escrevendo pu; = —1 — p,

vi = Ar(—pa + 1/ = 1) + Ao(—pa —\/pd = 1),
w; = Bi(—pa + /12 — 1Y + Ba(—pa — /12 — 1)7.

Em particular, temos

wi= (14t VIFRE 1) (1= ot VT2 - 1)

ecom pg = —14 p,

b) Imediato a partir do anterior. Sendo u(z,y) = (3 + v/8)% cos(my), e usando h = 1, os
dados de fronteira irao ser da forma

u(i, j) = (3+ \/g)l cos(jm),

e agora basta reparar que cos(jm) = (—1).
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Para concluir, basta referir que se trata de uma solugao do problema discreto, ja que do caso
anterior retiramos esta expressao ao considerar u = 2.

10. Considere o problema de valores préprios

Au+du=0 em )
u=20 sobre 0f2

em que Q = [0,2a] x [0, 2b].

a) Mostre que u = sin(g—gx) sin(g—gy) é solucao nao nula do problema anterior para certos
valores de A.

b) Considerando apenas um ponto interior, determine qual a equacao discreta a resolver
para encontrar a aproximagao dos valores proprios e compare a aproximagao com o primeiro
valor proéprio.

Resolugao.
a) Temos
k k k k k
O = sin(2—;rx) sin(2—7;y) = —(2—2)2 sin(2—Zx) sin(Q—Zy)
logo

Au=- ((Grp+ (G2 ) u

2a

portanto os valores préprios serao da forma A = (2—2)2 + (%)2, com k € N.

b) Efectuando a aproximagao por diferencas finitas,

Winlyj = 2% F i1y g1 T 2 Ui
a? b2

—i—)\uij =0

1 1
(—2<¥ + ﬁ) + MNui; =0

donde sai

que comparada com o primeiro valor proprio

K
2a

™

A= o

Vg~ TG+ R

’ /’ 7 . 2 . 7
é razoavel, ja que a diferenca entre Z- ~ 2.46 (o valor exacto) e 2 (o valor aproximado) é bastante
aceitdvel se atendermos a que fizemos um aproximacao muito grosseira.
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9.2 Elementos Finitos

1. Seja b(u,v) uma forma bilinear nas condigdes do Teorema de Lax-Milgram.
a) Mostre que se a forma bilinear for simétrica se pode obter a estimativa

M
[lu—wunl <4/ — inf |lu—ovpl].
o v, EV)

b) Suponha que W é denso em V' e que esta definida uma aplicacao Ry, : W — V}, tal que

}lLir% l|lv — Rp(v)|| =0,Yv € W.
Mostre que limp, g ||u — up|| = 0.

2. Mostre que (6.1) é uma norma para a qual H™1(Q)/P,, é um espaco de Banach.

Resolugao:

E claro que [[v][3s1.0 = 0. Por outro lado, infep,, |[v — g|lm+1,0 = 0 implica a existéncia
de uma sucessao de polinémios ¢, € P,, tal que

¢n — v, na norma H™(Q),

mas por outro lado P,,, é um subespaco de dimenséao finita, fechado, logo ¢, — ¢*, com ¢* € P,,
o que implica v = ¢*, ou sejal, v = 0.

A propriedade [|av|[},, 1 o = [af [[v][}, 41 o ¢ imediata pois infep,, [|av—¢l[m+1,0 = infyep,, [Jav—
ap||m+1,0, fazendo p = g/a € Pp,.

A desigualdade triangular resulta considerar sucessoes de polinémios g, € p, tais que

v = @nllmr1.0 = lvlms10: [0 = pollmsre = [lwlliio
e assim,
lotwll 41,0 < lvtw=gn=pnllmire < [v=anllmsr0+[w=pnllmir0 = ([0l 0[50

A completude do espaco nesta norma resulta da completude de H™+1(Q). O

3. Seja u(z) = |z|P. Discuta os valores de s em fungao de p, que verificam v € H*(—1,1).
Considere também o caso bidimensional.

4. Mostre que se os elementos finitos sao equivalentes afins a um elemento de referéncia,
basta verificar a propriedade de unissolvéncia para esse elemento.

5. a) Indique as varidveis nodais para o elemento de Lagrange rectangular de grau-méximo
1 considerando o elemento de referéncia. Explicite qual o sistema a resolver para se obter a base
dual de polinémios. Verifique a propriedade de unisolvéncia.

b) O mesmo que em a) para o elemento de Lagrange rectangular de grau-méximo 2.

'Note-se que |[v|[}, 11,0 = 0=>v ~ 0, e ndo v = 0. Como j4 referimos, no espago H" " (Q) /Py, ser nulo é ser
um polinémio de grau < m.
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6. Considere o elemento finito bidimensional cujo elemento geométrico é um quadrilitero
qualquer, em que as fungoes de forma sdo polinémios do segundo grau, e em que as varidveis
nodais sao definidas pelos valores da funcao nos vértices do quadrado {x1, X2, X3, X4}, no centro
X5 e num outro ponto arbitrario xg.

a) Mostre que se xg é um ponto interior que nao estd sobre as diagonais se verifica a pro-
priedade de unissolvéncia.

b) Encontre um exemplo em que x4 estd sobre uma diagonal e nao se verifica a propriedade
de unissolvéncia.

7. Considere o elemento de Lagrange linear tridimensional. Defina como elemento de
referéncia o tetraedro {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e explicite a base dual associada as
varidveis nodais de Lagrange.

8. Considere o caso de elementos de Lagrange quadraticos para aproximar a fungdo v num
quadrado 2 =] —1,1[x] — 1, 1] considerando uma malhagem regular com h < 0.1,

2 +ysex >0

ysexr <0 >w($;y):9€ys-

v(z,y) = {
a) Deduza as estimativas de erro, comparando-as para as duas fungoes.
b) E possivel encontrar uma malhagem de tal forma que nunca haja erro de interpolacao
para v? e para w?
c) A titulo de exercicio (independente dos restantes) calcule ||v||1 .

9. Dada uma funcio v € H?(f2) conhecida num circulo €2, interpolou-se com elementos de
Lagrange lineares para dois valores de h.
a) Sabe-se que a tabela de erros obtida foi aproximadamente

h o =g, vll1,0
0.05 0.0125
0.01 0.0075

e admita que a desigualdade da estimativa de erro é aproximadamente uma igualdade.

i) Calcule os valores aproximados de C e tente justificar a diferenga.

ii) Qual o cuidado que teria que observar de forma a que o erro para h = 0.001 fosse
aproximadamente 0.00257

b) Ainda para a mesma tabela de a) e admitindo que para h = 0.05 temos ||v —Ilg, v||o.0 ~
0.001, indique uma estimativa de erro para ||v — Ilg, v||o,o considerando ii).

10. Deduza férmulas de erro para (J3 num triangulo, baseadas nas férmulas do erro de
interpolacao.

11. Calcule aproximadamente o valor do integral

/ x cos(y) dxdy
E

em que E = {(0,0),(1,1), (0, —1)} usando a primeira férmula @3 acima referida.
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12. Considere o problema unidimensional

{ u"(x) 4+ av/(x) + bu(x) = cos(mx)
u(0) =u(l) =0

a) Escreva uma forma bilinear associada ao problema num espago funcional apropriado e a
respectiva formulacao variacional. Para que valores de a e b se pode aplicar o método de Ritz?

b) Indique valores de a e b de maneira a que a forma bilinear seja continua e coerciva. Qual
a conclusao que pode retirar quanto a solubilidade?

c) Defina os elementos finitos de Lagrange lineares para h = 0.25.

d) Construa o sistema para resolver com h = 0.25. Trata-se de uma matriz invertivel?

13. Considere o problema num dominio 2 = B(0,1) c R?

{ —Au(z) + A(z)u(z) = f(z) em Q
u = 0 sobre 02
B [ 1em B(0, 1y
emave o) = ot 1= { LT )

a) Escreva a formulacdo variacional associada ao problema. O problema estd bem posto?
Qual a regularidade que garante para u?

b) Deduza a estimativa de erro para ||u — up||o.o usando elementos finitos de Lagrange lin-
eares. Se utilizarmos elementos de Lagrange quadraticos podemos garantir a priori a estimativa
de erro ||u — up||1.0 = O(h?) 7 Justifique.

14. Considere o problema num dominio  C R?,

div(c(z)Vu) = f(z) em Q
{ u = 0 sobre OS2

em que ¢ é uma funcao C>°(12).

a) Deduza as formas bilinear e linear associadas ao problema variacional.

b) Em que circunstancias se pode aplicar o método de Ritz neste problema, ie. a minimizacao
é equivalente a resolugao do problema variacional? Qual o funcional que se minimiza?

¢) Mostre que estd nas condicoes de aplicabilidade do teorema de Lax-Milgram para certas
condigoes de c.

d) Supondo que f € H?(), indique qual o grau de polinémios que permite a melhor
convergeéncia.

15. Considere o quadrado €2 =] —1, 1[? dividido pelas diagonais em 4 triangulos semelhantes.
Suponha que se considera a resolugao do problema

—Au = f(z) em
u = 0 sobre 0f2.

a) A partir das fungoes de forma indique o problema discreto que se obtém usando elementos
de Lagrange lineares.

b) Considere a aproximacao do integral através de uma regra de quadratura com um tnico
ponto central em cada elemento. Explicite a solucao.
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16. Consideremos um operador diferencial de segunda ordem eliptico, da forma
Du = —9%u — a@iu + A,
em que as constantes a, A sdo positivas. Associamos a este operador a equacao
— 0Pu — a8§u+)\u:f

com f € L?(), exigindo condicoes de fronteira nulas em 2, dominio com fronteira regular.

a) Obtenha a formulagao variacional, e estabelega a equivaléncia entre a solugao fraca e forte
u € H2(Q) N H(Q).

b) Mostre que se f € H~ () existe uma tnica solu¢io u € H(Q) e que ha dependéncia
continua.

c) Mostre que se u € H*(2) N H} () e utilizarmos elementos de Lagrange ctibicos, temos a
estimativa

Hu — ’LLhHO,Q <C h4|u’479.

¢ Resolucao.
a) Considerando fungoes teste v € C2°(§2) obtemos a partir de

/—éﬁuv—/aazuv—k)\/uv:/fv
Q Q Q Q

e através da férmula de integragao por partes, como os termos no bordo se anulam,

/&Cuaxv—k/aayuayv+)\/uv:/fv,
Q Q Q Q

definindo-se assim a forma bilinear

b(u,v):/8mu8zv+/a8yu8yv+>\/uv
0 0 0

a forma linear serd obviamente
l(v) = / fo.
Q

A solugdo fraca, serd a solucio u € H}(£2) do problema variacional
b(u,v) = 1(v), Yo € H}(Q).

Equivaléncia. Supondo que f € L?(Q) temos pelo teorema de regularidade u € H2(Q2) N
H (). Como u verifica Du = f entdo repetimos os passos anteriores. A férmula

/—(ﬁuv—/aaguv—i-)\/uv—/fv,
Q Q Q Q

é vélida para v € H}(Q) pois temos u € H?(Q) e assim 9%2u € L2(Q) e todos os integrais
existem. O facto de v € H}(£2) garante que o trago seja nulo sobre a fronteira e podemos obter
pela férmula de integracdo por partes (em espacos de Sobolev)

/&;u@ﬂ—i—/aﬁyuayv—l—)\/uv:/fv,
Q Q Q Q
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o que significa que v é uma solucao fraca.

Reciprocamente, como admitimos que u € H&(Q) entao a condi¢ao de Dirichlet nula é
imediata, e por outro lado, tomando v € C°(Q) C H(Q2) e invertendo os passos, obtemos a
partir de b(u,v) = I(v),

2 2 00
/Q(—(?xu —adyu+u— f)v=0,Vv e CZ(Q)

o que significa que —0%u — a@fu +Au—f=08a Q.

b) Iremos aplicar o teorema de Lax-Milgram em H& (2), tendo presente que pela desigualdade
de Poincaré a seminorma é uma norma neste espaco.

i) Vejamos que se trata de uma forma coerciva em H} ().

e Comecemos por ver o caso em que A # 0,

b(u, )| :/Q(Bxu)2+/ﬂa(8yu)2+)\/ﬂu2 > min{1, a, )\}(/Q(Bxu)z—k/g((‘?yu)Q—l—/ﬂﬁ)

ou seja
[b(u, w)| = allulliq.

em que o = min{1,a,\} > 0 e assim fica estabelecida a coercividade em H'(Q) e consequente-
mente em H} ().

e No caso em que A = 0,

bl = [ @? + [ a@yu? = minfLah( [ @2+ [ @02

ou seja,
|b(u7u)’ > a|u|ifla

em que o = min{1,a}.
ii) Vejamos que se trata de uma forma continua em H{ ().
Basta reparar que aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

b(u,v)| < | [ Orudpv] + al [o Oyudy v| + | [quv| <
< |[|0zullL2[|0zv][ 2 + allOyul|L2][0yv][ L2 + Allul|L2][v]] L2

e utilizando a desigualdade de Poincaré ||u||;2 < C||Vul|r2, portanto
[b(w, v)] < (1+a+ N|[|Vull2]|[Vol[2 = (1+a+ M]ulrelvie -

Estamos assim nas condigdes do teorema de Lax-Milgram em H}(2), podendo-se garantir a
existéncia e unicidade de solugao do problema em H}(Q) desde que f € (H3(Q)) = H1(Q).

c) Resulta da estimativa (6.16), considerando m = 3, dado que se tratam de polinémios
ctibicos. O facto de se assumir que u € H*(2) garante que |u|4 o existe.
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17. Considere o problema num dominio Q = B(0,1) C R?

{ —div(B(z)Vu(z)) + u(z) = f(z) em Q
u = 0 sobre OS2
| 1em B(0,0.25)
em que f(z) = { —1 em B(0,1)\B(0,0.25)

a) Escreva a formulagao variacional associada ao problema, indicando as formas bilinear,
linear e o espaco onde estao definidas. Qual o funcional que se pretende minimizar?

b) Imponha condiges sobre 5 de forma a garantir que o problema esteja bem posto. Qual
a regularidade que garante para u?

c) Considere a aproximagao usando elementos finitos de Lagrange lineares. Indique como
calcular o integral num elemento (4,j) da matriz do sistema discreto, em que as fungoes base
tenham apenas um tridangulo comum F, tal que F(E) = F, a partir das fungoes de forma no
triangulo de referéncia E.

d) Sabendo que 8 é um polinémio de grau ¢, qual o grau da férmula de quadratura que
permite obter valores exactos na matriz? Justifique.

e) Deduza a estimativa de erro para ||u — up||o,n usando elementos finitos de Lagrange lin-
eares. Se utilizarmos elementos de Lagrange quadraticos podemos garantir a priori a estimativa
de erro ||u — up||1.0 = O(R?) 7 Justifique.

Resolugao:

a) Multiplicando por uma fungao teste v e integrando,

L/—&WM@VM@W@)+M@M@¢V—/f@ﬁ@ﬂx
Q Q

agora, da formula de integracao por partes vem

/Qﬁ(a:)Vu.Vv— manuv—i-/ﬂuv—/ﬂfv

Considerando o espago Hg(£2), temos v = 0 em 9 e obtemos

/Qﬂ(a:)Vu.Vv—i-/qu—/va,

definindo a forma bilinear em H3(Q) x H} ()

b(u,v):/gﬁ(x)Vu.Vv+/qu

um:AﬂL

A forma bilinear é simétrica (o 5 em nada influi na troca de u e v), portanto o problema
variacional corresponde a minimizar o funcional

I0) = b0 =10 = 5 [ BN+ [ w2 = [ fo,
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sobre as fungoes v que estao em Hy ().

b) Vamos aplicar o Teorema de Lax-Milgram. Precisamos de mostrar coercividade e con-
tinuidade de b em H{ () onde sabemos que a norma ¢é a seminorma de H!().

(i) Coercividade em HE ().

Sabemos que

b(u,u) = /Qﬁ(:v)Vu.Vu +/Qu2 > mHuH%Q > m\uﬁﬂ

em que m = min{ B, 1}, sendo inf,cq f(x) = B > 0, assumimos que 3 é continua e positiva em
Q.

(ii) Continuidade em H}(€2).

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

|b(u, v)| < I/Q/J’(SU)VU-WI + | /qul < M| |Vullo.l[Vollog + llullogllv]los

e pela desigualdade de Poincaré,

lullogllvlloq < C2lulialvlie.

Assim, temos
|b(u, )| < (M + C?)Jul1,0/v]1,0

c) Sejam ;,1; as funcoes base cujo suporte comum é apenas um certo triangulo E. O
elemento (7, j) da matriz é dado por

(i, ) = /E B(e) V. Vi, + /E et

Como ha apenas um triangulo comum, nao se trata de um elemento da diagonal, ou seja 1; # ;.
Assim sendo, em ), 1); é definida por uma funcao de forma ¢; diferente da funcao de forma ¢; que
define 95, a estas funcoes de forma diferentes em F irao corresponder fungoes de forma diferentes
em E, que iremos designar por ¢ e por @2, respectivamente. Como ¢;, ¢; sao polindmios do
primeiro grau, o termo V¢;.Vy; serd uma constante que designamos Kj;.

Por outro lado temos ¢;(z) = ¢1(F~1(z)) e p;(x) = $2(F~1(z)), e portanto

bwsy) = [ B@)Kydo+ [ p1(F (@) ea(F a)da.
Agora podemos levar a integragao para o elemento de referéncia,
(i, 1) = / B(F(#))K; | det A| da + / 21(2)pa()] det A| i,
E E

em que x = F(&) = A% + b e aplicar uma férmula de quadratura,

M M
b(is ) = Y tm B(F (&) Kij | det A| + Y b $1(2m) 2(2m)| det A,
m=1 m=1
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em que Wy, SA0 0S8 Pesos e Z,, os pontos de Gauss no triangulo de referéncia.
Considerando por exemplo ¢1(z,y) = z e ¢a(z,y) = y e a férmula de Gauss com os 3 pontos
médios (correcta para polinémios de grau 2) obtemos:

Smim| det A|.

| =

3 3
1 A
b(i v5) = D o BUF (i, Gm)) K | det A| + ;_1
que sera correcta se 8 for um polinémio de grau 2.

d) Precisamos que as férmulas tenham pelo menos grau 2 para calcular exactamente [z ¢1(2)P2(2).
No outro integral apenas entra a fungao 3, logo precisamos que a férmula tenha pelo menos

grau q.
Juntando estas duas informagoes concluimos que o grau terd que ser max{2, q}.

e) Como a funcdo f apresenta uma descontinuidade em B(0,0.25) nao tem derivadas reg-
ulares, no entanto podemos garantir que pelo menos é uma funciao L?(f2), e pelo teorema de
regularidade concluimos que v € H?(Q2), pois assumimos que tem fronteira regular... é um
circulo!

Estando a usar elementos de Lagrange lineares, m = 1, e podemos assim apresentar a
estimativa

|l —unllon < Ch?|ullaq < CR?,

ja que se u € H2(Q) entdo ||ul|2,q é limitado por uma constante. Também temos,
llu—unllLa < Ch'[ullaq < Ch.
Se usarmos elementos de Lagrange quadraticos, m = 2, e por isso deveriamos obter
lu — unlloo < CR?|lulls.0

e ainda
llu—unll10 < CR?|[ull3.0,

no entanto, como f ¢ H*(Q2), ndo garantimos que u € H3(0), e a norma ||u||3n ndo é majorada
por uma constante e esta estimativa nao se pode aplicar a priori. Assim sendo, nao podemos
garantir que ||u — up||1.0 < Ch2.

18. Considere elementos finitos triangulares definidos num triangulo de referéncia pelos
6 nés {(0,0),(1,0),(0,1),(3,3),(3.3), (%, %)}, em que as varidveis nodais estdo definidas com

condigdes sobre a funcdo nos nés {(0,0), (1,0), (0,1), (3, 3)} e sobre a funcio e as derivadas nos

. 11y (1 1
nés {(3,3), (5,5}
a) Explicite as varidveis nodais e o sistema que permite obter a base de polinémios dual.
b) O sistema tem solugao tnica? Justifique.

19. Considere o seguinte problema. A deflexdo de uma barra é dada pela equacéo diferencial
ordinaria de quarta ordem

& (0 Tr@) - 1w

188



em que impomos as condigoes de fronteira:

~0
(b) =0

a) Escreva a formulagao variacional associada a este problema, indicando a forma bilinear,
a forma linear, o espago de fungoes teste adequado e o funcional (de energia) que minimiza.
b) Impondo condiges sobre c(x) mostre que o problema est4 bem posto para f € H~2(]a, b]).
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das Ondas, 9

de Black-Scholes, 9
de Laplace, 20

de Poisson, 7

de Schrodinger, 9
de Stokes, 49

do Calor, 9, 54

Equivalentes afins (elementos finitos), 118
Espacos de Sobolev, 169
Esquema

Crank-Nicolson, 66

de Lax (Ondas), 76

Explicito (Calor), 57
Explicito Instavel (Ondas), 74
Implicito (Calor), 63
Implicito (Ondas), 75
Implicitos 6 (Calor), 65
Lax-Wendroff (Ondas), 78
Leap-Frog (Ondas), 78
Semi-Implicito (Ondas), 75

Estabilidade de um esquema, 61

Forma bilinear

coerciva, 86
continua, 86

Formula

de Green, 162, 174
de integracao por partes, 161
de Quadratura de Gauss, 139
para o quadrado, 140
para o triangulo, 141

Formulacao variacional, 85
Funcao
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Biharménica, 46
cut-off, 91

de Heaviside, 165
Harmoénica, 7
sub-harménica, 28



Grau de uma aproximacao, 11 forte, 91

fraca, 91
H~"™(Q), 173
HY2(09), 172 Tensor das Tensoes, 47
H(9Q), 91 Teorema
H'(9Q) da divergéncia, 160
caracterizacao, 173 de Céa, 101
definicao, 171 de Gauss, 160
) de Lax (e Lax-Richtmyer), 63
Lei o _ de Lax-Milgram, 98
da Difusao de Fick, 8 de Rellich-Kondrachov, 174
de Fourier da conductividade, 8 de Riesz, 94
de Ohm, 8

- desigualdade de Poincaré , 96

Lema ) do Trago, 172
de Bramble-Hilbert, 125 Triangulacao, 108

Matriz Booleana, 147 de Delauney, 108

Método Unissolvéncia, 112
de Galerkin, 99
de Ritz, 89, 99 Wm™P 170

de Gauss-Seidel, 40
dos Coeficientes Indeterminados, 11

SOR, 41

Operador
Bilaplaciano, 46
de d’Alembert, 9
de Difusao, 8
de Laplace, 7
de Trago, 172
Eliptico, 19

Parametro de degenerescéncia, 107
Principio

do Maximo/Minimo, 27, 28

do méaximo discreto, 34

do Valor Médio, 28
Problema

de Cauchy, 29

de Dirichlet, 26

de Dirichlet-Neumann, 26

de Neumann, 27
Problemas

Exteriores, 7

Interiores, 7

Solugao
classica, 91
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