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2° Exame de Andlise Numérica II : 11 de Fevereiro de 2004, 17h00 (4+2h30).

O exame estd cotado de 0 a 14 (a nota minima é 6).

1.(3.09) Obtenha uma aproximacao racional para log(3) por dois processos diferentes:
(i) aplicando uma Regra de Simpson em [1, 3] com 5 nds de quadratura.

(ii) usando um polinémio p3 que interpole log(1),log’(1),log’(2),log’(3).

Apresente uma estimativa de erro para esses valores.

2.
a)i2.0) Calcule em [0, 3], o spline natural que interpola f(x) = sin(x) em 0, 5,7
b)j1.0) Calcule a Transformagao de Fourier Discreta aplicada a um vector com componentes vy = 2™ com

k=1,..,N.

)[2,5] Seja m € N. Determine a melhor aproximacao g¢,, para f(z) = a + fsin(z) em [—2mm, 2mmn] usando
fungdes da forma g(z) = a + bz, no sentido dos minimos quadrados. Observe que quando m — 00, g, — a, e
verifique que ¢g,, = a é a melhor aproximagao minimaz para qualquer m € N, usando o Teorema de Chebyshev.

3. Considere a equagao diferencial u’ = sin(au), com u(0) = ug.
a)[2.0) Determine um majorante para o erro de truncatura local do método,

2

Up41 = Up, + hsin(au,) + QT sin(2auy, ),

e conclua acerca da ordem de convergéncia.
b)(1.0) Considere o método anterior para inicializar o método implicito

Upt1 = Up + §(sin(aun+1) + sin(auy,)),

formando um par preditor-corrector. Indique a ordem de convergéncia deste método, e mostre que ha contractivi-
dade na fungéo iteradora do método implicito se |a|h < 2.

4.

a)p.o] Seja I(f) = fab ff f(z,y)dzdy, pretende-se um funcional Q = Wi, .,) tal que I(P1) = Q(P1), ou seja, é
exacto para polindmios de grau 1, p(z,y) = a + Bz + vy.

b)j1.5) Considere uma fungao injectiva g € C*[a,b], com a e b pontos fixos. Mostre que existe & € [a, b] tal que

b —a a )
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x— Resolucao

1.(3.9). i) Temos log(3 f13 ‘1 d:c Aplicando a R. Simpson nos pontos {1, 2 5 7,3} (logo h = %)
log3=f1 tde=I~Q= 1/2( +3 5 +23 "‘4(3/2‘*‘5}2)):%'
. 2(1/2
Assim [E| = [I - Q[ < %maxme 13 [(D)W] < grtgp maxeep g | %] < 550 = -
ii) Calculamos as diferengas divididas de f( ) log’(z ) 1 nos pontos {1,2,4} o que nos dé f[1,2] = 3, f[2,3] =
=+, f[1,2,3] = ¢. Usando a F. Newton, p4(z) =1+ 5 (x— D4glz—1)(z—-2)e portantop3( )=C+z—1(z—
) g(gﬁx +22). De 0 =p3(1) = C+1+2 (—n+2) Cc+4 obtemosC’f Hoepy(3)= - 4313
1)? %(% 332 +2-3) = &, Como majoragao de erro, |log(3) — 2| < |log(3) — |_|_|7_17| mt e =
2. 84)[2'0] Considerando os pontos xo =0,z = 2,952 = m, como oy = o9 = 0, basta calcular o1, que verifica

Zo1 = sinfzg, 1] — sinfxy, 2] = ?721 — 7727 logo o1 = 3(—?4).

Portanto, em [0, 5], obtemos so(z) = ;1227%‘"”6 +(E+ B E)z+0=—4(2)3 +3Z

kE—1

2. b)j1g Fv = W*y, sendo v = W& = [e2""F N ie. asegunda coluna da matriz W. Como W*W =1,
temos Fv = W*W® = NI = (0, N,0,--- ,0).

¢)j2.5 Sejam ¢o(z) = 1, ¢1(x) =
<¢0’¢0> _ 2mm lde — 4m7r, <¢0’¢1> _ 2mm de — O <¢17¢1> 2mm (,C2d _ 2(2m7r)

—2mm —omn T —2mm
(f,d0) = 2;:; a + (Bsin(z )dx =damm + 0, (f, 1) = E;nnjﬂ az + fxsin(z)dxr = ﬂf2m7r xsin(x)dx =
B[—z cos(x)])?>Bm  + ﬂ‘/‘Q;nn:'W cos(x)dz = —4B8mm + 0. Obtemos a = v e b = %((;f:;? = (2755)2'
Logo g (x )—a—%x — a.
(m—o0)
Para qualquer m, ||f — a|loc = MaXye[—2mr,2ma) |Bsin(z)| = |B]. Como F = ({1,z}) = P (verifica cond. de
Haar), dim(P;) = 2, e com tg = —3F,¢; = —Z ¢y = I (pertencem a [—2mm, 2mn]), obtemos f(t;) —a = Bsin(ty) =

(=1)*18] = (=1)*||f — @|o- Por aplicacio directa do T. Chebyshev, g,, = a é a melhor aproximacdo minimaz.
3. a)jg.0) Temos u(t + h) = u(t) + u'(t)h + h;u”(t) + %Su’”(f). Como v = au/ cos(au) = asin(au) cos(au) =
wh —ul®) — o/ (8) + B (8) + 2w () = sin(au(t)) + al sin(20u(t)) + o (€)
hon(t, u(t)) = hsin(au(t)) + 22 sm(?au( )
de 0y Pn(t, u) = acos(u)+ a2h cos(2au) limitada, ¢p, é Lipschitziana em w. Assim ey, (t) = M —on(t,u(t)) =
%u”’(ﬁ) = %2042 sin(a€) cos(2au(€)). Portanto g,,(t) = O(h?) (método de ordem 2) e obtemos |ep,(t)| < %h?

$ sin(2cu), obtemos {

3. b)i1.0) O método implicito apresentado é a Regra dos Trapézios que tem ordem 2 (inicializado por um método
de ordem 2), logo o par preditor-corrector tem também ordem 2. A funcdo iteradora é g(z) = u, + 2(sin(az) +

sin(auy,)) e temos ¢'(z) = %4 cos(ax), garantido-se a contractividade se | %[ < 1.

)0 1(1) = (b— )%, I(x) = I(y) = (b— a) 55 = (b— a)*252,Q(1) = w, Q(z) = wer, Q(y) = wea. Logo,
igualando, w = (b—a)?,¢; = co = HT‘I. Portanto @ = (b — a/)25(b+Ta7b+Ta).

4.b)[1 5) Temos g(a) = a,g(b) = b e fazendo x = ¢(y), obtemos f;gfl(x)d:v = f: yg' (y)dy = [yg(y)]g —
J2 9(y)dy = v — a® — [7 g(y)dy.

Pela R. Simpson existe & € [a, b] : f q( =2 (g(a) + 4g(EL) + g(b)) — (b’T")5 %. Agora, basta notar
que %% (g(a) + 4g(2F2) + g(b)) = (b— )( %g(%"b)) e colocar b — a em evidéncia.




